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Solution globale de
I’équation d’un gaz visqueux isotherme
dans un domaine extérieur assujetti a une
grande force dérivant d’un potentiel*)

RACHID BENABIDALLAH(!)

RESUME. — On étudie le systéme d’équations d'un gaz visqueux iso-
therme assujetti & une force arbitrairement grande dérivant d'un potentiel
et on démontre un résultat d’existence et d’unicité globales en temps pour
un tel systéme dans un domaine extérieur.

ABSTRACT.— We study the system of equations of isothermal viscous
gas subject to a large external potential force and we prove the global
existence and uniqueness of solutions in the three-dimensional exterior
domains.

MoOTSs-CLES : Equations de Navier-Stokes, domaines extérieurs, solution
globale.

AMS Classification : AMS(MOS): 35B45, 76D05 (1991)

1. Introduction

Dans cet article, on se propose d’étudier 1’équation d’un gaz visqueux
isotherme; il s’agit du systéme d’équations décrivant 1’écoulement d’un gaz
visqueux a température constante.

Nous envisageons le mouvement d’un gaz assujetti & une grande force ex-
térieure dérivant d’un potentiel. Notre but principal est de démontrer, sous
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I’hypothése de la petitesse des données initiales, un théoreme d’existence et
d’unicité globales pour le systéme d’équations en question dans un domaine
extérieur, plus précisement le complémentaire d’un compact de R3,

Nous considérons en effet le systéeme d’équations

Btu—%Au+Va+(u-V)u=0, (1.1)
do+u-Vo—u-V®+V.-u=0, (1.2)
o = log(p/peq) (1.3)

dans un domaine extérieur Q de R3 et pour ¢ > 0 avec les conditions initiales
u|t=0 =, a‘|t=0 = log(po/peq) = 00 - (1.4)

L’opérateur A figurant dans (1.1) est donné par
Au = pAu+ AV(V - u) (1.5)

avec deux constantes positives p et A, tandis que ® = ®(z) est une fonction
scalaire donnée. Quant & la fonction peq = peq(z), elle est donnée par

Peq(z) = exp(—@(z)) . (1.6)
La solution u devra en outre vérifier les conditions aux limites
u|39:0, u — 0 pour |z| — o0. (1.7

Pour la fonction ®, nous supposons les hypothéses suivantes

®eL®Q), VOeL®Q)NLYQ), VVdeWi(Q). (1.8)

La relation (1.6) et la premiére condition de (1.8) (et une certaine
régularité sur ®) entrainent ’existence de deux constantes m et 7 telles
que

0<m<peq(z) <M<oo Vre. (1.9)

Si on substitue les relations (1.3), (1.5) et (1.6) dans les équations (1.1)-
(1.2), ces derniéres s’expriment sous la forme

Beu — % (pAu+ IAV(V - u)) + (u- V)u + %Vp =-Vo, (1.1bis)
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dp+V-(pu) = 0. (1.2bis)

Si v = (u1,ug,u3) et p représentent respectivement le vecteur vitesse et
la densité du fluide et si p et A vérifient la condition A > u/3, condition
requise par le principe de la thermodynamique, les équations (1.1bis) et
(1.2bis) régiront le mouvement d’un gaz visqueux isotherme assujetti & la
force extérieure dérivant du potentiel &.

Le résultat fondamental concernant la résolubilité globale (par rapport au
temps) du systéme d’équations d’un gaz visqueux est di & Matsumura et
Nishida ([8], [9]), qui ont démontré ’existence et 1’unicité de la solution
globale du systéme d’équation d’un gaz visqueux et calorifére sous les
hypotheses que les données initiales soient petites et que le potentiel ® soit
suffisamment voisin d’une constante. Plus récemment, Matsumura et Padula
[10] ont démontré que dans un domaine borné un résultat analogue a lieu
méme avec une grande force dérivant d’un potentiel. D’autre part, dans [2]
et [3], nous avons prouvé ’existence et I’unicité de la solution globale du
systéme (1.1bis) et (1.2bis) respectivement dans ’espace entier R3 et dans
le demi-espace ]R?;_ sous une grande force dérivant d’un potentiel.

Dans la suite pour une fonction u & valeurs dans R3 on désignera
par Vu, VVu et VVVu les vecteurs dont les composantes sont Oz,u; (1,
J=1,2,3),082,00;ur (4,5, k=1,2,3) et Or,0z,;0z,us (4, 4, k, £=1,2, 3)
respectivement. Quant & V,v et V,V,v, ils désigneront les vecteurs dont les
composantes sont respectivement les dérivées partielles 9, v; et 9, 0z, vk (4,
Jy k=1, 2, 3) par rapport aux variables z; (i = 1, 2, 3) que I’on introduira
dans la section 2.

Par ailleurs, on notera

Ilzes -1

au lieu de || . ”me), ” . ”L'(to,tl;Hk(Q)) les normes dans les espaces LP(Q) et
L7 (to,t1; H*(Q)). Mais lorsqu’il s’agit d’un sous-domaine Q' de Q ou d’un
sous-domaine @ de R, on le précisera toujours par la notation

Lr(tot1;H¥)

|| ) ”LP(Q') Nk ”LP(Q) )

2. Préliminaires

Comme €2 est un domaine extérieur et donc muni d’une frontiére courbe et
compacte, on établira des estimations a priori des solutions, en décomposant
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Q en des parties qui seront transformées de maniére convenable en une
partie de I’espace entier R3 ou du demi-espace ]Ri; les estimations seront
ainsi réduites essentiellement & celles dans R3 ou dans ]Ri, comme on le
verra dans la section suivante

Ou suppose que 2 est de classe C3. Comme on le sait bien, il est possible
de choisir un systéme fini {Q, }V_, d’ouverts de R3et un systéme { xr 1, de
fonctions de classe C°°(R3) vérifiant les conditions (i)-(v) citées ci-dessous :

N
() 0<x,r<1(r=0,...,N), Y xr(z)=1Vz€Q,

r=0
(i1) supp xo C 2 et dist(supp xo0,08) > 0,
(iii) supp xr est compact et suppxr C 2 (r=1, ..., N),

(iv) pour chaque r = 1, ..., N, il existe une carte locale (yr,,Yry, Yrs),
un nombre positif a, et une fonction v, de calsse C3 définie sur
By, =[—ar, ar] X [—ar, ar] tels que

Q'I‘ naQ C {(yruy‘l'z)y?‘s) | yra = 7T(y1‘1;y7‘2), (y'rl:y'rQ) e Ba,-} )
Q,NQC {(y'ruy’l‘zayrs) l'Yr(yr];yrz) < Yrs < '77‘(.%'1,91'2) + ar,
(Yr1,Yrp) € Ba,} )

(V) ay,.i 7"‘(0’ 0) = 0) |ayr,~ 71'(y7‘1’y7‘2)| <e v(y'l‘l ) y7'2) € BOtr
(r=1,...,N,i=1,2)

avec un nombre positif ¢ assez petit (que I’on choisira convenablement dans
la suite comme requis dans les démonstrations des lemmes 3.4 et 3.5).

{Qr}i\;o, {XT}iV:O {(yry, y,,2,y73)}iv=1 et {’ﬁ}fi__l étant choisis, on
considére Q. et sa carte locale (yr, , Yry, Yry) pour 7 > 1 fixé. Pour simplifier
la notation, on omettra, dans la suite, I’indice r des variables y,, (i = 1, 2, 3)
et on écrira simplement y;. On introduit maintenant le changement de
coordonnées par

n=y, 2=y, 13=y-7¥). (2.1)
11 est évident que, en vertu de la condition (iv), le changement donné par
(2.1) transforme Q, N Q en une partie de @, = By, x [0, 0,] C RY et

Q. NOQ en une partie de By, C R2
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La définition (2.1) implique que les dérivations par rapport aux variables
(¥1,Y2,93) et celles par rapport aux variables (27, 23, z3) sont relides par

{aya =0z — (ay.")'r)aza (t=1, 2),

2.2
ays = aza . ( )

Les relations (2.2) nous permettent de transformer le systéme d’équations
(1.1)-(1.3) dans 2, NQ en

Btu— %AzU'l" %Vz (%;{) +VZU= F; (23)
(31—:+VZ-U=G (2.4)

avec

F= % (—2((V'-y,,) V)0 u — (Al )3z u + IV"yr |2u) +
1
p

(V') (Aazs (‘i—j) +pazsa) ~ (v Vyut (25)

+ % (Va(u - V&) + (V7704 (u - V),

G=(u-V8) + (V') 0u, (2.6)

ol V', A’ et A, désignent les opérateurs différentiels V' = (3,,,9,,,0),
A'=02 +0% et A, =92 + 82, + 82, tandis que V désigne I'opérateur
différentiel V = (9y, ,0y,,0y, ). Comme l’expression du systéme d’équations
(1.1)-(1.3) est invariante pour le choix du systéme (z1, zo, z3) ou (y1,y2, ¥3),
dans la suite on écrira V pour désigner (3z, , 9z, , 8z, ) ainsi que (3y, , dy,, By,)

sans risque d’équivoque.

Nous rappelons ici également les résultats classiques suivants. On rappelle
d’abord le lemme suivant.

LEMME 2.1.— Soit Q un domaine extérieur de R3 de classe C3. Si
Au € H*(Q), alors on a pour k =0, 1

1928z, ul| grx < e (| Aull e + ullz2) , 4 5=1,2,8 (27
avec une constante c.
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Démonstration. — C’est un résultat classique (voir par exemple [1]). O

Nous considérons maintenant le systéme d’équations de Stokes dans un
domaine Q de R de classe C®

Vv=h
avec les conditions aux limites
vlan =0, v—0pour|z|—o00. (2.9)

On a alors le lemme suivant.

LEMME 2.2.— Soient @ C R3 un domaine extérieur de classe C3,
f € HY(Q) et h € H¥Q). Si (v,p) vérifie (2.8)-(2.9), alors on a les

inégalités
1990l + 192l 2 < (IRl + 17122 + 9012 )

19990l + 1992l 2 < c(lAllz= + |l + 190l 12)

avec une constante c.

Démonstration. — Voir le lemme 4.3 de [9]. D

D’autre part, on considére dans un sous-domaine borné w de R3 I’équa-
tion
V=40 (2.11)

avec la condition aux limites
%y, =0 (2.12)

et la condition de compatibilité

/wadx:O. (2.13)

On a alors le résultat suivant.

LEMME 2.3. — L’équation (2.11) avec les conditions (2.12)-(2.13) admet
au moins une solution ¢ € H}(w) satisfaisant a l'inégalité

1l g2y < elléll 2w (2.14)

avec une constante c ne dépendant pas de § € L?(w).

Démonstration. — L’existence d’une solution 3 € Hj(w) et son estima-
tion (2.14) sont des conséquences immédiates de résultats connus (cf. [7]). O

- 604 -



Solution globale de 1'équation d'un gaz visqueux isotherme dans un domaine extérieur...

3. Estimations a priori

Dans la suite, on va établir des estimations a priori sur u et o en
supposant que (u,0) est une solution sur [0, T'] et appartenant & la classe

{ ue L%(0,t; HA(Q) N HA(Q)) N L2(0,¢; H3(Q)) (51)

du € L2(0,¢; HY(Q)), o€ L®(0,t; HAQ)).

Ces estimations nous permettrons de prolonger la solution sur l'intervalle
[0, 00].

On définit les fonctions D et Lo de ¢ (0 <t < T) par
D) = |Vullf + [ Voll3n + lvedullz. + VA Vo7, (3:2)
Lot) = | Vulz2 + |V Ve 7z + VA VoL (3:3)
On démontre alors le résultat suivant.

LEMME 3.1.— Soit (u, o) une solution du sytéme d’équations (1.1)-(1.3)
appartenant @ la classe (3.1) avec les conditions initiales ug et oo dans
H%(Q). Si, outre les hypothéses (1.8)-(1.9), on suppose que

Vo oo (0,00 522y < S0 (3.4)

ot 8y est un nombre positif donné, alors on a les inégalités

t
IVEu@)z2 + | pealoe” =" +1)+ [ |Vu(s)|72ds <
’ /" : /" ’ (3.5)

<c(IVAwolls + [ praeoes ~ e 41),

t
£ | vuo)|2: + /Q (pu) - Vo + /0 /782, ds <
t
< e (luollin + loollz) + 1 [ (expllolpe) [Vullsds+ 36)
t 1
e (om ) o o
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t ! 2
L@l sy s <

t
<er [ (e2oly) VAol de+

. (3.7)
+er [ (exp 2o o) [Vl s+
t 1
ve [ (o0 3 ol ) Do) (Cale) + £%(0) s,
2 gt 2
| u(t)]2 -2 /Q (pAv) - Vo + & /0 |/ V0|22 ds <
< (luolfs + lool3) +
(3.8)

t
+es [ (explel o) (|9l + [vEBeul3a) s+
t
+e /0 (exp 3] .0) D(5) (Lo(s) + L1/%(s)) ds,

ot ¢, ¢1, c2 et c3 sont des constantes ne dépendant que de &g, u, A et @,
tandis que la fonction o' et Q' figurant dans (3.7) sont une fonction et un
sous-domaine borné de Q choisis de sorte que

cde, (3.9)

L 1
(Smlol + Pelo ) < g G0

ot m est la constante figurant dans (1.9).

Démonstration. — Les inégalités (3.5), (3.6) et (3.8) s’obtiennent en
considérant les produits scalaires dans L2(Q) de 1’équation (1.1) avec les
fonctions pu, pOsu et —pAd;u respectivement. Quant & (3.7) elle résulte
du produit scalaire dans L?(Q’) de (1.1) avec la solution ¢ du probléme
(2.11)-(2.12) o1 on substitue le domaine ' & w et la fonction ¢’ donnée par
(3.9) a 6 et du lemme 2.3 (pour les détails, voir la proposition 5.1 de [3]). O
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LEMME 3.2. — Sous les mémes hypothéses que dans le lemme 3.1, on a
¢ 2 2
| (199ulzs + 190]2:) as <

t)deo||?
sa/—
o ||l dt |y

t
ve [ (el o) IRl do+ @11

d I7u)?
Ldere [[vull +

t
+e 102y ds+

t
+ c/o (exp 30| o) D(s)(Lo(s) + Ecl,/2(s)) ds,

¢ 2 2
[ (I9ovuls + |996]2) ¢ <

t d0‘2
552/
0

Et- ds +
t 2 2 2
+e [ (8ol ) (Ivadeli + [vEvoulZs + Vo) ds+

H?2

t t
+e [ (exp3lelye) D) (Loe) + £3/7(6) ds e [ 9ul as

(3.12)
avec ¢ et ¢y et Cy des constantes ne dépendant que de p, A, et de .
Démonstration. — Si on applique le lemme 2.2 au systéme d’équations

(2.8)-(2.9) avec

do
V=u, P=peqd, h=u-V<I>—(—i-t—,
f==p0u—p(u-V)u+AVh+ (peq — p)V0 + peqo’ VO

(voir (3.4), (3.9)), on obtient, compte tenu de la condition (3.10) et de la
relation évidente

o= peales < ¢ (explellpo) ol peltioe] (329
(voir aussi (1.9)), 'inégalité (3.11).
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Quant a (3.12), en appliquant de nouveau le lemme 2.2 au systéme (2.8)-
(2.9) avec

d_a’
dt’
f==p0u—p(u-V)u+AVh+ (peq — p)VO — peqo VP,

on obtient, compte tenu de (3.13) et de la relation

vVl L. < e(|VV(pea)l| 12 + [ VollL2)

’inégalité (3.12) (pour les détails voir la proposition 5.1 de [3]), ce qui achéve
la démonstration du lemme 3.2. O

V=U, P=peqd, h=u-VP-

Pour estimer les termes
do ||?

t
A E

on établira des inégalités séparément dans la région distante de la frontiére
0 (lemme 3.3) et dans le voisinge de 002 (lemmes 3.4 et 3.5). Pour cela on

utilisera le systéme de fonctions { X"}i\]:o introduit dans la section 2.

ds, k=1,2,

On a en effet le résultat suivant.

LEMME 3.3.— Sous les mémes hypothéses que dans le lemme 3.1, on a

“xg\/f)Va(t)"%z +/ xov(da)

<
i ds <

< o(loolFzs + [uoll) +

(3.14)
/ (exp?“tf”L<>o D(s) L',o(s)+£0/ (s)) ds +
t
+e [ (exp2ol ) (I7ule + IIWBtulliz) ds,
d

llxov/p VVa(t)|2 +/ XOVV(d:) ds <

< e(lloollz + luoll:) +
(3.15)

t
+e [ (expllo] ) Do) (Lole) + £3%(9) da +

¢ 2 2
+e [ (2ol o) (|70l + VA ToulE)
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ot ¢ est une constante qui ne dépend que de u, A et de O, tandis que D et
Lo sont des fonctions données dans (3.2)-(3.3)

Dans la suite, sans toutefois les citer, on utilisera souvent les théorémes
d’immersion de Sobolev, y compris le théoréme de Morrey (voir par exemple

[5])-

Démonstration. — On le démontre en s’inspirant de la méthode utilisée
dans [3, prop. 5.1]. On considére d’abord la dérivée partielle par rapport
az; (i =1, 2,3) des équations (1.1)-(1.2) et on en fait le produit scalaire
dans L2(Q) avec pxoaz,u et pxoax.-a' respectivement. En adjoignant les deux
produits scalaires et en tenant compte des relations

| 8 e70) - @ei) =
= [ ()07 1) = 2 [ px0 Be0)Ez0) - (Tro) + (3.6
Q Q
—/prg(ax,.a)(vo-W)-(ax,.u), i=1,2,3,

E:Bta+u~ch (3.17)

de
V-u:(u‘VQ)—a-, 5

(voir aussi (1.2)), on en tire par des calculs élémentaires ’inégalité

d
3 (Ixovp Vol z2 + lxov vullz: ) +

Xov(da)

+#[x0V V|7, + A —

1
< 7 IxovB Vol ze + elexp 2o 1.0 Iqulle + (318)
1
+o(ex 2ol ) VAV 0o [Vuls +
2 2
+eesp |l ) [Vl (Il +[9olZ:)
D’autre part, si on considére la somme des produits scalaires dans L2(Q)

de (1.1) avec px3Vo et celui de la dérivée par rapport a z; (i = 1, 2, 3) de
’équation (1.2) avec (u + A)g;0, il aisé de voir que
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Ad 1
A1 Ixovells + 5 Ixov Vol <
< e(exp]lo]| ) (V|72 + VABeu]32) + (3.19)

1
+e(exp 5 ol IV Vele (19l + 901)

En adjoignant maintenant les inégalités (3.18)-(3.19) et en les intégrant par
rapport & ¢, on obtient (3.14).

Pour obtenir (3.15), on considére d’abord les équations (1.1)-(1.2) aux-
quelles on applique 'opérateur différentiel 8,0, (¢, 7 = 1,2, 3); si on
en fait le produit scalaire dans L?(Q) avec px38z,0-;u et px38s,0:0
respectivement et si on adjoint ces produits scalaires, on obtient, & ’aide
d’un raisonnement analogue & (3.16)-(3.17) et des techniques usuelles,
I’inégalité

d
5 (Ixovpv9a[Zs + [xov VVul7:) +

e ()]

L2

+ 1l X0 VIV, + 2

1 3.20
< Lxov V0|2, + clexp 2o] 1) [Tl + (4:20)

+e(expllo]| ) (IVull 2 + VAV Vo] L2) [ Vel +

+e(expl|o] 1) (VA Vollze + VPV VolZ2) [ Vullfs

Si, en outre, on applique aux équations (1.1) et (1.2) les opérateurs diffé-
rentiels O, et 9z,0,, respectivement (i, j = 1, 2, 3) et on en fait le produit
scalaire dans L?(Q) avec x% 0r,0z,0 et (u + /\)xg 0z;0z,0 respectivement,
on obtient, en les sommant, I’inégalité

Ad 1
s 2 IevVelf: + 5 [xovAv Vel <
< eexpllo]| o) (|| Vulfys + VA VR 72 ) + (3.21)

1
+e(e 5ol ) VATVl (I9ulie + 9l

En adjoignant les inégalités (3.20)-(3.21) et en les intégrant par rapport a t,
on obtient (3.15), ce qui achéve la démonstration du lemme 3.3. O
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On va établir maintenant les estimations dans le voisinage de la frontiére
0Q. Grace aux propriétés des fonctions xr (r =1, ..., N) introduites dans
la section 2 et au changement de variables (2.1), elles se réduisent aux
estimations des solutions des équations (2.3)-(2.4) dans Q, (C R3) pour r
fixé (r=1,..., N).

LEMME 3.4.— Soitr € {1,...,N}. Sous les mémes hypothéses que dans
le lemme 3.1 (voir aussi (3.2)-(3.3)), on a pour tout e >0
2
ds <
L2(Qr)

t
0

AT ey
< (ool + lluoll3) +
s [ (1901 + Iv9ul? )ds+c(1+1) /t"Vu"z ds+
b L2 L2 ¢ ) Jo L2
t
+e [ (expllo] ) VB0 ds +

t
" /o (exp 3]0 =) D) (Lo(s) + £5/%(5)) ds,
(3.22)

ot c est une constante qui ne dépend que de g, p, A, ® et de v, (donc de
0Q).

Démonstration. — On considére les équations (2.3)-(2.4) dans Q, C
R2 = {2z € R3| z3 > 0}. Dans cette démonstration, comme dans (2.5)-(2.6),
V. et A, désignent les opérateurs différentiels consistant en des dérivées
partielles par rapport aux coordonnées (z1,z9,23), tandis que V et VV
(pour cette notation, voir la section 1) désignent les opérateurs différentiels
consistant en des dérivées partielles par rapport aux coordonnées (1, ya, ¥3),
ol les relations entre les deux systémes de coordonnées sont déterminées par
(2.1). On désigne en outre par D; 'opérateur différentiel (9,,,9,,).

Ceci étant, on considére les équations obtenues en appliquant 1’opéra-
teur Dr & (2.3)-(2.4). La somme de leurs produits scalaires dans L2(Q,)
respectivement avec px2D,u et px2D,o nous donne

14
2 @ (X2 Drolag,) + Iervi Drullfagg,) +
do 2 (323)
+ ullxrVeDrullzz g,y + A |xeD- () L2(Qr) :kz_:llk
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avec

h= /Q 0(9x0) - (p)(|Druf* + |Dre?)
I= i/@r x2p((u - V)dzu) - (8z) (az-‘ (%:'))

:—2#2/ Xr (Ver Vz)az.) azcu)

i et 0 (o0 (2)

s |, @) (Ve = V:2)(Bs0)

1=1

2 f px 23,0 — Bz, D) (;LAZ Av,(d"')) (05 u)
_;:;/erz(az,.a) <paz,~0'+)\az.-(%%)>
2 2
=3 /Q P20 F) - Bait).

La relation (3.23) est obtenue par des calculs élémentaires consistant en
la dérivation terme & terme des équations (2.3)-(2.4) et en d’éventuelles
intégrations par parties faites tenant compte de la relation

Xr aziulaQr = 0) i= 17 2: (324)
ot1 une idée analogue & (3.16)-(3.17) a été également utilisée.
Or, comme v, € C3 ona
1+ B| < efexp]o] o) [Vl gz (|90l + 1927 -

1l est, d’autre part, facile d’estimer les termes I3 et I4 de sorte que

d
[Is + I4] < '—“erzDTu“L2 (@r )+ “D (d":) L2(Qr)

1
+o(1+ 1) (2ol o) [Tuls + 9ol
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En outre, compte tenu de (2.4), on a

3
15+ 1ol < e(exp Flele ) (19l + [9o12:)
< (V3 Velzs + VA v9el:) +
1
re(1+4) (2ol o) [Tl +

+e(|velZs + [vulzs)

Finalement, aprés d’éventuelles intégrations par parties effectuées compte
tenu de (3.24), on obtient, en vertu de la condition (v) de la section 2 et de
(8.13) (voir aussi (2.5)-(2.6)),

i1+ Is) < (| VVullZ, + ]| Vol3.) +
1
+e(141) (2ol ) Vel +

e

B 2 A 2
+ Y “X’I‘VZDTullL2(Qr) + 1

+
L2(Qr)
+e(exp||o 1) [Vl o | Vuf) s +

+e(exp 3]0 o) VB Vo2 ]| Vol
Ces estimations, jointes & (3.23), nous donnent
d
TS (”XT\/EDTU”i?(Q,.) + ”XM/F_’DT““;(Q,)) +

(%)

A 2

K 2
+ 2 ”XerD—rU”Lz(Qr) + 3

<
L*(Qr)
< cexp3]lo]| o) [|VE Vo 72 | Vol +

1
+e(I9ele + 199ulls) +¢(1+ 2) (w2l ) [Vul2s +

+ c(exp %”U”Lw> D(L+ L',(l)/2) .
(3.25)
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On considére maintenant les équations
B ( ) 48, (V, -u) = 8;,G
pOtuz — pAzuz + A0z, ( ) + p0z0 = pF3,
ol G et Fj3 sont données dans (2.5)-(2.6). En additionnant la premiére équa-
tion multipliée par p et la deuxiéme équation (de sorte que le terme 0,,0,, u3

soit éliminé), on a

do
(4 + ,\)azs( ) 4 p8,,0 = p(F3 — Byuz) — 0, G +

+ 1825 (B u1 + Dzpu2) + (3.26)
—_— “(azl 821 U3 + 822 az2u3) .
Comme ;
d—::ﬁw-*-u-Va, atp’:'—V(pu),

on obtient par des calculs élémentaires
<823 (da) X7p0z,0 >
= 5 g orvAdarliag, = [ xo(Tu)- (ool + @20
+ [ piEEa) (T
donc le produit scalaire dans L2(Q,) de (3.26) avec

d
% (pazaa + (1 + N0z, (d—‘t’))

s’exprime sous la forme

d 1
3t o vPssolag,) + 5 IxrpOalzag,) +

Xr 0 za(da) —ka

L2(Qr) k=1
-614 -
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avec

L=2 jQ e (V) - (s
I =2 / X2 (Baa) - (V) (B 0)
Qr

Is l_t + A / XT(623821 ul + 823822'“2) (pazaa + (ﬂ + A) 823 (dt )>

I4 = —i— Xz(azl azl us + az; 822 uS) X

r+AJg,
(PBZ3°'+ (b + )‘)623(dt )>

= /—li—)\/ X7 (Bru3) (Pazs"+ (k+2) azs(dt))

—1 de
Ig = T /Qr X2 (pFs — 19, G) (p8230+ (B+2)ds, (5)> _
Or, on a

11+ Bl < efexp o]l o) [Vl 2 (9ol + [ Vulf ) -

Il est, en outre, aisé de voir que

1
|13 + Iy + ISl < m ”erazs ""'”22(62,) +

2
Xr Oz; ('('id'?) 20n) +

+ c”XTVzDT“”iz(Q,) +c(explo| o) [l Beu|3. -

B+ A

T

Finalement, en rappelant les expressions de F et de G (voir (2.5)-(2.6)) et
tenant compte de la condition (v) de la section 2 et de (3.13), on obtient

2
Xr 823 (%g') 2@ +

+e(exp 3o o) (I Vullze + VA Velz) (Vo5 + [Vullln) +

+ellxrVeDrulza g,y + € (19VulZ2 + | VollZs) + [ Vul s

;t+)\

1
I-[6| < m "X'rpaze,o'”Lz(Q )+
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Ces estimations, jointes & (3.28), nous donnent

d 1
a"Xm/ﬁazso'"zz(Qr) + m "erazg,O’“iz(Qr) +

do
0z | — <
X‘I‘ Zs(dt) LZ(QT) —_
< e(exp|lo]| o) (I VullZ2 + |v/A0u] 2 ) +
+e(exp 3]0 o) (IVul32 + IV ValZ2) (IVulz +IVollfn) +

+&||xrVeDrul7aq,y + € (19Vu]Z2 + [VollZe) + ¢ VulZ: -
(3.29)
En adjoignant I’inégalité (3.25) & I’inégalité (3.29) multipliée par p/(2¢3) et
en intégrant par rapport a ¢, on obtient 'inégalité (3.22), ce qui achéve la
démonstration du lemme 3.4. 0O

gt 2

T2

LEMME 3.5.— Sous les mémes hypothéses que dans le lemme 3.3, on a
doy ||?
”Xr\/ﬁvzvza'”iz(Qr) +/ erzvz( ) ds <

t
0 dt /N2,

< ¢ (lools + ol +

t 2 2

+e /0 (Ivvoli: + [vIVul3.) ds+ (3.30)
t

+e [ (e 2o o) [ Vul s do+

t
+ c/o (exp -2—||0'||L°°> D(s)(Lo(s) + 5(1)/2(3)) ds

ou ¢ est une constante ne dépendant que de p, A, ® et de vy, (donc de 3Q2).

Démonstration. — Comme dans la démonstration du lemme 3.4, on con-
sidére les équations (2.3)-(2.4) dans Q, (€ IR‘_?’,_) avec la méme convention de
notation pour les opérateurs différentiels relatifs aux coordonnées (21, z2, 23)
et ceux relatifs aux coordonnées (y1, y2, ¥3). Si, en appliquant aux équations
(2.3)-(2.4) Vopérateur différentiel D;D; = (32,02, 02, 0z,, 02,0, , 02,02,),
on en fait les produits scalaires dans L2(Qr) avec px,z,DTDTu et px%DTD.,a
respectivement et si on les somme, alors, compte tenu de la condition

X”'aziazju|3Qr = 0, i, ]:- 1, 2, (331)
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de la condition (v) de la section 2 et de (3.13), on obtient, en rappelant les
expressions (3.2)-(3.3) de D et de Lo, 'inégalité

1d
§ E ("XT\/I—)DTDTU"iz(Qr) + “X'I“\/,_)DTDTu||§I2(Qr)) +

2 e ()|

LB
"X’I‘VZDTD’Tu”L2(Q ) + - at 12(@) hS

< (179l + [799al2,) +
1
+c (1 + ;) (exp2”°'"L<x>) (”V"”iz + ||V““12VI) +

+ c(exp _||a||L°°) D(Co+LY?) .
(3.32)

On applique maintenant & 1’équation (3.26) 1’opérateur différentiel D, et
on en fait le produit scalaire dans L?(Q,) avec

d
X? (PD‘razaU + (ﬂ + /\)D'razg (d_j)> .

On obtient par un raisonnement analogue & (3.27) et en tenant compte de
la condition (v) de la section 2 et de (3.31) pour d’éventuelles intégrations
par parties (voir aussi (3.2)-(3.3))

d 1
H—t ”\/ﬁerq—azsd’”ig(Qr) + _—2(ﬂ T /\) ||PX1‘D7-623 0’”22(Qr) +

2
xrDr0s (fi_:) 12(Q,)

< c(exp 2||o| o) D(Lo + L3'%) + & xr Vo Dr Dru 2,

L+ A

+e2 (3.33)

@)

Si on multiplie (3.33) par p/(2¢4) et si on ’adjoint & (3.32), on obtient, en
les intégrant par rapport & ¢, I'inégalité

Xr D7V, (da)

Ixrv/p D2 V20 72q,) +/0 T

/E'ds (3.34)
12(Q,) ~ Jo

oti X} désigne la somme des termes du second membre de (3.32) et ceux
du second membre de (3.33) multlphee par p/(2¢4) (sauf bien entendu le
dernier terme c4||x,-VzD-,-D7-u||L2(Q ))
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D’autre part, si on procéde comme dans la démonstration de (3.33) en
appliquant, au lieu de 'opérateur D;, ’opérateur 9,, et si on en fait le
produit scalaire dans L2(Q,) avec

d
2 (O + (4 + 00504 (7))

on obtient

2
e/ es0us0 30,y + |

t
< / T'ds, (3.35)
0

20 bt (57) @)~

t
0
ol £/ est obtenu en substituant le terme '55" XerVzD»ru”ig (@r) 20 terme

E'4”XTVZDTDTu”zZ(Qr) dans le second membre de (3.33).

Par ailleurs, si on considére les mémes équations (2.8)-(2.9) avec

v=XrOyuu, p= Xr 0z (po)

d
f = 84, (oF) — xr B (patu +AV, (d—‘t’)) T u(Daxr) Dot
+ 2;1((sz¢) . VZ) Oz u+ (Voxr)0z(po), i=1,2

dans un domaine borné Q de R3 de classe C3 tel que Q D Qret 8@ D{z€
Qr | z3 = 0}, alors en vertu du résultat connu de Cattabriga [6], on obtient

IV V(D7) 2y + 9206 Dr (b)) 2,y < (1017 + 1£172)
(3.36)
Or, grace a la condition (v) de la section 2 (voir aussi (3.17)), on a

Al E: + 17122 <

XrV:Dr (%%)

2

“+
L2

+ e(||vzvz(erTu)||§2 + \

<ec

Ve (X’r D~ (PU))

2
)+

2 2 2
+e(exp 3]0 o) (WA VOeul}2 + [V |22) + ][ Vul|f+
+e(exp 2o o) (Vo3 + [ Vul3) x
x (|Vull}z + VA Velte + V5V Vo) -
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En adjoignant ces estimations & (3.36) dans lesquelles on choisit convena-
blement ¢ et en les intégrant par rapport a t, on obtient, compte tenu de
(3.2)-(3.3)

t
/0 ”X"VszD"ulliﬁ(Q,) ds <
- [t doy ||
< 66/0 xrVzDr ("‘—)

dt L2(Qy) ds+
t
+e [[ (3ol g) (WA Voulfs + [Tl + [Tulfa) as-+

+°/ot (exp 2|0 o) D(s)(Lo(s) + £5/%(s)) ds.

(3.37)
Finalement, en multipliant les inégalités (3.34), (3.35) et (3.37) par des
constantes convenablement choisies et en les sommant, on obtient I’inégalité
(3.30), ce qui achéve la démonstration du lemme 3.5. O

Cela étant, si on rappelle la partition de ’unité {xr} =0 Introduite dans
la section 2 et les relations évidentes

xr V]| 2y < ol xrVeul| g2,y < |lxr Vel L2qy »

”ervu”Lz(Q) < C(”X'rvzu”Lz(Qr) + ”XerVzU”LQ(Qr))
<d (”XTV"“B(Q) + ”X"VV“”B(Q))

avec deux constantes ¢ et ¢’ ne dépendant que de 9Q, on obtient, en
adjoignant (3.14) et (3.15) respectivement & (3.22) et & (3.30) (voir aussi
(3.2)-(3.3)), les inégalités suivantes :

do

T ds

IVevewlZ+ [

IN

t
< o(Jlooll 3 + nuonip) e [ (Il +vvul?.) as+
0 (3.38)

t
+ c/o (exp 2||o|| L oo) P(s)(Lo(s) + CO/ (s))ds +

1 t 2 2
+e(142) [ @p2lole) (IvFoulze) + [vulls) as
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de ||?

IVavvel+ [ |5

ds <
<e(lool 3 + ||“0||H2) +
1 t 2 2 2
+e(141) [(exp3lol ) (Vo Vol + [ Vol + [ Vul) ds +
t
+e/ (Ivvelis + [vovul3.) ds +

+ c/ (exp 2||0”L°°) D(s)(Lo(s) + ,Cl/2(s)) ds
(3.39)

ol on a également utilisé la relation évidente (voir (3.17))

de ||2

2
2. <elvuli

dt
avec ¢ une constante positive.

En rappelant les estimations (3.11)-(3.12) qu’on multiplie par des cons-
tantes appropriées, on obtient, en les adjoignant aux inégalités (3.38)-(3.39)
dans lesquelles on choisit convenablement ¢, les estimations suivantes :

t
IVeve®ls + [ (I99ulfs +[9o3s) as <
< o([lvao Voollzs + v Vuol 72 ) +

+c/ (exp 2"0’”L°°) D(s)(Lo(s) + Ly 1/2 (s)) ds +

t
+es [ (2ol ) (IVAolEs + [9ulfs + o'l oo
(3.40)
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t
IVEvvels + [ (I799ulfa ds+ [ve]2.) s <
< ¢(llva Vool Z: + VA TVuo3.) +

+o /0 *(exp 20 1) D5} (Los) + £2/%(6)) s +

tos [ (@3folz)

x (Ilvpdwla + o V|7 + | Vollke + | Vull 2 ) ds,
(3.41)
ol ¢4 et c5 sont des constantes ne dépendant que de p, A, ® et de dQ.

4. Solution locale et solution globale

THEOREME 4.1 (Solution locale). — Soit Q un domaine extérieur de
classe C3. Si on suppose les hypothéses (1.8)-(1.9) et si on a

up € H3(Q), o€ HYQ), (4.1)

alors il eziste un T' > 0 tel que les équations (1.1)-(1.8) avec les conditions
(1.4) admettent dans Vintervalle [0, T'] une solution et une seule dans la

classe
ue L= (0,T; H¥(Q) N H}(Q)) N L2(0,T"; H3(Q)) (4.2)

o€ L*(0,T'; H3(Q)). (4.3)

Remarque. — L’intervalle [0, T’] mentionné dans I’énoncé du théoreme
4.1 dépend de ug et og. Mais, les raisonnements qui nous ont conduit au
théoréme 4.1 nous ont permis de déterminer 7/ > 0 comme fonction d’un
nombre positif M de telle sorte que la solution subsiste au moins dans
[0, T"] quelque soient les données initiales ug, oo vérifiant

luoll g+ (| o]l o< M -
Démonstration. — On le démontre de la méme maniére que le théoréme
4.1 de [3] (pour les détails voir [3]). O
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THEOREME 4.2 (Solution globale). — Si, outre les hypothéses du théo-
réme 4.1, on suppose que les normes ”u0||H2 et ”"OHH? sont suffisamment
petites, alors les équations (1.1)-(1.3) admettent une solution (u,0) et une
seule dans la classe

ue L®(0,00; HAQ)NHI(Q)), Vuel?(0,00;H%(RQ)),  (44)
o€ L*®(0,00; H(Q)), VoeL*(0,00;HY(RD)). (4.5)

Démonstration. — Le théoréme 4.2 résultera du théoréme 4.1, si nous
démontrons une estimation a priori en vertu de laquelle les normes || u(t) ” o2
et “a’(t)” 2 restent uniformément bornées pour tout ¢ € [0, co[. En effet,
si elles restent bornées pour tout ¢ par une méme constante, le théoreme 4.1
implique que la solution (u, ) peut étre prolongée & I’intervalle [¢, ¢+ T"[
(voir la remarque au théoreme 4.1) et en réitérant cette procédure, on peut
prolonger (u,0) & tout I’intervalle [0, oo .

A cette fin, on introduit la fonction L(t); on pose en effet
L(t) = ka|Vpulga + § kel Vul 72 + kall Vo Vo 72 + ks du] 7z +

+ ke[| VA VVo|[3, +kily + kaly + ks,

(4.6)
ou
L = / Peq(oe’ — e +1)
Q
I = / (pu) - Vo @.7)
Q
Ig:/ p(Au) - Vo,
Q
tandis que k; (1 = 1, ..., 6) sont des constantes & déterminer convenable-
ment. Elles seront définies par les relations (4.11)-(4.16).
On veut en effet choisir les constantes k; (i = 1, ..., 6) de sorte que, sous
I’hypothése (3.4) et I’hypotheése
o/l £oo 0,005z < 1 (4.8)
avec une constante positive 61, on ait,
L(t) 20, (4.9)
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L)+ /Ot D(s)ds < £(0) + B /Ot D(s)(L(s) + LY?(s)) ds,  (4.10)

avec deux constantes positives o et # ne dépendant que de §; outre les
constantes données du probléme.

Nous nous proposons de déterminer les constantes k; (1 =1, ..., 6) par
les relations suivantes :

ke =1 (4.11)
ks = 1+ c5exp26; (4.12)
k4 = 14 max(cgks, (c3ks + cske) exp 361) (4.13)
k3 =14 cqexp28; (4.14)
ko = 14 cokzexp 261 + cqkqexp 261 + c3ksexp b1 +

+ cskg exp 361 (4.15)
k1 = 1+ max(K, k3/kq) (4.16)

avec
K= kacy exp 61 + k3eq exp 261 + kgcy exp 281 + kscz exp 6 + kecs exp 361 .

(¢iy ¢ = 1,..., 5, sont les constantes figurant dans (3.5)-(3.8) et (3.40)-
(3.41), tandis que cg est donnée dans (4.19)).

Pour montrer (4.9), on remarque d’abord que
elol% < 1 <[] @1),

qui résulte immédiatement de (1.3), de (1.9), de (4.8) et de la relation
évidente
§r2§re’—e"+1§r2exp|r|, VreR.

D’autre part, on voit aisément que, sous I’hypothése (4.8), on a
2] < 2 [ VA Vo2 + o Bl (4.18)
= 2ko L2 7 9ky L

1
|I3] < 1 ||Au”iz + CS”\/ﬁvo'”iz . (4.19)

Si on rappelle la definition de L£(t) (voir (4.6)-(4.7), (4.11)-(4.16)), on voit
aisément que les inégalités (4.18)-(4.19) entrainent (4.9).
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Ces relations impliquent, en outre (voir aussi le lemme 2.1), qu’il existe
deux constantes positives v; et vo telles que

v (e + le@l5) < £6) <2 (Ju® 3 + le@lF) - @:20)

En outre, en sommant les inégalités (3.5)-(3.7), (3.40), (3.8) et (3.41)
multipliées respectivement par les constantes k; (i = 1,...,6) données
dans (4.11)-(4.16), on obtient immédiatement ’inégalité (4.10) avec deux
constantes a et §.

Or, en vertu de (4.20), on a
[Vo@)|3s < e, [o@|}e < 'L(2) (4.21)

avec deux constantes positives ¢ et ¢’.

On suppose maintenant que

fa 1 4o\ 83 62

£(0)<mm<-ﬂ—+-2-(1— 1+7),7,7 . (4.22)

Alors, comme on a
a 1 4a

B(r++/r)<a pourre [0, —ﬁ-+§ 1+F [,

on déduit de (4.10) que
L(t) < L(0), Vt>0. (4.23)

Il résulte des relations (4.21)-(4.23) que

Vo]l oo (0,00128) < 60 Il oo (0,001200) < 61 (4.24)

c’est-a-dire que les hypothéses (3.4) et (4.8) sont vérifiées.

Donc, maintenant on peut dire que (4.22) entraine (4.23) sans les hypo-
théses (3.4) et (4.8). Par conséquent, en vertu de (4.20), sous I’hypothése
(4.22) on obtient I’estimation a priori

[u®l: + ol < > £00)

pour tout ¢t € [0, co[, ce qui, d’aprés le théoréme 4.1, nous permet de
prolonger la solution (u, o) dans tout Vintervalle [0, oo [.
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Finalement, comme
a—-BLE)+ L2 t)>7>0
(voir (4.22)-(4.23)), on déduit de (4.10) (voir aussi (3.2)) que
D(-) € L'(0,0),
c’est-a-dire que (u, o) appartient & la classe donnée par (4.4)-(4.5).

L’unicité de la solution résulte du théoréme 4.1, ce qui achéve la démons-
tration du théoréme 4.2. O
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