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Solutions surstables des
équations différentielles complexes lentes-rapides
A point tournant(*)

Eric Benoir(!), AugusTIN FRucHARD(),
REINHARD SCHAFKE(?) et Guy WaLLeT(®)

RESUME. — On considére des équations différentielles complexes su’ =
¥(z,u,a,¢), d’'ordre un, singuli¢rement perturbées et & point tournant
d'ordre p, munies d'un parameétre de contréle a de dimension p. On
démontre 1'existence et ’exponentielle proximité de solutions définies et
bornées uniformément par rapport au petit paramétre de perturbation
¢ dans des domaines macroscopiques sous des hypothéses géométriques
sur le domaine et une hypothése de transversalité sur le paramétre de
contréle. L'idée principale — la résolution d'un probléme aux limites puis
I'application du théoréme du point fixe — est une généralisation d’une
technique établie dans un précédent article [9].

ABSTRACT.— We consider singularly perturbed complex differential
equations of the form eu’ = ¥(z,u, a,e) which have a turning point of
order p and a p-dimensional control parameter a. We state conditions
of geometric nature, and of transversality in the parameter a, and prove
that under these assumptions there exist solutions which are uniformly
bounded with respect to the small perturbation parameter ¢ on some
macroscopic domain, and which are exponentially close to each other.
The approach — based on the solution of a boundary value problem,
and an application of the fix-point theorem — generalizes a technique
elaborated in a previous article [9].
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1. Introduction

Nous présentons ici une étude générale des équations différentielles dites
lentes-rapides dans le champ complexe. Il s’agit d’équations de la forme

eu' = ¥(z,u,a,¢) (1)

ol ¢ > 0 est un petit parameétre, « et u sont complexes, et a est un parameétre
de contréle appartenant & CP, ou p est précisé plus bas. Le probléme
principal est 1’étude du comportement asymptotique des solutions lorsque ¢
tend vers zéro. Pour une valeur fixée ag du parameétre de contrdle et pour ¢
petit, le champ est structuré par les courbes lentes u = ug(z), définies par
\Il(:c, up(2), ao, 0) = 0. Pour déterminer des régions ou des solutions longent
une courbe lente, il suffit en général d’étudier D’attractivité de cette courbe
au moyen de la fonction

f(z) = 2—\5 (m, up(), ao, 0) .

On introduit pour cela la fonction relief R(z) = Re F(x) ol F' est une
primitive de f. Sur des régions ol f ne s’annule pas, le comportement des
solutions se décrit ainsi. Une solution de (1) de condition initiale u(zo) assez
proche de la courbe lente a généralement une couche limite sur la ligne de
niveau passant par zg de la fonction relief et longe la courbe lente dans
la région des points & qui sont accessibles par un chemin partant de xg
sur lequel la fonction R est décroissante. De plus, en dehors des couches
limites, les solutions ont un développement asymptotique en puissance de ¢
qui s’obtient en recherchant des solutions formelles ([15], [3]).

On s’intéresse ici aux équations présentant un point tournant, c’est-a-
dire au cas ol la fonction f a un zéro en un point zg. L’entier p ci-dessus
est I'ordre de ce zéro. Dans cette situation, pour une valeur donnée du
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paramétre de controle, ’existence d’une solution longeant la courbe lente
dans tout un voisinage de zp a un caractére exceptionnel. Ce sont les
solutions surstables, qui généralisent les canards.

En France, ’étude des équations différentielles lentes-rapides a démarré
sous 'impulsion de Georges Reeb. Les canards ont été découverts pour la
premiére fois sur ’équation de van der Pol [2]. Il a été montré dans un
cadre réel assez général pour des familles & un parameétre et sous certaines
conditions de transversalité les résultats suivants.

1) L’existence de solutions canards pour certaines valeurs du paramétre
est inéluctable.

2) Les valeurs a canard et les solutions canards sont exponentiellement
proches les unes des autres.

3) Ces valeurs et solutions ont un développement en puissances de ¢ [8].

Dans le champ complexe, Guy Wallet introduit la notion de surstabilité
et démontre l’existence de solutions surstables en dimension 1 [13], puis
dans un cas trés général [14]. Dans [14], il conjecture aussi 1’exponentielle
proximité des valeurs de surstabilité.

Jean-Pierre Ramis le premier conjecturait que les développements asymp-
totiques sont Gevrey d’ordre 1. Ceci a été démontré par Mireille Canalis-
Durand, d’abord pour le cas de ’équation de van der Pol [5], puis dans un cas
général [6] pour un col simple (p = 1). Ce travail a été généralisé par Mireille
Canalis-Durand, Jean-Pierre Ramis, Reinhard Schafke et Yasutaka Sibuya
[7], également pour des systémes différentiels. L’intérét du caractére Gevrey
des développements est qu’une resommation de Borel-Laplace tronquée
fournit une valeur @ et une solution ¥ qui satisfait 1’équation différentielle
excepté un terme exponentiellement petit. Le lemme de Gronwall montre
alors 1’existence d’une solution limitée dans un voisinage du point tournant.
Il s’agit donc d’une approche alternative de la surstabilité.

Il convient aussi de mentionner, parmi les derniers travaux de Jean-
Louis Callot, une recherche de solutions surstables dans des familles & un
parametre d’équations différentielles par des méthodes topologiques [4].

Sans chercher a étre exhaustifs, mentionnons pour finir le probléme de
la résonance au sens de Ackerberg-O’Malley pour des équations différen-
tielles linéaires du deuxiéme ordre [1]. Dans [10], Nancy Kopell introduit
un parameétre de controle dans I’équation et prouve l’existence de solutions
résonnantes pour certains choix du parameétre, en utilisant des outils em-
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pruntés & la géométrie (théoréme de la variété centrale). En considérant
I’équation de Riccati associée & 1’équation de [1], on peut établir un lien
entre les résultats de Nancy Kopell et ceux de [14], avec la différence que
dans [10] le cadre est réel, alors qu’il est complexe dans [14].

Dans cet article nous présentons une nouvelle méthode d’étude des
solutions surstables. En bref, la méthode consiste 4 examiner en premier
lieu les équations linéaires avec second membre. La méthode de la variation
de la constante permet d’expliciter p + 1 solutions (ou p est ’ordre du zéro
zg de f), qui ont le comportement asymptotique attendu sur des parties
de chacune des p + 1 montagnes associées & R. Généralisant la technique
mise au point dans [9], on écrit le systéme de p équations pour le paramétre
a correspondant au fait que ces p + 1 solutions coincident. L’hypothése de
transversalité correspond exactement au fait que ce systéme est inversible.
Dans le cas non linéaire, étant donné un domaine D contenant zgo et
satisfaisant une condition géométrique relative a la fonction R, on construit
ainsi un opérateur contractant au voisinage de la courbe lente up dans
I’espace de fonctions analytiques sur D. L’unique point fixe proche de ug de
cet opérateur est une solution surstable. On étudie ensuite I’exponentielle
proximité des solutions surstables, en donnant des résultats quantitatifs
sur le coefficient qui intervient dans ’exponentielle. Par exemple, en ce qui
concerne les valeurs de surstabilité, ce coefficient est donné par la plus petite
altitude de chacune des p + 1 parties de montagnes considérées. Pour des
raisons de simplicité, nous avons fait des hypothéses d’analyticité pour les
quatre arguments. Si cette analyticité est indispensable pour les variables z
et u, cette hypothése peut étre beaucoup affaiblie pour ¢ et a. L’existence
d’un développement limité & l’ordre 3 suffit pour démontrer 1’existence et
I’exponentielle proximité des solutions.

En résumé, par comparaison aux résultats précédents de [14] et [6] qui
ont un caractére local, nos résultats peuvent étre qualifiés de macrolocauz :
les domaines considérés se calculent & partir des coefficients de 1’équation
de fagon naturelle par l'intermédiaire de la fonction R. En revanche, rien
n’est dit sur leur éventuelle optimalité. Ainsi apparaissent des questions de
nature plus globale, actuellement & 1’étude dans le cadre présenté ici.

L’article a été rédigé dans le cadre de l’analyse non standard, dans la
version IST de E. Nelson [11]. En effet, d’une part les questions ici résolues
ont été formulées & 'origine dans ce cadre, d’autre part ce langage permet
de simplifier les énoncés. Néanmoins on pourra constater que le noyau des
preuves est essentiellement classique.
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2. Hypothéses et résultats

2.1 Hypothéses et notations

Soit € > 0 un nombre infiniment petit et D un domaine (c.-a-d.
ouvert connexe) standard simplement connexe de C. On considére I’équation
différentielle (1)

eu' = ¥(z,u,a,¢)

ou ¥ est une fonction analytique standard dans un domaine Dy de Cx C x
CP x C (le lien entre Dy et D est précisé un peu plus bas).

On note S-int(D) le S-intérieur de D, c’est-a-dire I’ensemble externe des
z limités de D tels qu’il existe un disque de rayon standard centré en z
et inclus dans D. L’intérét de la notion de S-intérieur est qu’une fonction
analytique limitée dans le S-intérieur d’'un domaine D a une dérivée limitée
dans ce méme S-intérieur.

DEFINITION 2.1.— On appelle solution surstable de (1) dans D un
couple (a,u) tel que a est limité et u est une fonction définie et d valeurs
limitées dans le S-intérieur de D, solution de (1) pour la valeur a du
paramétre.

Remargque. — D’apreés le théoréme de Robinson—Callot [3], une solution
surstable a une ombre (ag, up), avec ag dans C? et up analytique dans D,
qui vérifie I’équation

¥ (z, uo(z),a0,0) = 0.

Le couple (ap, ug) est appelé courbe lente et on dira aussi que la solution
surstable (a, u) longe la courbe lente. On fait donc ’hypothése suivante.

HYPOTHESE 1.— Il existe ag standard dans CP et une fonction standard
ug analytique dans D tels que pour tout x dans D, \Il(z', uo(m),ao,O) =0.

En particulier pour tout # dans D le point (:c, ug(z), ao, 0) est dans Dy.
On note
o

f(z) = ™ (z,uo(),a0,0) .

On suppose de plus que ’équation a un unique point tournant dans le
domaine D.
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HYPOTHESE 2.— La fonction f a un unique zéro zo dans D qui est
d’ordre p.

On note

F(z) =£:f(z)dz

et on appelle relief la fonction R(z) = Re(F(z)).

Sous I’hypothése 2, la fonction F' admet une racine (p + 1)-iéme dans
un voisinage U de z¢ qui est un difféomorphisme local (on fixe une
détermination de la racine). On note h l'inverse de F1/(#+1)_ En notant
h'(0) = ¢!, on a ainsi localement

P(z) = (71 (@)P = (e(z - 20)(1 + 9(2)))"*. (2)

avec g(zo) = 0. La région {z € U | R(z) > 0} se décompose en p + 1
montagnes locales

27j 2 ))
M:=UnNh(S
! ( (p+1 4p+1)’

ou S(a,b,r) = {t eC ‘ 0<|t|<r, |arg(t) — | < 6}, c’est-a-dire

argh™l(z) < ]+1/4}.

M; = {erlJ“l/ o

27r

Enfin, on désigne par w la racine primitive (p + 1)-iéme de l'unité :

w = exp (;fl) . 3)

La troisiéme hypothése concerne la géométrie globale du domaine D, en
relation avec le relief R. Il s’agit de prolonger la structure locale du relief en
décomposant D en p+ 1 régions, chacune correspondant a une montagne et
ses deux vallées adjacentes. Pour cela on introduit la relation suivante.

Pour X une partie de D, on dira que z est au-dessus de x relativement
4 X si il existe un chemin 4 dans X descendant de z & &, c’est-a-dire :
v :[0,1] = X tel que v(0) = z, 7(1) = z et (d/d7) R(y(r)) < 0 pour tout
7 dans [0, 1]. On notera z »x z.
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Par souci de clarté, dans tout ’article nous entendons par chemins des
chemins de classe C par morceaux. Sauf mention du contraire ces chemins
seront paramétrés sur [0, 1].

On peut visualiser de deux maniéres différentes un chemin descendant :
soit dans le plan des = en le comparant aux courbes de niveau du relief,
soit dans le plan F(z), qu’il est bon d’orienter avec RT sur la verticale
ascendante.

HYPOTHESE 3. — Le domaine D\ {zo} est réunion de p+ 1 domaines
simplement connezes D; (éventuellement non bornés) qui satisfont la pro-
priété suivante : étant donnés deuz points de D; il en existe un troisiéme
au-dessus des deuz premiers relativement a D;.

Ezemple. — Dans [9], ou il s’agit de ’équation de van der Pol forcée, la
fonction f est donnée par f(z) = z(z + 2)2 et le point tournant considéré
est £ = 0. Deux domaines ont été considérés : I’'un D+ contenant 0 et bordé
par les courbes de niveau C; et Cg, et 'autre D~ symétrique du précédent
par rapport & I’axe réel. Si ’on considére D = D1, on choisira par exemple
D, bordé par les courbes C3, Cg contenant Cy4 et Cs, et Dy bordé par les
courbes Cq, Cy et Cy4, Cs (fig. 1(a) et (b)).

Deux points sur deux montagnes locales différentes appartiennent a deux
sous-domaines D; différents. En effet, dans le cas contraire, ces points
seraient accessibles depuis un méme point par deux chemins sur lesquels
R est décroissante. On pourrait alors construire une courbe de Jordan
contenant ces deux points sur laquelle la fonction R serait positive, mais
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imag(x)

(b)

Fig. 1 Le relief de I’équation de van der Pol.

dont I’intérieur contiendrait des points ou R prend des valeurs négatives, ce
qui contredit le principe du maximum. Par conséquent, & chaque domaine
D; est associée une montagne locale. Quitte & renuméroter les D; on
supposera que les indices correspondent a ceux des montagnes locales.

La derniére hypothése est une hypothése de transversalité sur le multipa-
ramétre a, déja formulée dans [14]. Elle exprime le fait que 1’application J
qui au parametre a fait correspondre le jet d’ordre p—1 en zg de ’application
Ye:D—C, z— \Il(:c, up(2), a,0),

J:CP -CP, ar— (t/)a(wo), Yo (zo), - - -, _(;:1_1_)!1/)((117—1)(:600

est un difffomorphisme local au point ag. On a noté dans cet énoncé ¥a(x)
comme fonction des deux variables a et z.

HYPOTHESE 4. — La matrice M = (p; ;) donnée par

1<i,5<p

= T s (20,0
Pii = G20 9ay0i-1 00 %0

est inversible, ot a7y, ..., ap sont les composantes de a et ot ¢ est donnée
par Y(z,a) = \Il(a:, ug(z),a,0).
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2.2 Les résultats

Dans toute cette partie les hypothéses précédentes sont supposées satis-
faites. Le premier résultat concerne ’existence des solutions surstables. La
preuve se trouve dans la section 4. Insistons sur le caractére macrolocal de
ce résultat : on démontre qu’il existe des solutions surstables non seulement
au voisinage du point tournant, mais aussi dans tout le domaine D.

THEOREME 2.2.— Il eziste une solution surstable de (1) dans D pour
une valeur a du paramétre infiniment proche de ag.

La proposition suivante est une traduction dans les termes du présent
article du théoréme 2 de [3].

PROPOSITION 2.3.— Soit Dy, Dy C D tels que pour tout x dans Dy il
eziste y dans Dy avec y >p . Si (a,u) est une solution surstable de (1)
dans Dy, alors (a,u) se prolonge en une solution surstable dans D,.

Preuve. — Le seul argument & ajouter pour pouvoir utiliser le théoreme
précité est que tout point du S-intérieur de Do est accessible & partir d’un
point du S-intérieur de D; par un chemin appréciablement descendant. C’est
démontré en substance dans la section 3.2. D

Il est connu que les valeurs de surstabilité du paramétre a résistent &
des perturbations exponentiellement petites (utiliser le lemme de Gronwall).
L’énoncé suivant est lui aussi macrolocal : on précise un domaine d’existence
de la solution perturbée.

Soit U un domaine inclus dans D, 21, 29 deux points de U et 4 un chemin
allant de z; & z en restant dans U. On note r(t) = R((t)).

Etant donnés deux nombres k, £ > 0, on définit la fonction de surstabilité
accumulée ¢ associée a k, € et v par :

¢:[1,0] =R, ¢(0)=min(k,¥)

et
(1) = —r'(t) sip(t) < kousir'(t) <0,
Y0 s () = k et si '(t) > 0.

En particulier, pour k = ¢, on a

o) = _min (R((1) - RGO) ++).

’
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PROPOSITION 2.4.— Sott k, £ > 0 standard, U un ouvert standard de D
et (a,u) une solution surstable de (1) dans U. On suppose qu’il eziste xq
dans U tel que pour tout x dans U il existe un chemin v allant de 1 d z
dans U tel que la fonction de surstabilité accumulée associée a k, £ et v est
strictement positive sur v \ {z1}.

Soit (@,u) une solution de (1) de condition initiale U(z1) infiniment
proche de u(z1) et satisfaisant

a—a= Lexp (_§> ,  U(z1) —u(z1) = Lexp (_é) .

Alors la solution (@,u) est surstable dans U.

La preuve de cet énoncé se trouve a la fin de ’article. Noter que lorsque
a = @, on retrouve la relation entrée-sortie : si (a,u) est surstable dans D
et U(z1) ~ u(xy), #1 € D, alors U est définie et infiniment proche de u en
tout point du S-intérieur de D appréciablement en dessous de z; pour le
relief.

Le théoréme suivant est une réciproque de la proposition 2.4.

Soit m; = sup,ep, R(z) € ]0, +o0], ot D; est donné par I'hypothese 3,
et m =min, ;= m;.

THEOREME 2.5.— Soit m; < m; des nombres standard arbitraires et
m = minj<j<pp1 Mj. Si (a1, u1) et (az,uz) sont deuz solutions surstables
de (1) dans D longeant la méme courbe lente, alors on a

a; —ap = £exp (:Erg) , (4)

et pour tout x dans le S-intérieur de D

1 (2) — ua(z) = £ exp ( ~) + £exp ( M) (5)

€
ot j(z) est un des j tels que x € Dj(yy.
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3. Préliminaires

On effectue dans cette partie un travail préparatoire en vue des preuves
de la section 4. C’est dans cette section 4 que se trouvent les techniques les
plus intéressantes. En revanche les preuves des résultats de cette section 3
ne sont pas indispensables a la compréhension globale de notre travail. C’est
pourquoi certaines de ces preuves ont été reportées a la fin de Darticle.

3.1 Réduction au cas préparé

Un premier travail consiste 4 ramener, par un changement de parameétre
et d’inconnue, le cas général de I’équation (1) & un cas plus simple appelé
préparé, ou ’équation s’écrit

€W = f(z)T+ X -G+ eP(x,%,4,¢) (6)
ou on a adopté les notations suivantes :

E:t(al,...,ap)

X=(z2-20,..., (z—20)"7)

La fonction P est analytique limitée pour  dans le S-intérieur de D, U et @
limités, et ¢ infiniment petit. De plus, cette fonction se calcule explicitement
a partir de ¥ et de ses dérivées.

LEMME 3.1.— Il existe une constante standard ¢ € CP et deuzr fonctions
analytiques standard B : D — C et C : D — CP telles que le changement
de paramétre et d’inconnue

{a=“°+€M‘1-<E—c) @)

u = up(z) + ¢(u — B(z) — C(z) - d)

transforme l’équation générale (1) en léquation préparée (6), ot M est
donnée par hypothése 4.

La démonstration est donnée & la fin de I’article. Elle repose essentielle-
ment sur la formule de Taylor.
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LEMME 3.2. — Soit (a, u) une solution surstable sur D de I’équation (1)
longeant la courbe lente ug(z). Le changement de paramétre et d’inconnue
(7) ci-dessus la transforme en une solution (@,u) surstable sur D de
I’égquation préparée (6) longeant la courbe lente Up(z) = 0.

La démonstration est aussi reportée en fin d’article. Il s’agit de montrer
que a — ag et (u — up)(z), qu’on a supposés infinitésimaux, sont en fait de
I’ordre de € au plus.

PROPOSITION 3.3.— Si les théorémes 2.2 et 2.5 sont vrais dans le cas
préparé, ils le sont aussi dans le cas général.

Preuve. — Pour le théoréme 2.2, cette proposition est équivalente au
lemme 3.2.

Supposons le théoréme 2.5 (proximité exponentielle) démontré dans le cas
préparé. Notons (@1, %) et (dg,Uz) les solutions surstables étudiées. Pour
tout standard m < m, on a

a1 —dg = £exp (-—?—) .
On obtient une estimation de a; — a3:
a1 —ag =eM™1 . (d; - dg) = L exp (—?) = fexp (—?) .
Pour D’estimation de uj — ug, un calcul identique donne le résultat voulu.

3.2 Réduction & un domaine p-accessible

Une deuxiéme étape consiste & se ramener au cas ou le domaine D
satisfait des hypothéses un peu plus fortes que ’hypothése 4. Dans la suite
de P’article, nous aurons en effet & évaluer des intégrales sur des chemins
“appréciablement” descendants.

DEFINITION 3.4.— Etant donnée une partie X de D et u > 0 (standard),
un chemin v : [0,1] — X est dit p-descendant dans X s’il satisfait la
propriété suivante :

Vene0.1) (e <n)= (jas(F(@) - ()| < 5 -1) -

Un domaine D, contenant 2o est dit p-accessible sl existe p+ 1 points
ry, ..., Zpy1 dits points base, avec x; € D; ou D; est donné par I’hypo-
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thése 3, tels que, pour tout z dans Dy, il existe j € {1,...,p+ 1} et un
chemin v, p-descendant dans C1(D,) avec v2(0) = z; et yz(1) = z. On dira
dans ces conditions que z; p-domine z dans D, et on notera z; >-§3“ z.

Les trois résultats qui seront utilisés dans la suite sont les suivants.

PROPOSITION 3.5.— Si, pour tout p > 0 standard et tout domaine u-
accessible standard D, C Cl(D,) C D, il eziste une solution surstable
(au,uy) de Uéquation préparée (6) sur D,, telle que a, est infinitésimal
et uy est @ valeurs infinitésimales sur tout D,, alors il existe une solution
surstable (a,u) de (6) sur D. De plus, a est infinitésimal et u est d valeurs
infinitésimales sur le S-intérieur de D.

PROPOSITION 3.6.— Pour tout T € S-int(D) et tout m; < m; standard
(1< j<p+1), il existe p > 0 standard et un domaine p-accessible standard
D, C Cl(D,) C D contenant Z tel que ses points base 1, ..., Tpy1
satisfont R(z;) > m;.

PROPOSITION 3.7.— Pour tout domaine p-accessible standard contenant
zo, D, C Ci(D,) C D avec p standard, il existe deuz constantes standard
r, ¢ > 0 telles que le disque fermé B = Cl(D(zq,r)) est inclus dans D, et
pour tout z dans Dy, \ B il existe un point base z;(,) de Dy, et un chemin
Ve de zj(;) & & paramétré par son abscisse curviligne s € [0, long('yx)],
tel que (d/dr)R(7z(7)) < —ec.

Les preuves de ces trois propositions se trouvent dans le paragraphe 6.3.

3.3 Lemmes d’estimation d’intégrale

Le lemme démontré ci-dessous n’a rien d’original. Cependant, c’est la
clef des estimations utilisées dans les preuves principales. L’estimation
d’intégrale donnée est le résultat de l’application de la méthode du col &
notre situation. Bien que le lemme et sa preuve soient déja donnés dans
des ouvrages d’asymptotique complexe [12], nous rappelons ici comment se
ramener, dans le cas complexe, & une intégrale de Laplace réelle.

LEMME 3.8.— Soit D, un domaine p-accessible standard, muni de ses
points base x; (définion 3.4). Soit q une fonction analytique bornée standard
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sur Dy, avec g(zo) # 0. On a alors Uestimation suivante, pour tout entier
standard k > 1 :

/zj q(f) (6 _ $0)k_1 exp ( (E)) df =
=w¥e (p+ )T () P+ 0)

ot c et w sont donnés par (2) et (3) du paragraphe 2.1.

Preuve. — Soit y; un point standard situé sur la j-iéme montagne locale
avec F(y;) réel positif (F(y;) < R(z;)). On peut choisir comme chemin
d’intégration de z; & zo un chemin standard descendant, passant par y;.
Pour la partie de chemin entre z; et y;, on a, par une majoration naturelle,

f% 2(€)(€ = z0)*" exp( (5)>d5 £ex G@)

Comme chemin d’intégration de y; a o, on choisit le chemin ou F est
réelle décroissante. On fait alors le changement de variable dans l'intégrale
précédente

€ = h(wn)

ol h~! est la racine (p + 1)-iéme de F, définie aprés ’hypothese 2 (§ 2.1).
Ce changement de variable est choisi de sorte que 7 reste réel positif tout le
long du chemin d’intégration. Ceci donne

[ a6 20" e (-2 e = [" Qyexp (<) an.

0

avec
T=R(y) ' et Q) =g (win)(€ - z0)*
La fonction @ est analytique et s’écrit (rappelons que A’(0) = 1/c) :
Qn) = w*q(zo)e™ "1 + O(n*).

La formule de l'intégrale de Laplace ([12, p. 80]) donne exactement le
résultat énoncé dans le lemme. O

Nous aurons besoin aussi d’un lemme de majoration d’intégrales, valable
méme si ¢ dépend de ¢.
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LEMME 3.9.— Soit D, un domaine p-accessible standard, muni de ses
points base (définition 3.4). Soit q(z) une fonction analytique bornée pour
z dans D, éventuellement non standard (c.-d-d. dépendant de ). On note
|lg|l la norme du sup de g sur D,,. On a alors la majoration suivante :

/xj Q(é) (5 - xO)khl exp (— @) df = ||q“5k/(P+1)£ .

0

Preuve. — En multipliant g par un nombre réel positif, on peut supposer,
sans nuire a la généralité que ||¢|| est un nombre limité non infinitésimal.
On fait ensuite les mémes calculs que dans la démonstration du lemme 3.8.
On majore alors Q(n) par ||g||n*~1£, ce qui donne la majoration voulue par
le méme calcul d’intégrale de Laplace que précédemment. O

3.4 Théoréme du point fixe

Dans ce paragraphe, on énonce une variante du théoréme classique de
point fixe d’une application contractante. L’avantage de 1’énoncé ici est
di a la maniére de traiter les problémes liés au domaine de définition de
Popérateur.

PROPOSITION 3.10.— Soit E un espace métriqgue complet. Soit f une
fonction de E dans E telle que :

(i) le domaine de définition de f contient tous les limités de E et I’image
par f de tout limité est limitée;

(ii) Vapplication f est contractante sur les limités, avec un coefficient de
contraction K non infiniment proche de un; en d’autres termes,

3K, 0<K g1 |Vim¥ ye B, d(f(z), f(¥)) < Kd(z,y).

Alors f admet un unique point fizre limité. Celui-ci est attractant, et son
bassin d’attraction contient tous les limités de E.

Preuve. — Soit z un point limité. Notons y son image par f. Elle est
limitée. Posons
d(z,
p= 28U 4= fe)d=6) < ).

Il est immédiat que A est limité et que la restriction de f & A envoie A sur
A. On peut alors appliquer le théoréme classique du point fixe. D
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4. Existence des solutions surstables

Cette partie, qui constitue le cceur de Darticle, est consacrée a la preuve
du théoréme 2.2. Sans perte de généralité (prop. 3.3), on peut supposer que
I’équation est sous la forme préparée (6). Grace ala proposition 3.5, on peut
aussi restreindre 1’étude & un sous-domaine p-accessible standard D, (avec
ses points base z;). La proposition 4.3 démontrée ci-dessous concerne en
fait la résolution du probléme aux limites par une méthode de point fixe.
De plus, il s’avére que cette solution est une solution surstable sur D,,.

4.1 Le cas linéaire

On commence par le cas particulier ou la fonction P ne dépend ni de a
ni de u. Pour des raisons de commodité qui apparaitront dans la suite, on
la notera ici Q(z) (la dépendance par rapport a € n’est pas notée, car dans
ce paragraphe, ¢ peut étre considéré comme fixé).

PROPOSITION 4.1.— Soit Q une fonction continue bornée sur D,,. Alors
il existe une unique valeur du paramétre a = (O‘k)ke{l 0} dans CP telle
que le probléme auz limites (8) ait une solution.

{eu’ = f(z)u+ X -a+¢Q(z) ®

u(z;) =0, Vie{l,...,p+1}.

Preuve.— On écrit d’abord la solution générale de 1’équation (8) :

u(z) = %exp (@) (K + /:(E -a+eQ(€)) exp (— f—é(f—)> d£>

€ 0

avec = = (1, E—=xzo, ..., (5 - xo)p_l). Les p + 1 conditions aux limites
u(z;) = 0 forment alors un systéme de p + 1 équations linéaires des p + 1
inconnues aj, ag, ..., ap, K. Pour des raisons de calcul et d’estimations, il
est préférable de multiplier ces inconnues par des coefficients ad hoc, et de
considérer plutét

k/(p+1) ( k ) -1,k ) .
€ r +1) ¢ o , K
( p + 1 (p ) k k=1,...,p
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comme inconnues. Avec ces inconnues, la matrice M du systéme linéaire

est la matrice [mjk];c_:ll"::”g 1'11 donnée par
Mip+1) =1,
k) (D /’” — zg)k1 <_F_(Q>
ik = kg 1) Jey €77 T

Le lemme d’estimation d’intégrale 3.8 donne un équivalent de m;y, :
Vi, ke{l,....,p+1}, mj=wk(1+02).

La matrice M est donc infiniment voisine de la matrice standard inversible
[w’*]. Le systéme linéaire aux inconnues K et o} admet donc une solution
unique. La fonction u, unique elle aussi, est donnée par la formule générale. O

4.2 Norme de ’opérateur linéaire

Soit F l’opérateur qui a une fonction @ associe le couple (a,u) obtenu
comme solution du probléme linéaire (8). C’est un opérateur linéaire, défini
sur &, & valeurs dans C? x £, ou £ = H(D,,) désigne ’espace vectoriel des
fonctions analytiques bornées sur D,,. On munit £ de la norme du sup sur
D,.

PROPOSITION 4.2.— L’opérateur F qut d tout élément @ de £ associe

lunique couple (a,u) solution du probléme linéaire (8) a une norme infini-
tésimale, de lordre de £2/(P+1) gy plus.

Remarque. — En fait, cet opérateur F a une norme de ’ordre de ¢, mais

nous ne démontrerons pas ici cette meilleure majoration, la proposition étant
suffisante pour la suite de D’article.

Preuve. — Il suffit de montrer que pour tout @ dans £, standard ou non,
llall = /D £)Ql et |jull = ¥/ Q]|

ou (a, u) est I'image de @ par F. Soit donc @ un élément quelconque de €.
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e Nous allons commencer par estimer 1’ordre de grandeur de a. Reprenons
pour cela les arguments et notations de la démonstration de la proposi-
tion 4.. La résolution du systéme linéaire donnant K et les o donne

(((P+ 1) _kr(Ll) k/(p+1)ak)k=1,...,p) =

K

- _M-1 (/: €Q(§) exp (_ @) d£>j=1,...,p+1

ou la matrice M est infiniment proche de la matrice standard inver-
sible [w/*]. Son inverse est donc infiniment proche de la matrice standard
[wIF] “lo (1/(p + 1)) [w™¥]. Le lemme 3.9 donne la majoration suivante :

([ awms (E2)e)

Ceci permet d’obtenir une majoration de K et des oy, :

= CH Q).

ap = 6(p—k+2)/(p+l)£HQ“ , K= €(P+2)/(P+1)£”Q|| .

[ Estlmons maintenant |u(:c)| pour tout point 2 de D,. Supposons tout
d’abord que |z| > r, de sorte qu’il existe (lemme 3.7) un chemm descendant
joignant z; a z, le long duquel

= R(Y(t)) <—c<0 et |3(t)|=

La formule générale donne u(z) en intégrant le long de ce chemin :

) = ¢ exp (1) ](

On majore alors la parenthése par

m

-a+€Q(€)) exp (-@) d

[(E-a+2Q(6))| =¥ g|Q|l,

o (D=0 4y
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dt

Le long du chemin considéré, on a
- F(7y(t .

/ exp (F(:C) F(E)) | dg| = T -

J _ /0 Texp(R(7(T)) - R(’r(ﬂ)) it <

c =

< [T

On en déduit la majoration suivante, valable pour tout z dans Dy, de
module supérieur & r,

(F (+(T))

exp

|u(e)| < ¥/ P+ £)Q)|.

Le principe du maximum étend cette majoration & tous les z de D,y
compris ceux de module inférieur & ». O

4.3 Application du théoréme du point fixe

PROPOSITION 4.3.— Il eziste une unique valeur limitée du paramétre
a= (ak)ke{l r} dans CP telle que le probléme auz limites (9) ait une
solution.

{eu’ = f(z)u+ X -a+€eP(z,u,a,¢) 9)

u(z;)=0, Vje{l,...,p+1}.

De plus, cette valeur a est infiniment petite et la solution de ce probléme auz
limites est infinitésimale sur D,. Ainsi (a,u) est une solution surstable.

Preuve. — L’argument principal de la preuve est le théoréme 3.10 du
point fixe appliqué & un opérateur G qu’on va définir.

Si (b, v) est un élément limité de CP x &, le probléme aux limites

ew' = f(z)u+ X -a+eP(z,v(z),b, €)
u(z;) =0, Vje{l,...,p+1}

a une unique solution (résultat de la proposition 4.1). On note G(b, v) cette
solution. C’est un élément de C? x £ (ou £ est ’ensemble des fonctions
analytiques bornées sur D,, muni de la norme uniforme). Le domaine de
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définition de G est le sous-ensemble de CP x £ ou ce probléme aux limites
admet une unique solution. Il contient tous les limités de C? x &.

Il est évident, par construction, que les solutions limitées du probléme
(9) sont exactement les points fixes de I’opérateur G.

Montrons maintenant que G vérifie les hypothéses du théoréme 3.10 du
point fixe.

o (P x & est métrique complet.

o Si(a,u) est limité dans CP x £, alors P(z, u(z), a, ) est limité pour tout
z dans D,. La proposition 4.2 montre alors que G(a,u) est bien défini et
est limité.

e Soient (a1, u1) et (az, uz) deux points limités de CP? x€. On a G(ay,uy1)—
G(az,u2) = FQ ol

Q(z) = P(z,u1(z), a1,€) — P(z,uz(x), az,¢) .
Le calcul de la norme de I’opérateur F (prop. 4.2) donne
|6(a1, v1) = G(az, wp)| = £6* *+V)|jq).

Le théoréme des accroissements finis appliqué & P donne quant a lui

QI = £]|(b1, v1) = (b2, v2)] -

Donc G est contractante sur les limités, avec un coefficient de contraction
au plus égal a £e2/(p41) g

5. Proximité exponentielle des solutions surstables

Dans ce paragraphe, on démontre le théoréme 2.5 de proximité exponen-
tielle des solutions surstables.

e Soient donc (al,ul(:c)) et (ag, U2((C)) deux solutions de ’équation (1),
surstables sur D, le long de la méme courbe lente u = ug(z). Gréace a la
proposition 3.3, on peut supposer, sans perte de généralité que ’équation
est sous la forme préparée (6). Soient m et m; standard satisfaisant les
hypothéses du théoréme. Soit Z un point de S-int(D). On va majorer
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llax — azl| et |u1(%) — uz(%)|. Soit D, le domaine p-accessible standard
donné par la proposition 3.6. On restreindra 1’étude & ce domaine.

e Remarquons tout d’abord que la formule de Taylor appliquée & la
fonction P permet de définir deux fonctions g et h limitées dans le S-intérieur
de D, a valeurs respectivement dans C et C? telles que

P(z,ul,al,e)—P(z, u27a2’€) =
= (ul - u2)g(xa u15u2aa1aa2:€) + h(z’ul’uz’al’ (12,5) ’ (al - 112) ’

Comme u; et ug sont en fait des fonctions de z, et comme ay, as et ¢ sont
des nombres complexes donnés, on peut écrire

P(z,ui(z), a1, €) —P(z,uz(z), a2, €)= (u1 (z)—u2(z))g(z)+h(z) (a1 —az).

Posons
d(z) = uy(z) —uz(z), é=a;—a,.

On a alors 1’égalité différentielle suivante :

= (f(z) +eg(z))d + (X +eh(z)) - 6. (10)
avec les conditions aux limites
d(z;)=d; (~0). (11)

On considére maintenant les propriétés des solutions de 1’équation différen-
tielle linéaire (10). On reprend les méthodes du paragraphe 4.1. La solution
générale de (10) s’écrit

dz) = Lexp (F(“) +6(2)) (
— 20+ by (©)) By exp (—ﬂ(f—) - G(e)) de)

>
(12)

ou hy, ..., hy sont les coordonnées de h et ol G est la primitive de
g s’annulant en 2. Comme le probléme aux limites (10)-(11) admet la
fonction d = uy — u; comme solution, on a pour tout j,

Z 5k/ exp (=G(¢)) ((E — o) + Ehk(f)) exp < (5)) d+K =

°k1

= ed;j exp(—G(z;)) exp <—F—(:J—)) .
(13)
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Les paramétres (6, K) sont solutions du systéme d’équations algébriques
(13). Comme dans le paragraphe 4.1, on prend plutot

Ko+ K etk
((5 P I'(p+l)(”+1) ¢ 6k>k=1,...m’K)

comme para.mi‘etres inconnus. La matrice M du systéme linéaire est la
. . =1,...,p+1 ,
matrice [mfk]j=1,-~,p+1 donnée par
Mj(p+1) = 1

_ k41 _(PHDE
L(k/(p+1))

< [ exp (-G(©) (€ - 20)* 7+ ehu©) exp (-T2 ) .

Les lemmes d’estimation 3.8 et 3.9 donnent
Vie{l,...,p+1}, my=uw*1+2).

La matrice M est donc inversible, d’inverse limité. Sachant que

exp (——@) = £Lexp (—?) ,

le deuxiéme membre de 1’égalité (13) s’écrit @ exp (—m/¢). L’écriture de la
solution du systéme algébrique (13) donne alors

ek/(p'*'l)ék = e exp (_—E_m) , K=coexp (-—?)

6 = Dexp (__r_:_) , K =c@exp <—?> .

e Pour majorer |u1(:c) - uz(z)|, on revient & la formule générale d’une
solution de (10) :

ie) = L e (22 4 600) (edj exp (-

+ [ 3 (6 - )" + ehy(6)) e exp (--Fi—f) - G(s)) ds) .
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En ne conservant que les ordres de grandeur, on a

o) = £ exp (£2) (ezexp (1)

 [oem () o (-29) )

Or le chemin de z; & z est descendant. Donc

exp (—Fg) = exp (-_}zﬂ) £,

d(z) = Pexp (M) + % exp <—£:—> .

13

et on a

Dans le paragraphe 4.2, on avait utilisé des chemins mieux que descendants,
donnés par le lemme 3.7 dans un domaine y-accessible, puis on avait utilisé
le principe du maximum pour compléter la majoration prés de zg. Ici, le
principe du maximum serait plus délicat 4 employer, et, heureusement nous
disposons d’une marge de manceuvre : ’estimation ci-dessus est valable pour
tout standard m inférieur & m. Elle est donc valable pour (m 4 7)/2. On a

wlors d(z) = Dexp (M) + ?—exp (_m;;ﬁl)

- ooy (AR gy ().

6. Compléments de démonstrations

6.1 Preuve de la proposition 2.4

D’apres I’hypothése, pour tout z dans le S-intérieur de U il existe un
chemin 7y de 21 & z sur lequel la fonction de surstabilité accumulée @ est
appréciablement positive.

Posons 6 =@ —a€ CP,d=u—wuet I C[0, 1] lintervalle maximal de
définition de do v.
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On considére les deux ensembles éventuellement externes :

G={teI|Vre[o0,t], d(x(r) =e£}

H={teI|vrel0,t],d(4(r) =2}

On a bien siir G C H. Montrons que G = H. Considérons pour cela la
fonction numérique continue sur I :

W (t) = max {elog|d(y(2))|, =k} .

Soit tg dans H, alors d est définie en tout point de ([0, to]) et, de méme
que dans la section 5, d satisfait une équation différentielle de la forme

ed'(2) = (f(z) + £9(2))d(2) + (X +¢eh(z)) -5

On en déduit pour 7 € [0, 0] : si W(r) est appréciablement supérieur &
—k alors W/(r) = r/(r) + . En tenant compte du fait que W(0) < ¢(0)
on en déduit W(t) est inférieur ou infiniment proche de —¢(t), donc
appréciablement négatif. On a donc G = H. Ainsi ces deux ensembles sont
internes et, puisque ¢ est continue sur I, on a H = I et par conséquent

H=[0,1].
6.2 Preuves des résultats du paragraphe 3.1

Preuve du lemme 3.1

Etudions effet d’un changement de parameétre et d’inconnue du type
indiqué sur ’équation générale (1). Celle-ci devient

e = é Uy(z, 5,4, ¢) — u(z) + B/ () + eC'(z) - &
avec
¥y (z,%,d,¢) = ¥(z, uo(z)+cii—eB(z) —eC(z) -d, ag+eM ™1 (G—c), €).
On développe ensuite ¥ par une formule de Taylor en ¢ :
Uy (2,%,4,¢) = Ua(2,4,q) + e¥3(z,4,q) + 62\1»'4(1', u,d,¢).
Remarquons tout de suite que
¥y(z, %,a) = ¥1(2,4,@,0) = ¥(z, uog(z),a0,0) = 0.
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L’équation devient donc
e’ = U3(z,4,3) — up(z) + eP(z,%,d,¢)

avec
P(z,4,d,¢) = B'(z) + C'(2) - @ + Uy(z, %, d,¢).

Détaillons & présent les autres termes :

~ _ 0¥y ovw

~ ovw
ol B8 = 5o = B

U—B(z)-C(2)-d)+V,¥-M~1.(G—c)+ %

ou les dérivées sont calculées au point (:z:,uo(:c),ao,O). Détaillons chacun
des termes.

e Par définition on a 0¥ /0u = f.

e Avec les notations de I’hypothése 4, la formule de Taylor s’écrit
Vo¥ =X - M+ (z — 20)"¥5(2)

ounX=(1,z-z,..., (:c——:co)p—l).
e On extrait des fonctions ug et 3¥ /3¢ leur jet d’ordre p— 1 :
up(z) = X -1 + (2 — 20) P g()

ov
3 (z, up(z), ao, 0) =X -co+ (:c - xo)p\Il7(x).

Avec ces écritures 1’équation devient

et = f2)u+ X -(@—c—c1 +¢2) — f(z) (B(z) + C(z) - @) +
+ (2 = 20)? (¥s(z) - M~} - (@ = ¢) + Wr(z) - Ve (2)) +
+e(B'(2) + C'(z) - T+ Vy(z, %, d,¢)) .

En choisissant

c=c2—C
B(a:) = (:c——xo)p (—‘1’5(.’0) M™Y. c+ \1’7(.’13) — ‘I’e(:v))
f(z)
x_(x—-xo)p ) M1
Ce) = S ws(a) 1,
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on obtient bien I’équation sous forme préparée. La fonction f ne s’annulant
qu’au point 2, et ceci avec la multiplicité p, il est immédiat que les fonctions
P, B et C ont les propriétés de régularité demandées.

Preuve du lemme 3.2

Soit (@, u) une solution surstable de ’équation (1).
Posons @ = a — ag, 4 = u — ug et écrivons ’équation satisfaite par U en
regroupant les termes comme indiqué :
i’ = Us(2) + Wo(2)i + Y1o(2) - @+ ¥ua(s, 8, 8)? +
+ UW(2,,d) -3 +'d - U13(2,d) - @ + eV14(2, 4, G, €) .
Seuls les trois premiers termes de cette somme doivent étre évalués plus
précisément :

o Ug(z) = ¥(z,ug(z),ao, 0) = 0;

. Wo(x) = 32 (2, uole), a0,0) = 2);
o Uyo(z) = Va\Il(a:, uo(z), a0,0) = X - M + (z — z0)"¥5(z).

Toutes ces fonctions ¥; sont analytiques et & valeurs limitées pour &
dans le S-intérieur de D et U, @ et ¢ infinitésimaux. De plus, puisque u
et @ proviennent d’une solution surstable longeant la courbe lente (ag, up),
ils sont infinitésimaux pour z dans le S-intérieur de D. Par majoration de
la dérivée d’une fonction analytique, @’ est aussi infinitésimal dans le S-
intérieur de D. On a donc, pour tout z dans le S-intérieur de D :

e@ = f(e)i(z) + X - M -d+ (z — 20)’ £ -a+ 2U(z) + @a+ £e. (14)
Dans cette formule, les symboles @ (resp. £) désignent des fonctions
analytiques de x, infinitésimales (resp. limitées) dans le S-intérieur de D.

Soit D; un domaine standard contenant zg et inclus dans le S-intérieur
de D. Soit k = supgep, |ii(:r:)| Pour tout & dans D, la relation (14) donne

X -M-@=k@+ef +2a+ (z—20)°2. (15)

En dérivant et en diminuant p — 1 fois le domaine D;, on en déduit qu’il
existe un domaine Dy inclus dans le S-intérieur de D; et contenant zg tel
que pour 7 € {0, ..., p— 1},

-

XO .M. G=ko+ef+@a+(z—z0)" 2.
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Cette relation est valable en particulier pour £ = z¢. On obtient
©o,...,0,1,0,...,0)- M -a=k@+e£ +2a.
En regroupant ces p équations sous forme matricielle, on a ainsi
M- -@=k2+ef+2a.
L’inversibilité de M donne alors
a=ko+ef.

Reprenons & présent l’équation aux ordres de grandeur (14), valide sur
tout Cl(D;). En substituant k@ + €£ a @, on obtient aprés simplification
(z)f(z) = k@ + e£. Choisissons z; sur le bord de D; tel que [t(z1)| = k.
On a f(z1) appréciable, donc k@ = k@ + e£, donc k =¢£.

Ce raisonnement est valable pour tout domaine standard inclus dans le
S-intérieur de D, donc on a bien % = ¢£ sur tout le S-intérieur de D.

6.3 Preuves des résultats du paragraphe 3.2

Avant de démontrer les propositions 3.5, 3.6 et 3.7, nous commen¢ons
par quelques lemmes. Ces résultats ont été énoncés et démontrés en termes
classiques. Les propositions 3.5, 3.6 et 3.7 ont aussi leurs équivalents
classiques. Il suffit en général de supprimer le mot “standard” dans les
énoncés et les preuves.

LEMME 6.1

1) Pour tout point y de D excepté le point tournant xg, on peut trouver
> 0 et un petit disque centré en y, B(y,r), qui est u-dominé par un
méme point & dans D :

VzeD, |z—yl<r=z>]z.

2) En revanche pour y = xo, i faut p+ 1 points pour dominer un disque
centré en o : 3r, p >0, 321, ..., Zp41 € D,

Vze D, (|z—:col<r=>5|j€{1,...,p+1},xj >’]‘)z).
Preuve. — Pour y # o la fonction f est non nulle en y donc F est un

difféomorphisme local, donc sa restriction & un voisinage assez petit V de y
est un difféomorphisme, noté F', de V sur son image V, voisinage de F(y).
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11 existe > 0 tel que ’enveloppe convexe du disque B de centre F(y) et de
rayon o/2 et du point F(y)+ « est inclus dans V. La préimage du disque B
contient un disque de centre y et de rayon r si r est assez petit, et le point
¢=F_1(F(y)+a) et u = 7/3 conviennent.

Pour y = 2o nous avons vu dans l'introduction que pour t > 0
suffisamment proche de 0, d’une part la fonction F a une racine (p+1)-iéme
qui est un difféomorphisme d’un voisinage de zg sur le disque de centre 0 et
de rayon t1/ (p"'l), et d’autre part il existe p+1 points distincts 21, ..., Zp41
au voisinage de zg tels que F(z;) = t, et p+ 1 chemins v; = 73- dans D
joignant z; & g sur lesquels arg F(‘y}(r)) = 0. La préimage par F du disque
de centre 0 et de rayon t/2 contient un disque de rayon r centré en zo, et
tout point de ce disque est accessible depuis un des points z; par un chemin

de D qui est u-descendant avec, ici encore, u = 7/3. 0

LEMME 6.2.— Pour tout x, y € D;, il existe p > 0 et 2 € D; tels que
z >-§S) T etz *7)1 Y.

Preuve. — D’aprés I’hypothése 3, il existe 2z au-dessus de « et de y dans
Dj. On désigne par 7, (resp. 7y) un chemin dans D; de z &  (resp. de z &
y) sur lequel la fonction relief R = Re(F) est décroissante.

On appelle arc vertical descendant un chemin plongé dans D sur lequel
Im(F) est constante et la fonction relief décroissante. De maniere analogue,
un arc horizontal est un chemin plongé dans D sur lequel la fonction relief
est constante.

Puisque F est un isomorphisme analytique local en chaque point de D;
(le point zo n’est pas dans D;), une homotopie laissant les extrémités
fixes permet de se ramener au cas ou chacun des deux chemins est une
juxtaposition finie d’arcs verticaux descendants et d’arcs horizontaux dans
Dj;. Quitte a déplacer un peu le point z “vers le haut”, on peut supposer que
vz et 7y débutent par un arc vertical descendant commun. Lorsque plusieurs
arcs successifs sont horizontaux, on peut les regrouper en un chemin plongé
car la fonction Im(F') est strictement monotone sur chaque arc horizontal
dans D;. On peut donc supposer que chaque arc horizontal v est précédé
d’un arc vertical y5_1.

Soit v, 'un des arcs horizontaux sur lequel la fonction relief R prend la
valeur ¢. On voit aisément que v posséde un voisinage ouvert i/ dans D; sur
lequel F est un isomorphisme analytique et tel que F' (U ) est un pavé du plan
complexe bissecté par la droite {Re(z) = c}. Ainsi, une homotopie laissant
fixe le point initial de v4_1 et le point final de 41 permet de remplacer la
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Juxtaposition de yx_; et v, par la juxtaposition d’un arc vertical descendant
6k—1 plus court que v;_; et d’un chemin 6; descendant transverse aux
courbes de niveau du relief avec un angle constant de mesure u; € ]0, 7[.

En procédant ainsi pour tous les arcs horizontaux, on se raméne au cas
oll 7z et vy sont p-descendant dans D; avec y le minimum de 1’ensemble
des pp et 7 — py. O

LEMME 6.3.— Pour toute partie Q relativement compacte dans D, il
eziste p > 0 et D, un domaine p-accessible avec Q@ C D, C D.

Pour tout Q standard relativement compact dans D, il existe p > 0
standard et D,, p-accessible standard tels que Q C D, C D.

Preuve. — Soit K compact tel que Q C K C D et {B(y,r(y)) |y € K}
le recouvrement d’ouverts de K donné par le lemme 6.1. De ce recouvrement
on peut extraire un recouvrement fini, c’est-a-dire

des points (3;);¢,;<,,> Y1 = Zo, des constantes (r;, y;) et

1<i<n

des points (z;) avec Iy, ..., Tpt1

1<i<n+p
satisfaisant le point 2) du lemme 6.1 et
Zpti =0 B(yi,ri) pouri=2, ..., n.

Rangeons les points z; dans chacun des D; de la fagon suivante : soit
S;j={ie{l,...,n+p}|z;€eDjet Vi< ], z; & Dy} .

D’aprés le lemme 6.2 et par récurrence, il existe Bj > 0et z; € D; tels que

pour tout k dans Sj, z; >-uDjj z. Soit alors

p<min{p;, i |1<i<n+p, 1<j<p+1}
et Dy, l'intérieur de I’ensemble des points de D qui sont u-accessibles & partir
de I'un des z;.

Concernant la deuxieme partie de 1’énoncé, elle découle du principe du
transfert. O
Preuve de la proposition 3.6

Par définition de m;, pour tout standard m; < my, il existe y; standard
dans D; avec R(y;) > ;. De plus, Z est supposé dans S-int(D) donc il
existe une boule standard de centre °Z et de rayon r > 0 incluse dans D.
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On applique alors la deuxiéme partie du lemme précédent & Q = B(°Z, r)U
{1, .-+, yp + 1}, et les points z; obtenus satisfont R(z;) > R(y;) > m;.

Preuve de la proposition 3.5

Remarquons que le S-intérieur de D est la réunion sur les p standard de
domaines p-accessibles standard. On conclut alors par idéalisation : soit X
P’ensemble des couples (€2, n) ol 2 est relativement compact dans D et p > 0.
Soit £ = {(Q1,m), - -, (Qn,nn)} standard fini inclus dans X. D’aprés le
lemme 6.3 précédent appliqué 4 la réunion des €, il existe 4 > 0 standard
et un domaine p-accessible D, C Cl(D,) C D tel que pour tout (£2,7) dans
E on ait Q C D,. D’aprés ’hypothése, il existe donc une fonction (u,a)
solution de (6) telle que pour tout (2, 7) dans E, a est infinitésimal, et u est
définie sur Q et & valeurs infinitésimales, donc sup,cq|u(z)| < 7 et ||a|| < 7.
Le principe d’idéalisation entraine alors qu’il existe (u,a) tel que pour tout
(Q,7) standard dans X, u est définie sur Q, sup,eq|u(z)| < 7 et |ja|| < 7,
ce qui signifie bien que (u,a) est surstable sur le S-intérieur de D, avec a
infinitésimal et u & valeurs infinitésimales sur le S-intérieur de D.

Preuve de la proposition 3.7

Tout d’abord il est clair qu’il existe » > 0 standard tel que le disque
B = Cl(D(zg,r)) C D,. Montrons & présent qu’il est possible de choisir un
chemin 74, qui passe suffisamment loin de zg.

F(rx(r))

Fig. 2 Les régions de Cp et C5 comprises entre les disques de rayon r et 7
et leurs images par F'.
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Il existe p > 0 tel que le disque B contient la composante connexe C,
contenant zqg de {z € D | |F(z)i < p}. Soit z € D, \ B; supposons que
le chemin v, entre dans C, & un premier instant o et en sort & un dernier
instant 7. Un schéma montre qu’on peut toujours modifier le chemin 7,
sur ’intervalle [¢, 7] de facon & lui faire éviter le domaine C5 et qui soit
fi-descendant de Tiz) az, avec p=(p/2)sinp>0et f=p—-60>0006
satisfait sin = (1/2) sin .

Enfin, il existe # = 0 standard tel que le disque B = Cl(D(zo, 7)) est
inclus dans Cj. Pour € D, \ B, il est donc possible de trouver un chemin
vz I descendant de Zj(z) & z qui évite le disque B.

Sur D, \§ , la fonction f est minorée par une constante standard § > 0.
On choisit alors ¢ = §sin . O
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