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RÉSUMÉ. - Nous étudions le taux de croissance asymptotique des tra-
jectoires d’un subordinateur à double indice en chaque point et à l’infini.

ABSTRACT. - We study the asymptotic rate of growth of the sample
paths of two-parameter subordinators at every point and at infinity.

On appelle subordinateur un processus dont les accroissements sont sta-
tionnaires, indépendants et à valeurs dans 1R+. Comme les trajectoires d’un
tel processus X sont croissantes, Fristedt [6, 7] puis récemment Bertoin
[4, 5] ont étudié le comportement local de Xt/h(t) pour des fonctions h
définies sur 1R+, positives et croissantes. En nous inspirant de leurs travaux,
nous nous intéressons au cas d’un subordinateur à double indice {Xt ; t E
(1f8+ ) 2 ~ en étudiant le comportement du taux X t / h (t 1 t 2 ) au voisinage de
l’origine, d’une part et au voisinage de l’infini, d’autre part. Par ailleurs,
contrairement au cas mono-indice, l’étude au voisinage d’un point t autre
que l’origine demande un traitement spécial et la quantité considérée est
alors est la norme du maximum et où u est un
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point de R~ voisin de (0,0). Dans les trois cas, nous donnons des conditions
nécessaires et suffisantes de convergence vers 0. Puisqu’un subordinateur
est un champ de Lévy particulier, nous commençons par définir un tel pro-
cessus et nous poursuivons en établissant quelques résultats préliminaires.
Ensuite, chacune des trois situations fait l’objet d’un paragraphe.

2. Définitions

Pour une fonction f définie sur (]R+)2 à valeurs dans Rd, comment rem-
placer la notion de continuité à droite et limite à gauche des fonctions
définies sur R+ ? Un instant t = (tl, t2) E (]R+)2 détermine les quadrants
suivants.

DÉFINITION 2.1. - On note D l’espace des fonctions f définies sur

(ll8+)2 à valeurs dans 1~d telles que, pour tout i E ~1, 2, 3, 4~, f(s) admette
une limite quand s -~ t, s E QZ (t) et

Remarque. - Cet espace peut être muni d’une topologie de type Sko-
rohod (cf. Straf [11]).

Notations. 2014 Définissons dans (IR+)2 l’ordre suivant. Pour a = (al,a2)
et b = (bl, b2) de (lI8+)2, on note a b lorsque a1  bl et a2  b2 et a  b

lorsque ai  bi et a2  b2. .

De plus, pour deux points a = (al, a2) et b = (bl, b2) de (1I8+)2 tels que
a  b, on désigne par ~a, b] le rectangle ]ai x~a2, b2) et de la même façon
pour les autres cas de figures, selon le sens des crochets.

DÉFINITION 2.2. - Soit f une fonction définie sur (lE~+~2. On appelle
accroissement de f sur le rectangle )a, b), noté f(]a, b]), la quantité

et pour une famille finie de rectangles disjoints (AZ ; 1  i  n) , on définit



DÉFINITION 2.3. - Pour tout rectangle A et tout p E (lE8+)2, , on définit
le translaté de A, noté A + p, par

DÉFINITION 2.4.- Soit un processus X = (Xt ; t E (If~+)2) défini
sur l’espace de probabilité (S2, 0, P). . On dit que X est à accroissements
indépendants si, pour toute famille finie (Ai) de rectangles disjoints, les

variables aléatoires X(Ai) sont mutuellement indépendantes.

On dit que X est à accroissements stationnaires si, pour tout rectangle
A et tout p E (IE8+)2, les variables aléatoires X(A + p) et X(A) ont même
loi.

DÉFINITION 2.5. - On, appelle champ de Lévy un processus à accroisse-
ments stationnaires et indépendants dont les trajectoires sont à valeurs dans
D et nulles sur les bords du quart de plan (R+)2.

DÉFINITION 2.6. - On appelle subordinateur à double indice un champ
de Lévy dont les accroissements sont à valeurs dans II8+.

Notation. - Si X est un champ de Lévy, on note OX le processus des
sauts, défini par

où = lim Xs t2 et Xt ,t-2, Xt- t- sont définis de manière analogue.

Remarque. - Par analogie avec le cas mono-indice, un subordinateur à
paramètre double est caractérisé par son exposant de Laplace défini, pour
tout u > 0, par

et donné par la formule de Lévy-Khintchine

où le drift d est positif et la mesure de Lévy 1r vérifie  oo. .

3. Préliminaires

Considérons un subordinateur à double indice {Xt ; t E (l~+ ) 2 ~ de
mesure de Lévy 1r. Notons



On a alors

Mais comme le comportement local du terme de drift est connu, on suppose
désormais que d = 0. Par ailleurs, dans toute la suite, h désigne une fonction
croissante de R+ dans R+ vérifiant h(0) = 0 et h(x) > 0 pour x > 0.

D’autre part, nous serons amenés à ajouter l’une ou l’autre des hy-
pothèses suivantes.

LEMME 3.1. - Sous l’hypothèse (Hl), les assertions suivantes sont équi-
valentes.

Démonstration.- D’après (3.1),

Or, lorsque x  1,

On en déduit que



et donc b) implique a). D’autre part, en utilisant (Hl) et la décroissance de
*, on a

qui termine la démonstration. D

Notation. - Si f et g sont des fonctions positives, on écrira f ~ g si
il existe une constante positive C telle que Cf (~) ~ g(~) 5 f(x) /C pour
tout x.

Rappelons le résultat suivant que l’on trouve dans [4].

LEMME 3.2. - On a 
, ,

Terminons le paragraphe en montrant le résultat suivant.

LEMME 3.3. - i) Sous l’hypothèse (H2), on a

ii) Sous l’hypothèse (H2), on a

Démonstration. - Par décroissance de ~r,

D’autre part



dont on déduit par hypothèse

Et on obtient i) à l’aide du lemme 3.2. Pour montrer ii), on raisonne de la
même façon. 0

4. Etude au voisinage de l’origine

En appliquant le résultat de [10] à un subordinateur à double indice
X, on obtient le comportement de selon a, au voisinage de
l’origine. Etendons ceci en étudiant maintenant Xt/h(tlt2). .

PROPOSITION 4.1.- Sous l’hypothèse (Hl), si

alors

Remarque. - D’après le lemme 3.1, on peut remplacer la condition
intégrale (4.2) par

Démonstration de la proposition 4.1

Pour t E (lI8+)2, notons = max(tl,i2). Pour tout c > 1, tout e > 0
et tout q E)0, e(, la variable aléatoire ,

suit une loi de Poisson de paramètre



par le changement de variables

D’où

D’autre part, par (Hl ),

et d’après la condition intégrale,

Par conséquent, presque sûrement, il existe une infinité de points s tels que
0  ~ ~ s ~ ~  e et vérifiant

et a fortiori, pour un tel s,

Donc, pour tout c > 1,

ce qui permet de conclure. a

Remarque. - D’après (3.1 ), on sait que, puisque d = 0, pour tout u > 0,

Or, il en résulte que Xt/tit2 converge en probabilité vers 0 lorsque
min(t1, t2) ~ 0+, t E J o,1 J 2 . Cependant la proposition 4.1 permet d’affirmer
que, contrairement au cas des subordinateurs à indice simple, on n’a pas,
en général, convergence presque sûre de Xt/t1t2 vers 0.

PROPOSITION 4.2. - Sous l’hypothèse (H2), si

alors



Remarque. - Par le lemme 3.3, on sait que, sous l’hypothèse (H2), la
condition (4.3) est équivalente à

Démonstration de la proposition 4. ~

En utilisant la variable aléatoire

on montre, comme précédemment, que

Or, d’après la remarque et le fait que, par concavité de ~, la condition (4.4)
reste vraie en remplaçant h par ch avec c > 1, on montre en fait que, pour
tout c > 1,

qui permet de conclure. 0

Demandons-nous maintenant ce qu’il advient lorsque les intégrales des
conditions (4.2) et (4.4) convergent.

PROPOSITION 4.3. - Si

alors

Démonstration. - Pour tout t E (I(~+)2 et tout a > 0,



D’où, pour tout n > 0 et tout m > 0,

et cette somme est finie d’après (4.5). Par conséquent, d’après le lemme de
Borel-Cantelli, pour n ou m assez grand,

et donc, pour tout t tel que 2""  tl  2-n+1 et 2-m  t2  2-’’’z+1 avec n
ou m assez grand,

Mais comme la condition (4.5) est encore vraie en remplaçant h par eh avec
0  e  1, on montre en fait que, pour t avec tl ou t2 assez petit,

et le résultat s’en déduit. a

Finalement, nous avons prouvé le résultat suivant.

THÉORÈME 4.4.2014 Sous l’hypothèse (H2),
~

 ~, alors

et sinon

5. Etude au voisinage d’un point quelconque

L’objet de ce paragraphe est d’étudier le comportement de Xt [
lorsque t E (:1R+)2 et u est proche de (0, 0).

Notation.- On note Il.11 la norme définie sur R2 par [ = |u2|).



PROPOSITION 5.1. - Sous l’hypothèse (Hl), si

alors, pour tout t E (lI8+)2 B {(0, 0)~,

Remarque. - D’après [4] (p. 85), on peut remplacer la condition intégrale
(5.7) par

Démonstration de la proposition 5.1

On sait, d’après les travaux de Fristedt [6], que pour un processus de
Lévy de mesure de Lévy 1r, on a sous l’hypothèse (Hl) et sous la
condition intégrale (5.7),

Ainsi, pour tout 0, on obtient, en considérant le processus de Lévy

Autrement dit, pour tout c > 0 et tout 6- > 0, il existe presque sûrement

une infinité de points u2 tels que

Par conséquent, pour tout c > 0 et tout ~ > 0, il existe presque sûrement

une infinité de couples ~2 ) E ~ 0, ~ ~2 tels que u 1  u2 et

soit encore

Alors, comme Xtl~t2+~2 - Xt a même loi que on obtient, pour
tout c > 0 et tout e > 0, l’existence d’une infinité de couples u2 ) EJ 0, ~ ~2
tels que



Or, pour tout u E (]R+)2, on a

Donc, pour tout c > 0 et tout ê > 0, il existe presque sûrement une

infinité de couple (u 1, u2 ) E ~ 0, ~ ~2 tels que

On en déduit le résultat annoncé. o

Comme précédemment, on démontre aussi le résultat suivant.

PROPOSITION 5.2. - Sous l’hypothèse (HZ), si

alors, pour tout t E (lt8+)2 ~ {(0, 0)},

Remarque. - D’après [4] (p.87), on peut remplacer la condition intégrale
(5.8) par 

1

PROPOSITION 5 .3. - Si

alors, pour tout t E (If8+)2 ~ {(0,0)},

Démonstration.

Considérons un point t E Nous sommes amenés à distinguer
quatre cas.

- Supposons que u E QI (0,0).



On a alors Xt+u > Xt. Et d’après l’inégalité (4.6), il existe une constante
Cl (t) > 0 telle que, pour tout n > 0,

Or, la somme V 2-n~(1 /h(2-’~)) est finie d’après (5.9). Par conséquent,
~>o

d’après le lemme de Borel-Cantelli, pour n assez grand,

et donc, pour tout u E Qi(0,0) tel que 2-n ~ ~ [  2-n+l avec n assez

grand,

Mais comme la condition (5.9) est encore vraie en remplaçant h par eh
avec 0  e  1 (par concativité de ~), on montre en fait que, pour Iluil assez
petit,

et par conséquent

- Supposons que u E Q3(0, 0) .

On a alors Xt+u  Xt. Et d’après l’inégalité (4.6), on a, pour tout n > 0,

Or, la somme ~ 2-n~(1/h(2-n)) est finie d’après (5.9). Par conséquent,
n>0

d’après le lemme de Borel-Cantelli, pour n assez grand,



et donc, pour tout u E Q3(0,0) tel que 2-’~ ~ Iluil [  2-n+l avec n assez

grand,

On conclut comme précédemment.

- Supposons que u E Q2(0,0). On a alors

Or, la somme ~ 2-n~(1/h(2-n)) est finie d’après (5.9). On conclut de la
n~O

même façon que dans le premier cas en remarquant que, pour tout u E
Q2(0,0) tel que 2-" ~ !lull  2-n+l avec n assez grand,

- Dans le cas où u E Q4(0, 0), on raisonne de façon similaire au cas
précédent.

Enfin, lorsque t = (0, t2) avec t2 ~ R+* (resp. t = (tl, 0) avec tl E 
on procède comme ci-dessus en considérant seulement les cas u 6 Qi(0,0)
et u OE 34(0,0) (resp. u OE Oi(0,0) et v, OE Q2(0,0)). a

Finalement, nous avons prouvé le résultat suivant.

THÉORÈME 5.4. - Sous l’hypothèse 

si J 0 7r(h(tt))dtt  oo, alors, pour tout t E (R+)2 B {(0,0)},

et sinon



6. Etude au voisinage de l’infini

Lorsque X ( 1,1 ) est intégrable, on a = ~’ (o) et en montrant
que, pour tout u > 0,

on en déduit que Xt/t1t2 converge en probabilité vers lorsque t 1 t2
tend vers l’infini. Mais le résultat suivant confirme le fait que l’intégrabilité
de ne suffit pas à donner la loi forte des grands nombres.

PROPOSITION 6.1.2014 Sous l’hypothèse (Hl ), si

alors

Démonstration. - Pour tout c > 1 et tout N et tout M tels que 1 
N  M, la variable aléatoire

suit une loi de Poisson d’intensité

Or,

par le changement de variables

D’où



D’autre part, par (Hl ),

et d’après la condition intégrale,

Alors, presque sûrement, il existe une infinité de points s vérifiant min(si, s2 ) >
N et

et a fortiori, pour un tel s,

Donc, pour tout c > 1,

ce qui permet de conclure. 0

COROLLAIRE 6.2. - Si = +0oo, c’est-à-dire si floc =

+00, 
--

PROPOSITION 6.3. - Sous l’hypothèse (HZ), si

alors

Remarque. - Sous l’hypothèse (.~12 ) , la condition {6.11 ) est équivalente
à



Démonstration de la proposition 6.3

En utilisant la variable aléatoire

on montre comme précédemment que

Or, d’après la remarque et le fait que, par concavité de (~, la condition (6.11 )
reste vraie en remplaçant h par ch avec c > 1, on montre en fait que, pour
tout c > 1,

qui permet de conclure. a

En revanche, lorsque les intégrales des conditions (6.10) et (6.12) con-
vergent, on a le résultat limite suivant.

PROPOSITION 6.4. - Si

alors

Démonstration de la proposition 6.1~

Comme nous l’avons remarqué dans la démonstration de la proposition
4.3, pour tout t E (l~+ ) 2 et tout a > 0,

D’où, pour tout n ~ 0 et tout m > 0,



et cette somme est finie d’après (6.13). Par conséquent, d’après le lemme de
Borel-Cantelli, pour n ou m assez grand,

et donc, pour tout t tel que 2n  tl  et 2"z  t2  avec n ou m

assez grand,

Mais comme la condition (6.13) est encore vraie en remplaçant h par eh
avec 0  6-  1, on montre en fait que, pour t tel que 1 et ti
ou t2 assez grand,

et le résultat s’en déduit. a

.Remarie.2014 La condition (6.13) n’est jamais vérifiée pour h(u) = tt.

En eSèt, au voisinage de l’infini, ~(1/~) est équivalent à (l/~)E(X(i~)) et
l’intégrale diverge, que cette espérance soit finie ou non.

Finalement, nous avons prouvé le résultat suivant.

THÉORÈME 6.5.2014 Sous
cesi / 1 lnt6  ~, alors

et sinon
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