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Construction de solutions ramifiées
autour de deux hypersurfaces caractéristiques
simples pour des opérateurs quasi-linéaires (*)

ABDALLAH NABAJI (1)

E-mail: nabaji@uh2m.ac.ma

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. VIII, n° 3, 1999
pp. 629-648

RÉSUMÉ. - Considérons dans un opérateur différentiel quasi-
linéaire d’ordre deux à caractéristiques simples : P(x, D)u = Pp(x, D)u +
f(x, DAu) où Pp est la partie principale de P, A représente les dérivées
de u d’ordre un et f une fonction holomorphe au voisinage de l’origine.
Soit q E on suppose que : : Pp(x, D)u - Pjsn(x, D)u = O(uq) où

D) est la partie linéarisée, au voisinage de u = 0. On étudie le
problème P(x, D)u(x) = v(x) où v est une fonction ramifiée autour des
deux hypersurfaces caractéristiques simples Ki : = 0, (i = 1, 2)
et dont le comportement au voisinage de Ki U K2 est de la forme : :
~v(x))  c ~kl , al, a2 > 1/q. On montre alors que u
est ramifiée autour de Ki U K2 et que c .

ABSTRACT. - We consider in a quasilinear différentiel operator
of second order with simple characteristic hypersurfaces : : P(x, D)u =

D)u + f(x, DAu) where P~, is the principal part of P, A represent
the dérivatifs of order 1 of u and f is a holomorphic function in a neighbor
of 0. Let q E we suppose that D) u = O(uq)
where D) is the linearzed part of P near u = 0. We study the
problem P(x, D)u(x) = v(x) where v is a ramified function around
two simple characteristic hypersurfaces, Ki : = 0, (i = 1, 2), and

c , a1, a2  1/q. We get solutions u witch
are ramified around two simple characteristic hypersurfaces and 
c (kl(x)~m+~~k2(x)‘a2~-1.

~) > Reçu le 27 janvier 1999, accepté le 15 septembre 1999
~ ) Équipe : modélisation, E.D.P. et Analyse numérique.
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0. Introduction

Cet article a pour objet la construction de solution ramifiée autour de
deux hypersurfaces caractéristiques simples. On supposera que ces deux
hypersurfaces caractéristiques sont indépendantes du second membre.

Pour fixer les idées, considérons dans Cn+1 un opérateur différentiel
quasi-linéaire d’ordre deux :

où Pp = est la partie principale de P et A représente
les dérivées de u d’ordre un. On suppose que la partie principale moins la

partie linéarisée, au voisinage de u = 0, de P est d’ordre q où q E N* :

Supposons l’hyperplan S : = 0 non caractéristique et soient Ki =

0, (i = 1, 2) deux hypersurfaces caractéristiques simples et transverses de
D), on considère alors le problème

où v est une fonction dont le support singulier est Ki U K2. On se propose de
démontrer que le support singulier de u est Ki UK2. Comme dans [7], [11] et
[13] des hypothèses de croissance sont nécessaires pour traiter ce problème.
On supposera donc que v a pour comportement au voisinage de K1 U K2 : :

~v(x)~ ~ c où 1/q et on montrera alors que u est
ramifiée et que ~u(x)~ ~ c (théorème 1.1 et 1.2).

Pour des opérateurs semi-linéaires d’ordre deux, dont la partie non linéai-
re est polynomiale, E. Leichtnam [9] a étudié le problème de Cauchy avec
des données singulières et a construit des solutions ramifiées. Lorsque la

partie non linéaire de l’opérateur semi-linéaire d’ordre deux est quelconque
A. Nabaji et C. Wagschal [11] ont étudié le même problème et ont construit
des solutions singulières dont le comportement est

lorsque ~v(~) ~ ~ c I~2(~)I)>a~ Rappelons que pour des équations
linéaires d’ordre m, le problème de construction de solutions ramifiées d’un

type plus général que celui de [9] et [11] a été étudié par E. Leichtnam [8]
et récemment par P. Pongérard et C. Wagschal [14].



Enfin le problème de construction de solutions ramifiées autour d’une
hypersurface caractéristique simple qui ne dépend pas du second membre,
a été traitée, avec q = 1, dans [4], [7], [11] et [13].

Dans [7] l’auteur a traité en plus le cas ou l’hypersurface caractéristique
dépend du second membre.

La méthode d’étude du problème (2) est celle qui a été développée dans
[18] , [11] et [13] ; elle consiste essentiellement à réduire ce problème à un
problème integro-differentiel et ceci en cherchant une solution de la forme

où D-1t2 sont deux inverses à droite des
opérateurs de dérivation Dtl et Dt2 (formules (2.1) et (2.2)). Il suffit alors
de résoudre le problème

Nous montrons ensuite que cette équation admet une unique solution (propo-
sition 2.1), ceci s’obtient en montrant que l’équation (3) est équivalente à :

où A, F2 et résultent respectivement de Plin, Pp - Plin et f .

Ensuite nous utilisons la fonction majorante de Lax [6] et les conditions
de croissance pour construire une algèbre de Banach où l’équation (4) admet
un point fixe.

1. Résultats

Les coordonnées d’un point x de Cn+1 seront notées (xo, xl, ..., x~).

Si a = (ao, , ... E est un multi-indice à composantes entières,
on appelle longueur de a l’entier lai [ = Nous poserons a! =

et pour ~ - ..., ~n) E ~a - ~~’ . L’opérateur de
dérivation par rapport à la variable Xj (0  j  n) sera noté Dj et, si a E

est un multi-indice de dérivation, nous poserons DOu = 
On pose 

. -

et

On considère un opérateur différentiel quasi-linéaire du second ordre



où les fonctions y) et f(x, y) sont holomorphes au voisinage de l’origine

Soit q E :IN*, on supposera

où les fonctions sont holomorphes au voisinage de x = 0, y = 0.

Remarque 1.1. - On remarquera que lorsque q = 1, l’hypothèse (1.3)
est vrai pour toutes les fonctions aa holomorphes au voisinage de l’origine
de x Dans [7] et [13] les auteurs ont considéré le cas où q = 1.
Notre résultat sera donc plus général.

On pose

alors

Le symbole principal de P(x, D) est alors donné par :

On suppose que l’hyperplan S : xo - 0 est non caractéristique et que
les caractéristiques issues de T : xo = ri = 0 sont simples, c’est-à-dire que
l’équation g(o; ~,1, o, ... , 0) - 0 admet deux racines ~1, ~2 distinctes. On
note ki (i = 1, 2) la solution du problème de Cauchy du premier ordre

et Ki : ki(x) = 0 les hypersurfaces caractéristiques issues de T.



Soit v une fonction holomorphe ramifiée autour de Ki U K2. En notant
Ra le revêtement universel du disque pointé 176 = {t E C,O  ~t~  b}
(6 > 0), ceci signifie que v est de la forme v(x) = v(kl (x), k2(x), x) où
v : Rs est une fonction holomorphe, Q désignant un voisinage
ouvert connexe de l’origine de Cn+1. Quitte à réduire H, on peut supposer
les fonctions ki holomorphes dans H et telles que ~  b pour x E Q,
la fonction v est alors définie et holomorphe sur le revêtement universel de

On se propose de construire des solutions de l’équation

présentant des singularités sur Ki U K2. Pour obtenir un tel résultat, des
hypothèses de croissance seront nécessaires. En plus, la présence de dérivées
d’ordre deux dans la partie non linéaire de l’opérateur P(x, D) nécessite,
comme dans [19] et [13], une estimation de toutes les dérivées de u{tl, t2, x)
par rapport aux variables ti et t2.

Soit 7r : D6 la surjection canonique. On notera 1 . 1 : 7Z -~ R la
fonction = et on introduit la classe de fonctions suivantes :

DÉFINITION 1.1. - Soient a1,a2 E 1R et SZ un voisinage ouvert de
l’origine de ~’~+1. . On note (?Z~ X S2) l’espace des fonctions u : x

S2 E--~ holomorphes telles qu’il existe une constante c > 0, tel que pour
tout (tl, t2, x) E R203B4 x SZ et p1, p2 E N

On a alors le théorème

THÉORÈME 1.1. - Soient al, a2 > 1/q et SZ un voisinage ouvert de
l’origine de ~’~+1, il existe un voisinage ouvert SZ’ de l’origine de 
tel que, pour toute fonction v E x SZ), il existe bl > 0 et une
solution u E x SZ’) du problème (1.5).

Remarque 1.2. Si u E (?Z~ x SZ), alors

Notons ~l~‘1 ~a2 (R~ x Q) l’espace vectoriel de toutes les fonctions u : :
~Z~ x holomorphes telles qu’il existe une constante c > 0,



La remarque 1.1 se traduit alors par x SZ) C x SZ),
Réciproquement, on a le lemme suivant

LEMME 1.1. L’espace x SZ) est inclus dans l’espace
x 0) pour tout 0  b’  b.

Preuve. - Soit 0  b’  8, il existe 0  À  1 tel que, pour tout t E 

le disque centré au point t et de rayon E soit tracé dans Si fi
désigne le bord du disque de centre ti est de rayon fi on a

et, vu que u E x SZ), il existe c > 0 tel que

on en déduit qu’il existe c > 0, tel que

Du théorème 1.1 on déduit alors le

THÉORÈME 1.2. - Soient al, a2 > 1/q et SZ un voisinage ouvert de

l’origine de ~’~+1, il existe un voisinage ouvert SZ’ de l’origine de 
tel que, pour toute fonction v E x S2), il existe bl > 0 et une
solution u E x SZ’) du problème (1.5).

Remarque 1.3. Lorsque les coefficients aa sont des fonctions holomor-

phes quelconque, c’est-à-dire q = l, les hypothèses de régularité minimales
du théorème l.l et 1.2 sont les mêmes que celles exprimées dans ~7~ et [13]
(pour le cas d’une ramification autour d’une hypersurface caractéristique
simple qui ne dépend pas du second membre).

2. Réduction

Définissons d’abord des inverses à droite des opérateurs de dérivation

Dtl et Dt2, tZ E R. Si u E i"~~1’az x SZ) et aZ > -1, on pose



Remarque 2.1. 2014 Les opérateurs Dtj et D-1ti, z ~ j commutent, ainsi que
D~ et 

Si tt vérifie (1.6), on a

et pour 1

ce qui prouve que la fonction appartient a ~’~~(7~ x Q) et de
même on a e x H).

Nous chercherons une solution de (1.5) de la forme

Pour toute fonction holomorphe u : R~ x Q - C, on a

où Pl et Ql sont des opérateurs différentiels linéaires d’ordre  l et la fonction
holomorphe ao est donnée par la formule

Cette fonction est non nulle au voisinage de l’origine. En effet,

et d’après l’identité d’Euler

d’où

quantité non nulle vu les hypothèses.



Quant au terme non-linéaire, on remarque que la fonction 

k2(x), x) et ses dérivées premières s’expriment sous forme de combinaison
linéaire à coefficients fonctions holomorphes de x des fonctions suivantes

(calculées en ti = ki (x) )

Notons zi = (Zl,j) l’ensemble des fonctions (2.5).

Les dérivées secondes de la fonction Lf (kl (x), k2(x), x) s’expriment sous
forme de combinaison linéaire à coefficients fonctions holomorphes de x des
fonctions suivantes

Nous notons z2 = l’ensemble des fonctions (2.6).

On a alors

où les fonctions h,~,,~ sont holomorphes au voisinage de x = 0, zl = 0. Nous
noterons Fi : u ~ les applications

et

Le problème (1.5) s’écrit ( modulo un changement de notation)

où A est l’application linéaire

Nous démontrons alors la

PROPOSITION 2.1. Soient al, a2 > 1 /q et SZ un voisinage ouvert de

l’origine de ~’~+1, , il existe un voisinage ouvert SZ’ de l’origine de ~n+1 tel

que, pour toute fonction v E x SZ), il existe b1 > 0 et une unique
solution u E x SZ’) du problème (2.9).



3. Algèbres de Banach

La démonstration de la proposition 2.1 repose sur le théorème du point
fixe dans des espaces de Banach définis de la façon suivante. On utilise la
fonction majorante de Lax [6] déjà utilisée dans [11], [13] et [18], on pose
B(~) _ ~ et pour R > 0, = 0($/R). Nous utiliserons la

n=0

proposition 2.1 et les lemmes 2.4 et 9.2 de [18].

PROPOSITION 3.1. - IL existe une constante c0  0 telle que

LEMME 3.2. - Soit r~ > 1, il existe une constante c = ~ 0 telle que

Si a est une fonction holomorphe et bornée dans le polydisque

on a d’après les inégalités de Cauchy

LEMME 3.3. - Soit r~ > 1, il existe une constante c = ~ 0 telle que

Le lemme 4.6 de [11] peut s’écrire ainsi

LEMME 3.4. - Il existe une constante c ~ 0 telle que

Considérons une fonction u E (?Z~ x SZ) et soit r~ > 1, R > 0 tel
que 03A9 contienne le polydisque D’après les inégalités de Cauchy, si u
vérifie (1.6) on a pour tout t1, t2 E nô et p1, p2 ~ N,



et d’après le lemme 3.3, il existe donc une constante c ~ 0 telle que

Réciproquement, soit u une fonction holomorphe au voisinage de Râ x
{0} vérifiant (3.4); la fonction u est holomorphe dans R6 x OR où S2R =
{x E Cn+1; + -1- ... +  RÎ et, pour tout (tl, t2, x) E Rb x Str,
0  r  R,

où  + p2)!  ce qui prouve
que u appartient à l’espace (7Z~ x SZT). Ceci conduit à la définition
suivante.

DÉFINITION 3.1. - Soient b > 0, al, a2 E IR et R, L, w > 0 tels que
2wb  R. On note l’ensemble des fonctions u holomorphes
au voisinage de 7Z~ x ~0~ telles qu’il existe une constante c > 0 telle que,
pour tout tl, t2 E 7Zs et p1, p2 E N, on a

Il est clair que L, w) est un espace vectoriel et que la plus petite
constante c pour laquelle (3.5) a lieu est une norme sur cet espace vectoriel.

Note. - Nous noterons indifféremment c toute constante qui ne dépend
pas des paramètres 8, w et L.

Grâce à un raisonnement analogue à celui fait pour le lemme 4.2 de [11],
on vérifie que toute fonction de l’espace (b, L, cv) est holomorphe sur
l’ouvert

Remarque 3.1. Grâce à un raisonnement analogue à celui fait pour
la proposition 4.3 de [Il], on vérifie que (b, L, w) est un espace de
Banach.

Remarque 3.2. Si a1, a2, bl, b2 E 1R et aZ  bi, alors C

(~, L, w) et l’injection canonique est linéaire continue de norme 
.



PROPOSITION 3.5. - Soient al, a2, bl, b2 E IR et (u, v) E x 

(b, L, w), , alors uv E {b, L, w) et

où co est la constante telle que « 

Preuve. Pour tout pl, p2 on a

d’où

et, d’après (3.1), on a

ce qui permet de conclure. Q.E.D.

Si u, v ~ Ga1,a2 (b, L, w) alors uv E {S, L, w) C {b, L, w)
lorsque al, a2 > 0. On en déduit que (b, L, w) est une algèbre de Ba-
nach.

Nous aurons besoin du lemme suivant

LEMME 3.6. Soient F(x, u) une fonction holomorphe et bornée par
M sur un polydisque centré en 0 E x ~q de rayon R > 0,
r~ > 1 et u1, ..., uq E ~°~°{b, L,w) telles que  R, alors v =

F(x, u1, ..., uq) E ~°~°(b, L,w) et

où la constante c ne dépend que de q.



Preuve. - Pour tout t1, t2 E R6, on a

d’où

de la relation Co’PR, on déduit co, d’où 
R. Ceci prouve que la fonction v = F(x, ul, ..., u9) est bien définie et holo-
morphe au voisinage de Rb x {0} et on a

où les fonctions Fa sont holomorphes, bornées par sur le polydisque
et donc appartiennent à l’espace ~°~° (b, L, w) et de norme ~ 

où c = c(r~) d’après le lemme 3.2. Lorsque a ~ 0, on a d’après la propo-
sition 3.5 ua E d’où Fa: ua: E

- ~..

Cette inégalité vaut encore pour cx = 0. Ceci montre que la famille
est absolument sommable dans l’espace ~°~° (b, L, w) et par conséquent

Q.E.D.

Nous imposerons d’abord à R > 0 de vérifier la propriété suivante :
tous les coefficients des opérateurs apparaissant dans A sont holomorphes
et bornés sur le polydisque 0394~R où ~ > 1.

PROPOSITION 3.7. Soient al, a2 > -1, w > 1, L > 1 et 0  b  1
alors l’application A induit un endomorphisme de l’espace 
dont la norme est  c L-1) et la constante c ne dépend que de
~, R et de la borne supérieure sur 0394~R des coefficients des opérateurs Pl,
(g,?1 et P2, figurant dans A.

Preuve. Il s’agit de vérifier la proposition pour des opérateurs de la
forme et où ~a~  1,  2 et a(x) est
une fonction holomorphe et bornée sur 0394~R. Soit u E (b, L, w), on



Dp1-1 Dp2 utl t2

En dérivant, on obtient

Da Dpl -1 D~Z ~

en effet, si = 1 ceci est vrai avec c = 1 et si a = 0 on a, d’après (3.3)
« c Or |t1|  b  1, d’où

Dp1 Dtl t2 tl

Si pi = 0, on a

d’où

D-1 Dp2 utl t2 U

et étant fini, on en déduit que

En dérivant, en obtient

il existe, donc une constante c > 0 telle que



Ceci prouve que appartient à l’espace (b, L, w) et que sa
norme est  c Quant à la fonction a, elle appartient à
l’espace ~°~° (b, L, w) et la proposition 3.5 permet de conclure.

On a évidemment le même résultat pour l’opérateur 

Soit /3 E N tel que ~,Q ~  2, on peut écrire ~3 = a + a’ tel que 1

et

Donc E ~al’a2 (b, L, c,~) et

vu que L, w > 1. fa.E.D.

LEMME 3.8. 2014 Soient al, a2 > -1, w > 1, 0  b  1 et L > 1 alors les

opérateurs Dt~ 1, induisent des endomorphismes de

l’espace Ga1,a2(03B4, L, w) de norme plus petite que c S.

Preuve. Soit u E Ga1,a2 (b, L, w), on a Dp1t1 Dp2t2 D-1t1u = Dp1-1t1 Dp2t2 u.

Si pl > 1, on a

tl t2

vu (3.3), il existe une constante c > 0 telle que

d’où

tl t2 tl

Si pi = 0, on a



Ceci prouve que appartient à l’espace et que sa norme

est  c On a évidemment le même résultat pour l’opérateur 
Il en résulte que D-1t1D-1t2 induit un endomorphisme de (b, L, w) de
norme  c b2  c b. De la proposition 3.7, on déduit que D-1t1Dj est un
endomorphisme de de norme  c max(w-1, L-1)  c, vu

w, L > 1, donc est un endomorphisme de de

norme  c b. 
~ ~ 

Q.E.D.

LEMME 3.9. - Soient al, a2 > -1, w > l, L > 1 et 0  à fi 1 alors les

opérateurs Dtl et Dt2 D-1t1 induisent des opérateurs linéaires et continus
de l’espace dans ~°‘1-l’az-1 (S, L, w) dont la norme est  c L.

Preuve. Soit u E L, w), on a _ 

Dp2+1t2u.

Dp1-1t1 Dp2+1t2 u

Si p1 = 0, on a

D-1t1Dp2+1t2 u

De même pour l’opérateur Dtl Q.E.D.

4. Preuve de la proposition 2.1

D’après (1.2), on peut écrire



et d’après (2.8), on peut écrire

où les fonctions hZ,a,,~, et sont holomorphes au voisinage
de l’origine de Cn+1 x Cn+4 x Cn+4. On peut supposer que ces fonctions
sont holomorphes et bornées sur le polydisque de rayon 7yR de l’espace

Cn+4 X Cn+4. On pose

Le problème (2.9) s’écrit alors

et il s’agit donc de démontrer que l’application V admet un point fixe.

On a alors la

PROPOSITION 4.1. - Soient al, a2 > l/q et r > 0, il existe 0  ôo fi 1
tel que, pour tout 0  b  bo et toutes fonctions u, u’ (s, L, w), telles
que ~ r, les fonctions et i = 1, 2, sont
bien définies, appartiennent à l’espace (b, L, w) et

La proposition 2.1 s’en déduit aisément de la façon suivante :

On choisit L, w > 1 suffisamment grand pour que v E (b, L, w) et
la norme de l’endomorphisme A soit ~ 1/6, puis on choisit 0  80 tel
que 2wb1  R et 1 /6.

Soit r > 2 ~ ~ v ~ ( gal ~~2 , alors si u appartient à la boule fermée B’(0; r) de
centre 0 et de rayon r de l’espace (bl, L, w), on a

r; ceci prouve que V (B’ (o; r) ) C B’ (o; r) et, d’après
(4.3) et le lemme 3.7,



ceci prouve que V : B’(0; r) --~ B’(0; r) est une contraction stricte, la propo-
sition 2.1 résulte donc du théorème du point fixe.

Preuve de la proposition 4.1. Soient ~, u’ E (b, L, cv) où 0 
so tels que r et r, le lemme 3.8 montre que

° 

(4.4)
On choisit bo tel que 0  1 et

Si F est l’une des fonctions hi,j, , et , le lemme 3.6

montre que E et qu’il existe une constante c > 0
indépendante de bo telle que

ceci montre que les fonctions et sont bien définies.

D’une part, le lemme 3.8 montre que

et la proposition 3.5 prouve, vu les inégalités (4.5) et (4.6), que h1,3 (x, z1, zi)
ZLj) E et que

Or d’après (1.2), on a 0 si u = 0 et donc en prenant u = 0 ou
u’ = 0, ceci prouve, vu l’inégalité précédente, que les fonctions .~3 (u), ~’1 (u’)
appartiennent à l’espace ~~($,L,~). .

D’autre part, d’après la proposition 3.5 et l’inégalité (4.4) z~ et z ~
appartiennent à l’espace vu que = q, et

On a la formule



où Pj est un polynôme homogène de degré q - 1. On obtient, vu la propo-
sition 3.5 et (4.4), que

La remarque 3.2 montre que si est la fonction u alors
E ~°‘1 ‘ 1,d2 1 (S, ~, cv) et

La proposition 3.7 montre que si z2,x est l’une des fonctions 

DjDiD-1t1D-1t2 u alors z2,x appartient à l’espace Ga1,a2(03B4, L, 03C9), donc à

l’espace ~al - l’a2 -1 (b, L, c~) et

Le lemme 3.9 montre que si est l’une des fonctions 

Dt2D-1t1u, alors E Ga1-1,a2-1(03B4,L,03C9) et

De même, z2,,~ E et

Les inégalités (4.7)-(4.13) prouvent, vu la proposition 3.5, que

appartiennent à donc à l’espace 
puisque (q -~-1 ) a2 - 1 > aZ et que

De même



puisque ( q + 2)ai - 1  ai et que

D’où .~2 (u) - .~’2 (u’) appartient à l’espace (b, ~, w) et

En prenant u = 0 ou u’ = 0, ceci prouve que les fonctions 

appartiennent à l’espace (8, L, w). Q.E.D.
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