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RÉSUMÉ. - Fulton et MacPherson ont conjecturé l’existence et l’unicité
de classes de Chern en théorie bivariante. Brasselet et Sabbah ont donné
chacun une démonstration de l’existence de ces classes. Nous montrons
que leurs constructions coïncident, et donnons quelques résultats sur les
morphismes cellulaires et sur l’obstruction d’Euler locale relative.

ABSTRACT. - Fulton and MacPherson conjectured the existence and
uniqueness of Chern classes in bivariant theory. Brasselet and Sabbah
have given two different constructions of such classes. We prove that these
two constructions coïncide and give some results on cellular morphisms
and on relative Euler obstruction.

0. Introduction

La notion de théorie bivariante a été introduite par W. Fulton et
R. MacPherson ([FM]). Une telle théorie fait correspondre à tout morphisme
d’une catégorie convenable, un groupe abélien gradué muni de trois opéra-
tions : image réciproque, image directe et produit. On a comme exemples,
l’homologie bivariante H* (X ---’~-~Y), le groupe des fonctions constructibles
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bivariantes ~Y), le groupe des cycles bivariants Z(X -Ly) etc. Lors-
qu’on spécialise cette théorie aux morphismes X X et X -~ pt on ob-
tient les théories "classiques", par exemple H*(X X) est la cohomologie
de X et H* (X ---~ pt) est son homologie.

Une transformation d’une théorie bivariante dans une autre respectant
les trois opérations bivariantes est appelée transformation de Grothendieck.
W. Fulton et R. MacPherson ont ainsi montré l’existence et l’unicité des

classes de Stiefel-Whitney bivariantes, c’est-à-dire, d’une transformation
de Grothendieck F ~ H à coefficients Z2 [FM,§6]. Ils ont conjecturé
l’existence et l’unicité des classes de Chern bivariantes. Si la réponse est

positive, en utilisant les propriétés de la théorie bivariante, on obtient systé-
matiquement des formules de type Riemann-Roch, par exemple des formules
de type Verdier-Riemann-Roch pour la transformation de Verdier-Radon

([EOY, Yol, Yo2]), et des théories de spécialisation des classes de Stiefel-
Whitney et de Chern [Vel].

J.-P. Brasselet a construit une théorie de classes de Chern bivariantes

[Brl] par des méthodes topologiques inspirées de celles de M.H. Schwartz
et dans la catégorie des espaces analytiques réduits admettant une décom-

position cellulaire.

La construction de C. Sabbah [Sab3] très différente suppose outre la pro-
preté des morphismes considérés, l’existence d’un plongement relatif de X
dans une variété analytique, ainsi que des conditions techniques "d’orien-
tabilité relative" [Sab3, §4.5] (cf. §2.7 et §3.3). Cette dernière hypothèse
est toujours réalisée si la base S est une courbe lisse. C. Sabbah a con-

struit une transformation de Grothendieck Euf du groupe des cycles bi-

variants vers le groupe des fonctions constructibles bivariantes

~’(X-~,5‘), dite "obstruction d’Euler locale relative". Cette transforma-
tion donne pour chaque morphisme f un isomorphisme de groupes abéliens

Eu j : --~ [Sab3, §3] . Si le morphisme f X - S
est propre et S’ est une courbe analytique lisse, à toute fonction constructible
bivariante a, on peut associer une classe cB(a) à la Brasselet d’une part et
une classe cs(a) à la Sabbah d’autre part. Il est donc naturel de comparer

(composé avec Eu f) avec cs (a). Le problème de l’unicité reste tou-

jours entier.

Dans tout ce travail, un espace analytique signifie complexe réduit et un

morphisme analytique sera un morphisme analytique complexe entre espaces
analytiques complexes réduits. On suppose que tous les morphismes sont

propres. Fixons les notations : f X - S sera un morphisme analytique



propre avec S une courbe lisse, et X sera plongé relativement dans une
variété analytique M, c’est-à-dire, dans le produit S x M. Notons Gd(TM)
l’espace fibré en grassmaniennes des d-plans tangents à M. Dans ce qui suit
nous prouvons le résultat suivant :

THÉORÈME PRINCIPAL. - Pour toute fonction constructible bivariante
a du morphisme considéré f : X --~ S, notons Z = le cycle bi-
variant associé. On suppose que, pour un entier d convenable, le morphisme
naturel S x Gd (T M) --~ S x M admet une décomposition cellulaire com-
pati ble avec le plongement N f ( Z) ~ S x Gd (T M ) d u transformé de Nash
relatif. Alors les classes de Chern bivariantes de Brasselet et de Sabbah
coihcident

Dans le premier paragraphe, nous rappelons des notions utiles. Dans le
second paragraphe, nous décrivons d’abord les propriétés des morphismes
cellulaires. Nous construisons un homomorphisme d’Alexander en théorie
bivariante, qui induit par restriction aux fibres, l’isomorphisme d’Alexander
usuel. Nous rappelons ensuite la construction de J.-P. Brasselet. La classe
fondamentale bivariante topologique est définie à la fin de ce paragraphe.
Le paragraphe 3 est consacré à la construction de C. Sabbah. En se donnant
un théorème de proportionnalité entre l’obstruction d’un champ de repères
relatifs et celle de son relevé dans le transformé de Nash relatif ( §4.1 ), une
construction topologique de classe de Chern bivariante d’un fibré (§4.2),
nous montrons dans le paragraphe 4 la coïncidence des classes bivariantes
de Brasselet et de Sabbah.

Je tiens à remercier J.-P. Brasselet d’avoir dirigé ce sujet pendant la
préparation de ma thèse. Je tiens à remercier M. Merle, C. Sabbah, J. Tapia
et M. Kwiecinski pour leurs nombreuses discutions et remarques sur ce sujet.

1. Rappels et notations

1.1. Homologie bivariante

Dans ce paragraphe, on rappelle la notion d’homologie bivariante, définie
dans [FM, §3].

1.1.1. Considérons la catégorie des espaces topologiques X qui admet-
tent un plongement fermé dans une variété paracompacte de classe C~ et
orientable.



Remarquons que les espaces considérés sont localement compacts. On

dispose donc dans ce cadre du formalisme de dualité de Verdier [Ve3] pour
les faisceaux de Z-modules. Soit f : X -a Y un morphisme, suivant Fulton
et MacPherson [FM, §7.3] le groupe

est appelé homologie bivariante de f : X --~ Y.

Soit de plus ~ : X 2014~ M un plongement fermé où M est une variété de
classe C~ et orientable de dimension n, alors le morphisme ( f, , ~) X -
Y x M est un plongement fermé. Nous noterons X~ l’image de X par ce
dernier. On dispose alors d’un isomorphisme naturel [FM, §3]

En particulier, s’identifie canoniquement à Hi(X) ) et

H-i(X --> pt) à HZ (X ), où H* (X ) et H* {X ) désignent la cohomologie
et l’homologie singulières à coefficients dans Z [FM,§3].

On a les trois opérations bivariantes rappelées ci-dessous, elles sont com-

patibles entre elles dans les cas où cela a un sens.

1.1.2. Image réciproque. La formation des Hi {X  Y) est foncto-
rielle au sens suivant :

Si le diagramme

est un produit fibré, on a un morphisme image réciproque

avec les propriétés évidentes de fonctorialité.

1.1.3. Image directe. Si on a un composé de deux morphismes
avec g un morphisme propre, on a un morphisme image

directe

avec ici aussi les propriétés évidentes de fonctorialité.



1.1.4. Produit bivariant. Lorsque l’on a un composé de deux mor-
phismes X --~Y- g->Z, on a un morphisme de produit bivariant associatif :

1.2. Fonctions constructibles bivariantes

1.2.1. On considère f : X - Y un morphisme analytique. Notons
le groupe des fonctions constructibles analytiques sur X. Le groupe
~ Y) des fonctions constructibles bivariantes associé à f est le sous-

groupe de 0(X ) des fonctions satisfaisant à la condition d’Euler locale suiv-
ante :

Soit a une fonction constructible. Etant donné un sous-ensemble A de X,
la caractéristique d’Euler pondérée par a est x(A, a) := ~ x (A n a-1(i)~.

iEZ
Pour tout on choisit un plongement local (X, ~o) --~ 0). Si
Be est la boule de en centrée en 0 et de rayon e, alors pour e > 0 assez
petit, et pour tout y E Y assez proche de f(xo), la caractéristique d’Euler
pondérée par a : X(BE n f -1 (y), a) ne dépend pas du point y choisi et vaut
a(xo).

Pour les définitions précises des opérations bivariantes, voir [FM,§6] dans
le cas des coefficients Z2 et [Brl,§2] ou [Sab3, §1] dans le cas des coefficients
entiers.

1.2.2. Rappelons qu’une transformation de Grothendieck de F dans H
est une collection d’homomorphismes de groupes abéliens --~ Y) --~
H(X --> Y) compatible avec les trois opérations des théories bivariantes.
W. Fulton et R. MacPherson ont énoncé la conjecture suivante :

CONJECTURE (~FM,§10.4~).- Il existe une unique transformation de
Grothendieck c de .~ dans H telle que, pour le morphisme X --~ pt où X
est une variété lisse, c(lx) = c(TX) n [X], où l x E 0(X - pt) associe
à tout point de X la valeur 1; c(TX) désigne la classe de Chern du fibré
tangent à X et [X] est la classe fondamentale de X.

L’image d’une fonction constructible a par une telle transformation est
appelée classe de Chern bivariante de a.



1.3. Espace conormal relatif et modification de Nash relative

Rappelons ici les notions d’espace conormal relatif et de transformé de
Nash relatif.

1.3.1. Soit f : X -> Y un morphisme analytique de dimension relative
d, l’espace analytique X étant plongé dans une variété analytique M de
dimension m. Soit t un entier compris entre d et m - 1, on notera Gt(TM)
la variété fibrée en grassmanniennes des t-plans de l’espace tangent TM.
Un point de Gt(TM) est identifié à un couple (x, H) avec ~ un point de M
et H un t-plan tangent à M en x. Si X° désigne l’ouvert dense de X sur

lequel f est lisse, on notera Gt(flxo) le sous-espace analytique de Gt(TM)
constitué des couples (~, H) tels que x E X°, et que H contient l’espace
tangent relatif On note Gt(/!x) l’adhérence de

dans Gt(TM). C’est un espace analytique. De plus, le morphisme
de projection 7r : se prolonge de manière unique en un

morphisme propre noté encore 7r : -~ X. L’espace analytique
est muni d’un fibré Et de rang t dont la fibre en un point (x, H)

est le t-plan H.

1.3.2. Le fibré projectif PT*M associé au fibré cotangent s’identifie
naturellement au fibré en grassmanniennes des hyperplans tangents à M.
On note l’espace analytique et on l’appelle espace
conormal relatif, il est muni d’une projection notée Tf -> X . .

1.3.3. Remarquons que les fibres de Tf sont de dimension au moins
m - d -1. Notons avec ([HMS], [Sabl] ) , pour chaque entier k compris entre
0 et d, , _

C’est un sous-espace analytique qui est défini comme le lieu où la k-ème
variété polaire locale relative est non vide (voir [LT, Te2] pour la notion de
variété polaire).

DÉFINITION ([HMS], [Sabl]). 2014 Le morphisme f est dit sans éclatement
en codimension 0, si les fibres d e : --~ Y sont de dimension

au plus d - k.

1.3.4. Dans §1.3.1, lorsqu’on pose t = d, on a le transformé de Nash
relatif : N f (X ) = avec la projection v f : Nf{X) ---~ X. C’est une
modification propre de X. . Sur N/(X), on a le fibré de Nash relatif 9 de
rang d.



1.4. Stratification de Thom

1.4.1. Soit f X - Y un morphisme analytique. Supposons que le
morphisme f soit stratifié, i.e. qu’il y ait une stratification (Xi) de X et
une stratification de Y telles que pour chaque strate Xi, la restriction

soit une submersion surjective sur une strate de Y. Supposons que X
soit irréductible, et notons X ° la strate dense de X. L’espace tangent en x
à la fibre = f -1 ( f (x)) ~ Xi, noté est appelé espace tangent
relatif.

Considérons une strate Xi, elle est contenue dans l’adhérence de X°.

1.4.2. Définition (Thom). - On dira que le couple (XO, Xi) satisfait
la condition A f au point x de Xi si pour toute suite de X ° tendant
vers x, on a, q uand la limi te existe,

On dira que le couple (X °, Xi ) satisfait la condition A f, si cette condition
est satisfaite en tout point de X2.

1.4.3. Définition (voir [Sabl, §1.3]).2014 On dira que le morphisme f
admet une bonne stratification s’il existe une stratification analytique com-
plexe (Xi) de X BX °, telle que pour tout Xi, le couple (XO, Xi) vérifie la
propriété A f de Thom.

1.4.4. H. Hironaka ([Hi2, Th. 1 , §5], voir aussi [HMS, Th.4.1.3]) a donné
une condition suffisante pour l’existence d’une bonne stratification. C. Sab-
bah ([Sabi, Th. 1.3.1]) a prouvé que la condition de non-éclatement en codi-
mension 0 de f est nécessaire et suffisante pour avoir une bonne stratifica-
tion.

Dans [HMS,§4], est précisée la conséquence suivante du théorème
d’Hironaka qui décrit le comportement d’espaces conormaux par change-
ment de base. Pour ce fait, soit 7r : : Y --~ Y un morphisme analytique. No-
tons C = xy F et X = X xy V les produits fibrés, r : : C --~ X
et / : : X --~ Y les morphismes naturels.

LEMME ([HMS,§4]). - Si le morphisme f est sans éclatement en codi-
mension 0, alors chaque composante irréductible r de C s’identifie avec
l’espace conormal relatif au morphisme f : T(r) --~ ~’ (pour le plongement
naturel de X dans M x Y Y).

1.4.5. Remarque ([Sabl]). - Si f X --~ S est un morphisme propre
analytique et S est une courbe lisse, alors f admet une bonne stratification.



2. Construction de Brasselet,
relèvement de champ de repères relatifs

2.1. Décomposition cellulaire

2.1.1. On désignera par en la boule fermée euclidienne unitaire de R’~ et
par Ben la sphère euclidienne unitaire de Rn . Une décomposition cellulaire
K d’un espace topologique X est la donnée

a) d’un recouvrement fermé et localement fini K de X dont les éléments
sont appelés cellules;

b) pour chaque o~ E K d’un homéomorphisme c~ : en --~ o~ pour un

n convenable appelé dimension de cr, tel que soit le bord de o~ (en
tant que variété à bord), noté L’intérieur d’une cellule est appelé cellule
ouverte. Les cellules ouvertes forment une partition de X.

c) Si cr, u’ E K, l’intersection a n (1’ est une cellule si 03C3 ~ 03C3’ ~ 0.

d) Si a E K, le bord 97 est une réunion finie de cellules.

Soient cr et ~’ deux cellules, on dit que a’ est une face de cr, et on note
03C3’  a, si a’ = a ou 03C3’ C Remarquons que si a’ est une face de 03C3 alors
dim(a’) x dim(a).

On obtient ainsi un CW-complexe de type particulier. Les axiomes b)
et c) n’étant en général pas exigés dans la définition d’un CW-complexe.

2.1.2. Dans toute la suite, on exigera, lorsque X = M est une variété
de classe que les homéomorphismes § sont de classe C 1.

De plus, on supposera avoir choisi un point il à l’intérieur  de chaque
cellule a. Le point il est appelé centre de 03C3 (si la dimension de a est nulle,
a est un point, r = cr et il = cr). Etant donnée une cellule a de K, à toute
suite ai - 72 -~ - - - -~ ak de faces incidentes strictes de u, on associe un

simplexe dans a de sommets Q1, î~2, - - - , ~~. On notera  ~1, â~2, ~ ~ - , ~k >
le simplexe associé. On obtient ainsi une subdivision 0394(K) appelée subdi-
vision barycentrique de K, ce qui permet de construire, classiquement, une
décomposition en cellules duales D(K) de K. Pour toute cellule a de K, la
cellule duale D(a) est la réunion

On a D(o-)ncr = {5-}.



2.1.3. Décomposition cellulaire d’un espace stratifié.

Soit (Xi) une stratification d’un espace analytique X et K une décomposition
cellulaire de X. On dit que la décomposition cellulaire K est compatible avec
la stratification (Xi) si toute cellule ouverte de K est contenue dans une
seule strate.

2.2. Morphisme cellulaire

2.2.1. Soit f : : X -~ Y un morphisme analytique et K (resp. L) une
décomposition cellulaire de X (resp. Y). On dit que f est cellulaire si pour
toute cellule a de K,

b) f(l1) C T et : cr ---~ T est une submersion.

Notons = dim(a) - dim( f(a)) la dimension relative de la cel-
lule a.

2.2.2. Remarque. - On a les propriétés suivantes,

1 ) D’après le premier lemme d’isotopie de Thom, f induit une fibration
triviale de 11 sur T.

2) Si = 0, alors f(âa) = a ( f ( ~ ) ) dans ce cas, on dira que a est
f -horizontale.

Si > 0, alors f(~03C3) = et 03C3 admet des faces f -horizontales
sur f (~).

3) Comme conséquence de 1), la trace de K sur chaque fibre X y de f
définit une décomposition cellulaire de Xy . .

4) Quitte à raffiner K, on peut supposer que pour chaque face T’ de
T = f (~), la trace a’ = a n f -1 (T’) est une face de a. Par abus de notation,

f -1 (T’) signifiera la cellule dite face dominante de 03C3 sur T’ (voir
Fig. 1 ) .

2.2.3. Supposons de plus que le morphisme f soit stratifié. On dira que
le morphisme stratifié f est cellulaire si :

a) K (resp. L) est compatible avec les strates de X (resp. Y) ;

b) f est cellulaire.



Fig. 1.

ui = ABC.

L’application f est telle que , f ( a 1 ) = ~ X ~ , f ( A’ B’ C’’ ) = YZ et que f ( ~’ ) = T’ .
On a f -1 (T’) = ~’ U o’1. Mais, la face dominante sur T’ est ~’ = f -1 (T’) 

2.2.4. Considérons un morphisme f X - Y stratifié et cellulaire. On
suppose de plus que l’on s’est donné un plongement fermé ~ : X 2014~ M, où
M est lisse et munie d’une décomposition cellulaire que l’on notera encore
K induisant la décomposition cellulaire K de X. On suppose avoir choisi
pour chaque cellule de K (resp. L) un centre (voir §2.1.2) de sorte que f
envoie centre sur centre. On obtient ainsi des subdivisions barycentriques
L~(K) et ~(L) de telle sorte que, pour tout simplexe de 0(L), son image
inverse par f soit une réunion des simplexes de L~(I~) (voir Fig. 2). .

Ces conditions impliquent que les simplexes de 6(K) sont les plus Ver-
ticaux" possibles. Par exemple, si les cellules cri - 03C32  ...  03C3p ont tous

pour image T, alors le simplexe  îr2, ... , Op > s’envoie sur le centre T.

2.2.5. Lemme. - Le morphisme analytique f : X ~ 5’ où S est une
courbe lisse, possède une décomposition cellulaire.

Démonstration. D’après le théorème de Teissier ~Tel~, pour tout mor-
phisme f, , il existe une modification 7r : S --> S composée d’une suite



d’éclatements, telle que le morphisme / : X - S obtenu par le change-
ment de base par 7r soit triangulable. Or toute modification de ce type
d’une courbe lisse est un isomorphisme. On en déduit que f lui-même est
triangulable et donc possède une décomposition cellulaire. Cl

Fig. 2.

Dans cet exemple, notons T = A’B’C’ et Q = ABCD.
L’application f est telle que f(AD) = {A’~. Le simplexe HO a A’O’ pour
image et l’image du simplexe DO est contenue dans A’G’O’.

2.3. Par la suite, on décrit la construction de cellule duale relative (Brl, §4].

2.3.1. Centre relatif 

Soit u une cellule de K contenue dans X, on construit d’abord le cen-
tre relatif tel que pour chaque point y situé à l’intérieur de T =



f (~), l’intersection n Uy soit un point ây appelé centre de ay. Par
conséquent, l’intérieur de C f (cr) est homéomorphe à T. Il est un relèvement
de T dans o~.

Pour cela, considérons toutes les séquences possibles de faces de T : :

avec dim(Ti)  dim(Ti+1) pour 0 ~ i  p et la cellule si dans f-1(T2) r1 ~
est de dimension la plus grande possible telle que :

On considère alors, toutes les séquences possibles de faces de cr : :

pour lesquelles dim(uk)  dim(O’k+1), et les Uk sont des 5,. Le centre relatif
est la réunion de tous les simplexes associés  âl, ... , >.

2.3.2. La cellule duale relative est définie comme la réunion

On note Bf(Q) le bord de Af(Q) et Af(Q) (resp. Bf(Q)) la trace de
Af(Q) (resp. Bf(Q)) dans f-1(T) avec T = f(Q). On remarque que Bf(Q)
est le bord "relatif’ de Af(Q), c’est-à-dire, la réunion de bords des fibres
Af(Q)y = Af(Q) n f-1(y) pour y E T.

2.3.3. Lemme. ((Brl, ~4. Lemme 3])

1) sont des produits sur T. .

2) Bf(Q) = U Af(Qi) où i décrit l’ensemble d’indices tels que Q ~ Qi et
i

= f(a) .

3) Si a ~ a’ et f(Q) = f(Q’), alors Af(Q) ~ Af(Q’).

4) D(o) C Af(o).

2.3.4. Subdivision barycentrique relative.

On sait que le morphisme f n’est en général pas cellulaire pour les sub-
divisions barycentriques 0(K) et 0(L). Nous allons construire, à l’aide de



~(K) et 4l(L), une subdivision relative telle que f soit cellulaire
pour ~ f (K) et Un élément de est appelé simplexe relatif.

Pour cela, soit a une cellule de K telle que f(u) = T. D’abord, tout
simplexe 6 E 0(K) contenu dans la fibre Uf = U n f -1 (T) est élément de
~ f(I~). Un tel élément est de type  ~rl, - - - âp >, où = T pour

Maintenant, considérons un simplexe p =  T1, - - - Tq > contenu dans T.
Notons la face dominante de 03C3i sur Ty. Par récurence, est la face
dominante de 

1 sur Tjk (pour q > ji > ... > j ~ > 1). Notons 6p
la réunion des simplexes dont les sommets sont des centres Alors
b p est un élément de ~ f (K) . C’est le saturé simplicial de

~ ~i31 . . ~ j ~ ,1  1 x p,1  j k  ...  ji x q, ~ . Il est clair que l’intérieur de 6p
est homéomorphe au produit p x 6 et que f (bp) = p. En fait, puisque f ~~
est une fibration triviale, on a une projection 7r : : CI --~ UT compatible avec
la subdivision L~(K). Le simplexe relatif 6p est alors wl (b) n f -1 ( p). On
notera aussi 6p = 7i, - " , Tl, ... , Tq >. Dans la figure 3, on donne de
tels exemples de subdivisions relatives.

Remarque. - Il est évident que

1) le centre relatif C f (u) est la réunion des simplexes relatifs de forme
 y; TI, ... , > où TZ -~ T = pour 1 fi 2 fi qi

2) la cellule duale relative est la réunion de tous les simplexes
relatifs de forme

2.3.5. Lemme. - 1) Notons Ky la décomposition cellulaire de Xy in-
duite par K. Si l’on note C f(Q) = {ây ~ y E T} avec T = f (Q), alors Cf(Q)
est l’intérieur de Cf(Q) et donc Cf(Q) = Cf(Q).

2) Notons D(ay) la cellule duale de ay dans D(Ky), alors =

f-1(y) = D(Qy). . De plus, si Q est de dimension relative k, alors
Af(Q) est de dimension p = 2m - k, où m est la dimension (complexe) de
M.

3) D(r) n f-1(T) = D(aT) = Af(Q)T. De plus, si T est de dimension
maximale dans Y, alors D(cr) = 

Démonstration.-- La partie 1) est une conséquence directe de la Remar-
que 2.3.4.



Fig. 3.

Les Sèches verticales donnent les subdivions normales. Les flèches obliques
donnent les subdivisions relatives.

2) On remarque qu’un simplexe by de ~ (Ky ) est la trace d’un simplexe
relatif 5 sur la fibre f -1 (y). D’après la Remarque 2.3.4, on a =

puisque les simplexes et les simplexes de 
sont identiques. D’où l’assertion 2).

3) D’après §2.3.4, = U  ~1, - - - T >, est la réunion des sim-

plexes relatifs "verticaux" sur T. Un tel simplexe relatif est évidemment con-
tenu dans f -1 (T ) et dans D ( ~ ) Réciproquement, un simplexe  ~1, - ~ - , â~~ >
contenu dans s’identifie à un simplexe relatif  ~ 1, - - - , T >.

D’où l’assertion 3). 0



2.4. Composé de deux morphismes cellulaires

2.4.1. Soit : X ~X un morphisme analytique. Notons g = f o 7r
le morphisme composé, M une variété lisse dans laquelle est plongé X et
K une décomposition cellulaire de M compatible avec X. Supposons que le
morphisme ~r soit cellulaire relativement aux décompositions cellulaires K
et K. Considérons une subdivision barycentrique L~(K) de K satisfaisant
les conditions de §2.2.4.

A priori, le composé de deux morphismes cellulaires ne satisfait pas la
propriété 4) de la remarque 2.2.2, i.e., si T’ est face de T = g{â~), dans
l’intersection n ~, on peut avoir deux cellules de dimension max-
imale dominantes sur T’ (voir Fig. 4). On doit dans ce cas raffiner les
décompositions cellulaires pour que le composé satisfasse encore cette pro-
priété. On peut alors construire les cellules et .

Fig. 4.

Dans cet exemple, = BC U CD. Il faut "couper" la cellule ABCD
par les cellules AO, OC, EO, OF etc.

2.4.2. Lemme ([BS, Proposition 5.7]). - Pour toute cellule ~ de K, soit
y un point de l’intérieur de T = Alors = où ~

décrit l’ensemble des cellules x-horizontales de K contenues dans 



2.4.3. Proposition. - Avec les hypothèses et notations de §2.4. 1, pour
toute cellule a de K, on a ~r-1 (A f (a~) ) = où ~a décrit l’ensemble

a

des cellules 03C0-horizontales de K contenues dans 03C0-1(03C3).

Démonstration. C’est une conséquence directe du Lemme 2.4.2 et du
Lemme 2.3.5. D

2.5. Champ relatif de repères et construction de Brasselet

2.5.1. Reprenons les hypothèses et les notations de §2.2.4. Soit x un
point dans la strate Xi C X, notons l’espace tangent relatif en

point x. Le sous-espace T f de T M défini par la collection des pour

x dans X est muni d’une projection 7r : T f --~ X. Pour un entier positif
r, on note T f l’espace fibré en variétés de Stiefel des r-repères de T f sur X. .
Autrement dit, un élément de est un r-uple de vecteurs linéairement
indépendants tangents à la fibre où Xi est la strate contenant x. De

même, on note TT M l’espace fibré en variétés de Stiefel des r-repères de
TM sur M.

2.5.2. Notons A la réunion des cellules duales relatives pour

toutes les cellules 03C3 de dimension relative réelle 2(r - 1) de K. Un champ
de r-repères relatifs x sur A est une section continue de TT M au-dessus de
A telle que sa restriction à A n X soit une section de Tf. . On a construit
dans [Brl, §5], un champ particulier x de r-repères relatifs par la méthode
de M.H. Schwartz. Ce champ est appelé champ radial relatif, il est sans

singularité au-dessus des bords relatifs B f (~). D’autre part, dans chaque
fibre de il a au plus une singularité isolée, celle-ci étant ây .
Ses singularités sont donc situées sur la cellule 

L’indice relatif du champ x au point x est l’indice de sa restriction à
au point x. Celui-ci est défini comme dans le cas absolu

(voir [BS] par exemple).

L’indice relatif du champ x en y ne dépend pas du point y choisi dans
l’intérieur de f(a) et ne dépend que de ~. On le note ~c~.

2.5.3. Considérons une cellule u de dimension relative 2(r - 1) telle

que T = f(u) ne soit pas de dimension maximale. Soit T’une cellule de
L admettant T comme face. Notons l’ensemble des cellules o~’ de

dimension relative 2 (r -1 ) admettant a comme face, et telles que f (~’ ) = T’ .
On a le résultat suivant :



PROPOSITION ( [Brl , Prop. 1]). - L’indice est égal à la somme ~ pa,
des indices du champ X évalué sur toutes les cellules duales relatives Af(Q’)
des o’ dans J (T’ a). .

2.5.4. Notons x2(r-1) le squelette de dimension relative 2(r - 1) de
K, Le., la réunion des cellules de dimension relative 2(r - 1). Soit d la
dimension relative de X et posons p = d - r + 1. Etant donnée une fonction
constructible bivariante a, supposons que la décomposition cellulaire K de
X est a-adaptée, c’est-à-dire que a est constante sur l’intérieur de chaque
cellule de K. Posons c(a) = ~ où la somme est prise sur toutes

7

les cellules u de dimension relative 2(r - 1). Dans [Bri, Proposition 3] est
démontré que c(a) est un cycle bivariant, et le théorème principal de ce
travail en fournit une autre démonstration. On note encore c(a) la classe de
ce cycle dans le groupe d’homologie bivariante H-2(r-1) (~’2(r-1) ~s~, Soit
zz(,.-i) : X2~’’-i) --~ X l’inclusion canonique, on note l’image directe
de la classe c(a) dans le groupe d’homologie bivariante H-2(’’-i>(JC ~ S).

DÉFINITION ([Bri]).2014 La classe c~(~) e ~’~~’~(X 2014~ S) est ap-
pelée classe de Chern bivariante de degré p de la fonction constructible
bivariante a.

2.6. Représentation cohomologique
de la classe de Chern bivariante

2.6.1. Fixons un plongement fermé et relatif de X dans une variété
lisse S x M. Désormais, nous notons K une décomposition cellulaire de
S x M, compatible avec X. . Ainsi, les constructions seront basées sur la
décomposition cellulaire K de S x M. Par identification de H-2(’’-1) (X -
S) avec H2~"‘-’’+i)(,S x M, (S x M)BX), le cycle c(a) de §2.5.4 correspond
à un cocycle dont l’évaluation sur une fibre Af(Q)y de la cellule duale
relative Af(Q) est égale à :

Elle ne dépend donc pas du point y choisi dans l’intérieur de f(u). On se
permet, par abus de notation, d’écrire ce cocycle sous la forme suivante :

où la somme est prise sur toutes les cellules a de dimension relative 2(r 2014 1),
et bbiv(Af(o)) signifie la cochaîne de M, (S x M)BX) prenant
la valeur 1 sur chaque fibre pour y dans l’intérieur de f (Q).



2.6.2. Remarquons que les cellules duales relatives Af(Q) ne forment pas
une partition de S x M. Cependant, les cellules A) (u) = Af(a) f1 f-1(f)
avec T = f(u) en fournissent bien une. Ce qui signifie donc que l’écriture de

a un sens, c’est-à-dire que la somme formelle ci-dessus représente bien
une cochaîne de x M, (S x M)BX). Le lemme 4.2.3 justifiera
que est un cocycle.

LEMME.- La pème classe de Chern bivariante est représentable
par le cocycle 

2.7. Relèvement du champ de repères relatif

Dans ce paragraphe, on va relever le champ de r-repères relatifs défini
au-dessus de A C X en r sections linéairement indépendantes du fibré tau-
tologique Et de au-dessus de 1r-1(A) (cf. §1.3.1).

2.7.1. Remarquons que le fibré Et est un sous fibré du fibre 
c’est-à-dire du produit fibré x x On a une projection na-
turelle 7r* : Et ---> définie par = v, où  E 
x = et v E TxM. On suppose que le sous-espace Tf de TM est obtenu
à partir d’une bonne stratification (voir §1.4.3). D’après la Remarque 1.4.5,
si l’espace but est une courbe lisse, on peut toujours avoir une bonne strat-
ification.

PROPOSITION. - Avec les hypothèses et les notations ci-dessus, on a

a) Etant donnés x E X et X(x) E Tf(x), pour tout point fi E 1r-l(x), il
existe un unique vecteur de E1 tel que ~*(X(~)) = X(x).

b) Si X est une section de Tf au-dessus d’une partie A de X, alors X
définit une section de Et au-dessus de A = ~r-1(A).

Démonstration.

a) Considérons le produit fibré x x T f de p : Tf - X et de
7T : -~ X. L’espace Tf étant plongé dans pour montrer la

proposition, il suffit de montrer que x x Tf est plongé dans Et. Si
c’est le cas, on a un diagramme commutatif :



et le relèvement est naturellement défini par le produit fibré, Le. par x(x) _
(x~ X~~))~

Pour tout point (~, v) de xX Tj, supposons que x = soit
dans la strate Xi, le vecteur v est donc dans l’espace tangent relatif 
Soit X° la strate dense de X sur laquelle f est de co-rang maximum. Par
définition de le point x est une paire (x, H) telle qu’il existe une
suite de points de X ° tendant vers ~ et que H soit la limite des espaces
tangents relatifs Txk quand xk tend vers x. D’après la condition A f
de Thom, on a C H et donc v E H. Ceci montre que le point (i, v)
est dans Et, d’où, Xx Tf cEt.

b) Evidemment, si x est un champ continu, alors la section X construite
comme ci-dessus est aussi un champ continu. D

2.8. Classe fondamentale bivariante

Dans ce paragraphe, on explicite un cocycle de la classe fondamentale bi-
variante.

2.8.1. Définition. - Soit f : X - S un morphisme analytique de
dimension relative d. La classe fondamentale bivariante de X est la classe

(X~ f en homologie bivariante telle que, pour tout point y de
S, l’image réciproque j00FF((X~ f) par l’inclusion jy : (y) ---~ S soit la classe
fondamentale de la fibre Xy dans H2d(Xy ) .

Cette notion de classe fondamentale bivariante a été introduite par J.-L.
Verdier ([Ve2]), D. Barlet([Ba2]) et M. Kaddar( [Ka] ) sous le nom de "classe
fondamentale relative".

2.8.2. Remarquons que tout morphisme analytique propre surjectif f : :
X --~ S avec X irréductible et S une courbe lisse est plat ([Hil]). En
particulier les morphismes fi z : Z -i S et f o vf : --~ S sont

plats, où Z est un cycle de X tel que la restriction du morphisme f sur
chaque composante irréductible de Z soit ouverte (ainsi, Z est un cycle
bivariant d’après Sabbah, voir §3.1.1). D’après les théorèmes de [Ve2] ou
[Ba2], leur classe fondamentale bivariante sur S est bien définie.

2.8.3. On peut aussi voir cette classe fondamentale bivariante de la
façon suivante : avec les notations de §2.6.1, considérons la cochaîne r =

~ 6(D(Q)), où la somme est prise sur toutes les cellules Q de dimension
maximale dans X, et où 5(D(cr)) désigne la cochaîne élémentaire associée
à la cellule duale D(cr). La cochaîne r est un cocycle dont on note [r] la
classe dans x M, (S x M)BX) = 



THÉORÈME. - Soit f : X -> S un morphisme analytique propre de di-

mension relative d, où S est une courbe lisse. Alors la classe [r] E ~S)
est la classe fondamentale bivariante [X]/.

Démonstration. - Nous montrons d’abord qu’il existe un ouvert dense
U de S, tel que si jy désigne l’inclusion d’un point y de U dans S, alors
l’image réciproque est la classe fondamentale de Xy.

Prenons pour U la réunion de toutes les cellules ouvertes de dimension

maximale de L, c’est un ouvert dense de S. Remarquons que pour tout
point y de U, la décomposition K induit une décomposition cellulaire Ky
de {y~ x M compatible avec Xy. D’après le Lemme 2.3.5, les cellules duales
D(uy) = Af(Q)y de Q~ dans {y} x M, pour tous les points y à l’intérieur
de T = f (~), forment une famille D de cellules, toutes homéomorphes à
D(cr) = D(TT). Pour tout point y de U, le cocycle r induit donc un cocycle
ry = ~ ô(D(Qy)) de Xy où la somme est prise sur l’ensemble des cellules a
telles que Xy fl u = uy soit non vide (de dimension maximale dans Xy). La
classe du cocycle ry est la classe fondamentale de Xy dans H2~"’’-d~({y} x
M, {y} x H2d(Xy), par isomorphisme d’Alexander ([Br2]).

Notons T un voisinage tubulaire de X dans S x M formé des cellules
fermées a tels que 03C3 n X ~ 0. Alors

~~Y~ f E x M, S x MBX ) - (T, TBX ) - (T, âT),

par excision et rétraction de TBX sur 8T.

Dans ce dernier groupe de cohomologie, ~X~ f est représentable par un
cocycle r’ = où dim(D(u)) = 2(m - d), c’est-à-dire où a
décrit les cellules de dimension maximale de X.

Pour y E on a un cocycle

Par isomorphisme d’Alexander écrit pour Xy C ~y~ x M, on obtient un cycle

03A3 n03C303C3y, où u décrit les cellules de dimension maximale de X telles que

f(a) = T. Par définition de [X]f, ce cycle est un représentant de la classe
fondamentale de Xy . Or, cette dernière est représentable par un unique cycle
en homologie cellulaire H2d(Ky), et celui-ci s’écrit ~ où la somme porte
sur toutes les cellules o~y de dimension maximale dans X y . On en déduit
n~ = 1 pour toute cellule u, donc r’ = r. D



3. Construction de Sabbah

On rappelle maintenant les constructions et résultats de C. Sabbah.

3.1. Cycles bivariants

3.1.1. Définition ([Sab2], [Sab3]).2014 Soit f : X --> S un morphisme
analytiq ue propre avec S une courbe lisse. Soit Z = ~ ni Zi un cycle de X ,
où Zi est un sous-espace analytique fermé irréductible de X pour tout i.
On dit que Z est un cycle bivariant si, pour toute composante Zi de Z, la
restriction est un morphi’sme ouvert.

On note f ( Z ou simplement Z le cycle bivariant associé, et Z(X ~S’)
le groupe abélien libre des cycles bivariants.

Une définition des cycles bivariants pour un morphisme analytique pro-
pre est donnée à l’aide de l’espace conormal relatif ([Sab3]). Elle est com-
patible avec celle donnée ci-dessus dans le cas où l’espace but est une courbe
lisse.

Dans toute la suite, les constructions seront faites sur les éléments de
la base canonique du Z-module libre Les constructions ainsi
effectuées s’étendent par linéarité.

3.1.2. Rappelons la définition de la spécialisation des cycles. Soit jy :
y ~ S l’inclusion d’un point y de S. Soit f|Z un cycle bivariant. Le
morphisme étant surjectif sur S, est sans éclatement en codimension 0.
D’après le lemme 1.4.4, toute composante irréductible de l’espace M)y
est l’espace conormal d’un sous-espace analytique de Xy. On associe alors
à f (Z le cycle de Xy tel que l’on ait = 

On appelle la spécialisation de au dessus de y.

3.2. Obstruction d’Euler locale relative

3.2.1. La notion d’obstruction d’Euler locale relative, dûe à Sabbah
[Sab3], est définie comme suit.

DÉFINITION ([Sab3, §3]). 2014 Soit un cycle bivariant, pour tout point
x E on définit l’obstruction d’Euler locale relative Eu f (Z, x) de Z au
point x comme étant l’obstruction d’Euler locale x).

L’obstruction d’Euler locale relative duale est définie par



3.2.2. Théorème. ([Sab3, Th.4.1]) Pour tout cycle bivariant l’obs-

truction d’Euler locale relative est une fonction constructible

bivariante. On définit ainsi une transformation de Grothendieck entre la

théorie des cycles bivariants Z(X -a S) et la théorie des fonctions con-
structibles bivariantes 7(X - S). C’est un isomorphisme.

3.3. Classe de Chern bivariante de Sabbah

3.3.1. Soit Z un cycle bivariant irréductible et réduit. Notons d sa di-
mension relative. Pour tout entier p compris entre 0 et d, on pose q = d - p.
Soit vj : -~ Z la transformation de Nash relative, et notons g
le morphisme composé f o vp. La classe fondamentale bivariante [Nj (Z)]g
existe dans (cf. §2.8.2). D’autre part, soit 8 le fibré de
Nash relatif au-dessus de Nf(Z), la classe de Chern c9(B) est une classe dans

En utilisant le produit bivariant,

~ 

E Notons Inc : Z ~ X l’inclusion,

on obtient une classe := Inc*vf* ~ ~Nf (Z))9) dans H-2p(X LS).
3.3.2. On remarque que, pour tout point y E S, on obtient par image

réciproque une classe dans = HZp(Xy). Cette
classe n’est autre que la classe de Chern-Mather .

3.3.3. Définition. ([Sab2], [Sab3]) Soit f : X --> S un morphisme
analytique propre, soit Z un cycle bivariant. La classe de Chern bi-

variante de Z est la classe bivariante dans ----~ S). La 
classe de Chern bivariante d’une fonction constructible bivariante a

est la classe .

4. Coïncidence des deux constructions

Dans toute la suite, on considère un morphisme analytique f : X ---~ S
où S est une courbe lisse. Fixons un plongement relatif de X dans une
variété analytique M, et prenons les hypothèses et les notations de §2.6.1.

4.1. Obstruction d’un champ de repères et celle de son relevé

Soit Z un cycle bivariant dans On établit dans ce para-

graphe, une relation entre l’indice d’un champ de repères relatif et l’obstruc-
tion de son relevé sur établissant ainsi un résultat analogue à celui



de [BS]. Pour cela, on considère la définition topologique de l’obstruction
d’Euler locale relative comme dans [Sab2, §4.7] à l’aide de l’espace conormal
relatif.

4.1.1. On fixe une métrique hermitienne C°° sur M. Considérons une
boule Be (x) assez petite centrée en x et posons U = dans

M). On remarque que, comme le morphisme T f est analytique,
le bord âU de U est l’image inverse par T f du bord Choisis-
sons de plus la boule Be(x) géodésique. On peut définir un champ C°° réel
de vecteurs sortants sur par v(y) = , où y est un point quel-
conque de et ~ est le vecteur dans l’espace tangent réel TyM.
Pour £ assez petit, la restriction de ce champ à Be (x) n se projette sur

(la collection des espaces tangents aux strates de . Notons
~9 l’image de cette projection. Elle est non nulle sur . On peut
relever à sur U comme section du fibré réel sous-jacent de E (qu’on note
encore E) non nulle sur 9C/. On obtient une section s (U, âU) --~ (E, E* ),
où E* désigne le sous-espace des vecteurs non-nuls de E. Soit wE la classe
de Thom de la paire de fibrés (E, E*), Le. la classe d’obstruction fonda-
mentale de (E, E*) dans H2(m-1) (E, E*), on obtient une classe s*wE de
H2("~-1) (U, 8U). L’évaluation de cette classe sur la classe fondamentale

est un entier égal à (cf. ~Sab2~).
4.1.2. On peut obtenir l’obstruction d’Euler locale relative via le trans-

formé de Nash relatif de façon analogue à [BS]. Cela n’est pas trivial car la
fibre du transformé de Nash relatif N f ( Z) y peut être différente du trans-
formé de Nash de la fibre spécialisée .

Pour cela, on reprend les notations de §4.1.1, notons V = n

et son bord âV = n dans Nf(Z). La projection
~9 du champ radial sur peut aussi être relevée au dessus de V
comme section du fibré de Nash relatif 8 réel sous-jacent, non nulle sur âV.
On obtient alors une section t : (V, âV) --~ (8, 8* ). Soit we la classe de
Thom associée au fibré 8, on obtient une classe de H2d(V, 8V) .

4.1.3. Proposition. - La classe d’obstruction évaluée sur la classe
fondamentale est un entier égal à .

Démonstration. On considère le diagramme cartésien suivant :



L’espace M) est aussi le projectifié de l’espace total du fibré F noyau
de v fT * M --~ 8’ --~ 0.

Sur Pf (Z, M), on a deux fibrés image réciproque : et p*E. Notons
( U, aU) = ôU) = 8V) . Comme le problème d’obstruction est
local, on peut identifier la variété M avec C"~ et identifier sur U le fibré
p* E avec le sous-fibré en hyperplans du fibré trivial U x C"~ . Le fibré 7r*0
est alors naturellement un sous fibré de p* E.

Le fibré tautologique O(-1) étant naturellement sous-fibré de 7r*F et
de M, le quotient M/ C~ ( -1 ) coïncide avec p* E ‘ En prenant
les quotients des fibrés dans la suite exacte de fibrés sur U : :

on obtient une suite exacte

Par dualisation on a une suite exacte de fibrés :

où Vi est le fibré dual ~~r*F/C~(-1)~ ", de rang m - d -1.

D’une part, on a deux relevés de sections sur (U, 8U), l’un est le relevé
s o p de la section s par p comme section du fibré p*E; l’autre est le relevé
t o ~r de la section t par 7r comme section du fibré ~r* 6. On remarque que
s o p coïncide avec l’image par l’inclusion  de t o 1r.

D’autre part, on a deux classes d’obstruction. L’une p*s*wE E 
(U, 8U) est la classe d’obstruction à étendre s o p à U et l’autre E

H2d(U, âU) est la classe d’obstruction à étendre t o 7r à U.

On utilise alors la formule de classes d’obstructions pour une suite exacte
de fibrés, (voir [GS, §4.2] par exemple). En remarquant que la classe d’Euler
du fibré Vp est la classe de Chern de degré maximal (Vp ), on obtient

Or, on a les égalités suivantes :



où la dernière égalité vient du résultat suivant (voir [Sab4] par exemple):
Soit F un fibré vectoriel complexe de rang n sur X, et P(F) le projectifié

de F. Si 7r : : P(F) ---~ X désigne la projection, on a une inclusion naturelle
du fibré tautologique O ( - 1 ) dans 7r*F. On note VF le fibré quotient et Vi
son dual, on a alors dans H* (X, Z) les égalités :

Les égalités (1), (2) et (3) nous donnent (-1)"‘-d-lt*c~e. [V] = 
Eû f(Z, x), donc ~ [V] = en rappelant que =

D

4.1.4. Relation entre obstruction d’un champ de repères relatifs et celle
de son relevé sur Nf(X).

La variété S x M étant munie d’une décomposition cellulaire K com-
patible avec X, comme dans §2.5.2, on note A la réunion des cellules duales
relatives Af(Q) des cellules cr de dimension relative 2(r -1). La trace AnX
est de dimension relative 2q = 2(d - r + 1). Soit x’’ un champ radial de
r-repères relatifs défini sur A. Ce champ n’est pas à singularités isolées,
cependant sa restriction à chaque fibre l’est. Supposons x E A, on note

x) l’indice en x de la restriction de X’’ à la fibre contenant x (cet in-
dice est défini comme dans [BS], en tant qu’indice d’un champ radial sur
un ensemble stratifié). On utilise la proposition 2.7.1 pour relever ce champ
radial en une section X’’ du fibré or (dont la fibre est la variété de Stiefel
Wd,r des r-repères de l’espace Cd) au dessus de

Cet espace est de dimension réelle 2q.

La section xT n’a pas de singularité sur le bord de V’

Par construction du champ radial, les singularités de ~r sont seule-
ment des zéros du dernier vecteur vr, c’est-à-dire que les r - 1 premiers
vecteurs de x’’ forment un champ de (r-1)-repères sans singularités.
Les relèvements sont linéairement indépendants sur V’. Ils engendrent
donc un sous-fibré de rang r - 1 du fibré 03B8 au-dessus de V’. Notons 9’ le
quotient de 8 par ce sous-fibré. Il est de rang d - r -~ 1. La dernière section ijr



détermine une section de (J’. Soit la classe de Thom associé au fibré 8’,
on obtient ainsi une classe E HZ{d-’’+1~ (V’, âV’), dont l’évaluation
sur la classe fondamentale [V’, 8V’] est un entier noté Obs(r, V’) .

4.1.5. Théorème. V’) = - Eu f(Z, x).

Etudions d’abord le cas absolu (le cas où le morphisme f est constant).

Soit Z un ensemble analytique de dimension d dans M muni d’une
décomposition cellulaire. On note T : C(Z, M) --~ Z la projection de
l’espace conormal sur Z et le fibré en hyperplans de base C ( Z, M ) . Notons
le relèvement d’un champ radial xr comme section du fibré Er associé
à E au-dessus de U = n Be(x)). Le champ est sans singularité sur
le bord de A n BE (x) . Le relèvement X est alors sans singularité sur le
bord 9!7. L’évaluation sur [U, de la classe d’obstruction à étendre X à
l’intérieur de U est un entier noté Obs (x U) .

4.1.6. Lemme. - Obs(x , U) = x) . Eû(Z, x).

Démonstration. On utilisera les notations suivantes : 9’ (resp. E’) est
le quotient du fibré de Nash 8 (resp. E) par le sous-fibré engendré par les
r - 1 premières sections de r (resp. X) au dessus de V = n BE(x))
(resp. U ) .

On considère le produit fibré :

Sur P(Z, M), on a une inclusion ~ p*E’ , d’où la suite exacte

On remarque que le fibre est isomorphe au fibré dual VF- , de rang
m - d - 1, puisque la suite exacte provient de la suite exacte

et passant aux quotients par le relevé du sous-fibré engendré par les 

En appliquant les arguments de la démonstration de la proposition 4.1.3
aux fibrés ~* 8’ et p* E’, ainsi qu’à leurs sections, on obtient l’égalité :



D’après [BS, on obtient

d’où le lemme. D

4.1.7. Démonstration du théorème 4.1.5. On remarque que

Euf(Z, x) ne dépend que de = ~ niAi, où AZ sont les com-
posantes irréductibles.

Le relèvement ifi induit, par restriction sur chaque composante C(Ai )
de l’espace M) f~~), une r-section xi du fibré EZ, restriction du fibré
E au dessus de C7~ = U’ n C(Ai, ,11 ~ ) D’après le lemme 4.1. 6, on a

D’où le théorème.

4.2. Classe de Chern bivariante d’un fibré

Soit p un entier compris entre 0 et d. Soit F un fibré vectoriel complexe
de rang n sur X et cP(F) la classe de Chern usuelle.

4.2.1. Définition. de H2~-d+p> (X --~ S) obtenue
par produit bivariant est appelée classe de Chern bivariante de F.

Dans ce qui suit nous explicitons deux cocycles dans H2(m-d+p)(S x
M, S x M~X ) qui représentent la classe de Chern bivariante de F. On
reprend les hypothèses et notations de §2.6.1.

4.2.2. A partir d’un cocycle de la classe de Chern usuelle.

Un cocycle ~ de la classe de Chern cP(F) dans peut être obtenu
comme suit : soit r = n - p + 1, on peut construire r sections de F
linéairement indépendantes XT sur le 2p-squelette de 0 (I~) avec des sin-
gularités isolées à l’intérieur des 0(K)-cellules de dimension 2p. Notons Àg
l’indice de XT évalué sur la 2p-cellule , et b( o) la cochaîne élémentaire
associée à g, la classe de Chern cP(F) est représentable par le cocycle
~ = E où g décrit les cellules de 0{I~) de dimension 2p. Les détails
de construction et de raisonnement sont classiques [St]. Par abus de langage,
on appelle x’’ un champ de r-repères.



D’autre part, la classe fondamentale bivariante ~X ~ f est une classe dans
l’homologie bivariante

Le théorème 2.8.3 montre qu’un cocycle de cette classe cohomologique est
r = E 5(D(cr)) correspondant aux cellules D(a) de dimension 2(m-d+1),
associées aux cellules a de dimension maximale dans X.

Dans ce cas particulier, le produit bivariant est défini par le cup produit

Notons 1 = yr le cup produit des deux cocycles. Supposons que l’orientation
sur 0(K) soit comme dans [Br2]. Alors le cocycle F n’est autre que le cocycle
u2(m-d) représentant la classe de Thom ([Br2]) et le cup produit ci-dessus
est l’homomorphisme de Thom.

Soit cr une cellule de K de dimension 2(d-P+1), la cellule duale D(a) est
de dimension 2 (m - d + p), et D(o-) n X est de dimension 2p. Par définition
du cup produit simplicial, l’évaluation  7, D(a) > du cocycle 1 sur D(a)
est la somme des indices Xr évalués sur les 2p-cellules (!
situées dans D(cr) n X. Le cocycle 03B3 est donc la somme 
où a décrit les cellules de X de dimension relative 2(d - p + 1), et 6(D(cr))
désigne la D(K)-cochaîne élémentaire associée à D(7). On a donc le lemme
suivant

LEMME. - La classe de Chern bivariante cP (F) . ~ ~X) f est représentable,
dans

4.2.3. A partir d’un champ de repères relatifs.

Notons x’’ un champ relatif de r-repères défini sur les cellules duales
relatives des cellules a de K de dimension relative 2(d - p), sans
singularité sur les bords relatifs et avec singularités à l’intérieur des

A f(~), isolées dans chaque fibre Notons l’indice du champ X’’
sur il ne dépend que de la cellule ~. On obtient ainsi un cocycle
bivariant y’ = (voir §2.6), où est la cochaîne

élémentaire dans S B ) prenant la valeur 1 sur chaque
fibre 

Considérons une cellule cr de K de dimension 2 ( d - p + 1), il y a deux
cas possibles :



1. Ou bien la dimension relative de a est 2(d - p), c’est-à-dire T = f (Q)
est de dimension maximale 2 dans L (S est de dimension réel 2). D’après
l’assertion 3) du lemme 2.3.5, on a D(a) = Af(Q)T = 

2. Ou bien la dimension relative de a est plus grande que 2(d - p), alors
il existe une cellule a’ de dimension relative 2(d - p), face de a, telle que
f(a) = f(a’) = T. D’après le lemme 2.3.3, on a,

La restriction du champ relatif x’" aux cellules est un champ "ab-
solu" x’’ qui sert à obtenir un cocycle de la classe de Chern cP(F).

Dans le cas 1, XT est à singularités isolées en point à de D(a~) L’indice
~r) est égal à l’indice relatif pu du champ x~’.

Dans le cas 2, x’’ est sans singularité sur D(~). L’indice D(a)) est
donc nul.

Un champ relatif XT de r-repères détermine, d’après Lemme 4.2.2, un
co cycle , de la classe de Chern bivariante cP(F). ~ ~X~ f dans x

M, S x MBX ) .

On peut évaluer le cocycle , sur une cellule duale relative de
manière "bivariante" :

 >biv:= >, où y est un point général de .

Cette évaluation ne dépend pas de la fibre choisie, elle est égale à l’indice
pu Ce cocycle q est donc le même cocycle -y’ = ~ f (o~ ) ) .

LEMME. - La classe de Chern bivariante cP(F) . ~ ~X~ f est représentable
par le cocycle y = ~ où a décrit les cellules de X de di-
mension relative 2(d - p). . D

4.3. Démonstration du théorème principal

Il suffit de montrer le résultat pour le cas où le cycle Z est irréductible.
Soient d la dimension relative Z et p un entier compris entre 0 et d. Notons
g le morphisme composé f o vf --~ S.

D’après le lemme 2.2.5 et les hypothèses du théorème, il existe des

décompositions cellulaires K et K de S x M et S x Gd(TM) compatibles
avec Z et Nf(Z) respectivement, et on peut construire les cellules duales
relatives. Prenons les notations de §2.4.



D’après le lemme 2.6.2, la classe de Chern bivariante de Brasselet 
est représentable dans x M,S x MBX) par le cocycle :

et ce dernier est obtenu à partir d’un champ radial relatif XT.

D’autre part, la classe de Chern bivariante de Sabbah correspondant au
cycle Z est donnée par

On va montrer que le cocycle -y(a) est un représentant de la classe ~ {Z).

D’après la proposition 2.7.1, on peut relever le ehamp x’’ en r sec-
tions linéairement indépendantes x’’ du fibré 8, sans singularité sur les

v-1 (B f {~) ) . D’après la proposition 2.4.3, on peut étendre le relèvementXT à l’intérieur des cellules duales relatives avec des singularités sur
les On note encore x’’ l’extension de ce relèvement. C’est un champ
à singularités isolées dans chaque fibre du morphisme g.

D’après le lemme 4.2.3, le relèvement étendu x’’ du champ x’’ détermine
un cocycle de la classe cP(0) . ~ ~N f (Z)~9. Ce cocycle s’écrit

où la somme porte sur toutes les cellules ~ de dimension relative 2(r - 1 )
de la décomposition cellulaire K de S x Gd(TM). .

D’après la proposition 2.4.3, pour chaque cellule ~ de dimension relative

2 (r -1 ), on a = U A9 (~), où est l’ensemble des cellules

QEh(Q)

vf-horizontales sur ~. On a donc

où, dans les doubles sommes, la première porte sur toutes les cellules a de
K de dimension relative 2 (r - 1 ) . La deuxième égalité provient du fait que



les singularités de X’’ sont à l’intérieur des et se montre comme dans
[BS, Th. 6.1].

Le cocycle Y = est un cocycle de la classe ~ (Z). La somme des
indices est l’obstruction à étendre la restriction X; du champ r

sur une fibre au dessus d’un point y, à l’intérieur de n N f (Z),
pour y à l’intérieur de f (~). Le théorème 4.1.5 de proportionnalité montre
que cette obstruction est égale au produit Eu j ( Z, x) . On a donc

= - Eu f (Z, x) = = ~ a(~) 

puisque le nombre pu est par définition, l’indice du champ xT en
un point x de C f (~). Ceci montre que l’évaluation "bivariante" du cocycle
V sur c’est-à-dire  ~y’, > pour y dans l’intérieur de 
est égale à - cx{a~) On en déduit donc que le cocycle y’ coïncide avec le
cocycle ~(a), ce qui termine la démonstration. D
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