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RÉSUMÉ. - Nous considérons les champs de vecteurs holomorphes de
dimension 2 ayant deux valeurs propres non nulles à l’origine. Il est

démontré que, un facteur inversible près, tous ces champs sont semi-
complets. On classifie aussi les singularités du type col-noeud (une valeur
propre nulle) qui sont semi-complètes. Finalement nous donnons des ex-
emples de champs de vecteurs semi-complets avec une courbe de singu-
larités et tels que le feuilletage singulier induit n’est pas linéarisable.

ABSTRACT. - We consider the singularities of 2-dimensional holomomor-
phic vector fields which have two non vanishing eigenvalues. It is proved
that up to an inversible factor all these vector fields are semi-complete.
We also classify the semi-complete singularities of type saddle-node (one
vanishing eigenvalue). Finally examples of semi-complete vector fields hav-
ing non isolated singularities and non linearizable singular foliations are
provided as well.
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1. Introduction

La différence locale entre une singularité d’un champ de vecteurs holo-
morphe complet et un germe de feuilletage holomorphe (ou un germe de
champ holomorphe quelconque) est essentiellement contenue dans la no-
tion de singularité semi-complète. Cette notion semble être intéressante en
elle-même mais elle s’est aussi révélée très utile pour la compréhension des
singularités des champs holomorphes complets sur les surfaces complexes
(non nécessairement compactes). L’utilité des singularités semi-complètes
résulte d’une part du fait que toutes les singularités des champs complets
sont semi-complètes et, d’autre part, au moins en dimension complexe 2,
du fait que ces singularités peuvent être décrites d’une façon assez précise.
Un exemple de cela sera donné dans l’appendice où nous considérerons les
surfaces de Stein. Un autre exemple joli et récent peut être trouvé dans
[DOT].

Une question naturelle qu’on pose sur les champs semi-complets est
celle de la linéarisabilité. Cet article est consacré surtout à cette question.
Considérons un champ de vecteurs holomorphe X défini au voisinage de
(0, 0) E C2 et supposons que (0, 0) est une singularité isolée de X ayant
deux valeurs propres non nulles. L’une des questions qui ont été à l’origine
de ce papier est celle de savoir si un tel X semi-complet est nécessairement
linéarisable. Cette question est répondue négativement par notre premier
théorème :

THÉORÈME A. - Soit .~’ un feuilletage holomorphe singulier défini au
voisinage de l’origine de C2 et soit w une 1-forme différentielle holomorphe
(à singularité isolée) qui définit .~’. Supposons que la partie linéaire de w à
l’origine possède deux valeurs propres non nulles. Alors il existe un champ
de vecteurs à singularité isolée X, , défini et semi-complet au voisinage de
l’origine, tel que le feuilletage singulier défini par les orbites locales de X
coïncide avec (la restriction de) F.

Autrement dit, le théorème A établit que, à un facteur multiplicatif in-
versible près, tout germe de champ de vecteurs ayant deux valeurs propres
non nulles à l’origine est semi-complet. En particulier, ceci montre qu’un
champ de vecteurs semi-complet n’est pas nécessairement linéarisable (nous
laissons au lecteur le soin de se convaincre que le facteur multiplicatif in-
versible mentionné ne joue, en effet, aucun rôle).

Nous observons que dans [Rebl] et [Gh-Reb], nous avons classifié les
germes des champs de vecteurs holomorphes et semi-complets à singularités
isolées dont les deux valeurs propres à l’origine s’annulent. D’autre part



le théorème (4.1) donne la classification des champs semi-complets dont
précisément une valeur propre est nulle (ces champs ont "nombre de Milnor"
égal à 1, "À" entier et sont analytiquement normalisables). La combinaison
de ces deux théorèmes montre que la classification obtenue dans ces travaux
est optimale.

Par ailleurs, on trouve dans [Reb2] la classification des champs semi-
complets ayant une singularité non isolée. Cette classification est moins
précise lorsque le champ a l’allure X == où f (o, 0) ~ 0 et la
partie linéaire de X’ à l’origine est ny8/ 8y (ni, n sont des entiers
strictement positifs). En effet, dans ce cas là, l’existence de tels champs
qui soient semi-complets, outre le champ linéarisable (i.e. le cas où X’ est
linéarisable), n’est pas évidente. Dans [Reb2] nous avons annoncé l’existence
de ces champs. En fait nous disposons du résultat suivant :

THÉORÈME B. Soient k, m et n des entiers strictement positifs
(l~ > 2). Alors le champ de vecteurs X défini par

est semi-complet au voisinage de l’origine de C~. .

Remarque. Il est intéressant d’observer que ce champ n’est pas semi-
complet pour k = 1, (cf. remarque (5.7)).

Insistons sur le fait qu’un "théorème de réalisation" du style théorème A
est probablement vrai dans ce contexte de singularités non isolées (ce qui
équivaut à dire que, sauf si k = 1, toutes les formes normales de Martinet-
Ramis (voir [M-R2]) restent semi-complètes lorsqu’on les multiplie par .

Nous n’avons cependant pas cherché une telle démonstration. On déduit de
cette famille d’exemples que la classification donnée dans [Reb2] est aussi
optimale.

Comme les théorèmes A et B montrent que la linéarisation n’est pas
toujours possible, le "côté positif" de l’article consiste en le théorème (4.1)
(classification des col-n0153uds) et le théorème (6.3) (sur les Surfaces de Stein).
Cependant l’analyse des cas "plus dégénérés" de champs semi-complets
laisse envisager que peut-être tout ces germes de champs admettent un
prolongement en un champ complet sur une variété adéquate. Nous obser-
vons que, si cela est vrai, alors les théorèmes A et B doivent nous permettre
de découvrir de nouveaux exemples de surfaces complexes (peut-être non
compactes) munies des champs complets avec une dynamique riche.

Je suis très reconnaisant au referee de cet article pour sa patience avec
les premières versions ainsi que pour ses diverses suggestions. En particulier



le referee a trouvé une faute sérieuse dans l’énoncé du théorème (4.1), dans
une version preliminaire, et a aussi indiqué la correction adéquate.

C’est toujours un plaisir de remercier E.Ghys qui a dirigé mes premiers
travaux sur ce sujet.

Une première version de cet article a été rédigé lors d’un séjour de
l’auteur à la "Chuo-University" de Tokyo que j’aimerais remercier pour
son hospitalité. L’auteur a partiellement conduit ce travail pour le Clay
Mathematics Institute.

2. Champs semi-complets et applications développantes

Rappelons qu’un champ de vecteurs holomorphe X défini sur un ouvert
U d’une variété complexe est dit semi-complet dans U s’il existe un ouvert
H C C x U et une application holomorphe 03A6 : 03A9 ~ C  U ~ U (appelée le
flot semi-global de X) qui vérifie :

1. X(p) = d~ (T, p) /dT en T = 0.

2. (Tl +T2 , p) _ , ~ (T2 , p) ) dès que les deux membres sont définis ;

3. si (Ti,p) E ~2 est une suite convergeant vers un point du bord de S~,
alors ~(Ti, p) converge vers le bord de U.

Soit X un champ de vecteurs holomorphe, non identiquement nul, défini
au voisinage U de l’origine de Cn. Les orbites locales de X définissent un
feuilletage holomorphe singulier ,~’ dans U. Les orbites régulières L de X
sont des surfaces de Riemann équipées d’une 1-forme différentielle holomor-
phe dTL, à savoir, celle qui vaut 1 le long de X (en particulier dTL n’est
pas singulière). Rappelons que dTL s’appelle la 1-forme temps. La 1-forme
temps est bien sûr fermée et, à translation près, elle définit une application
D, dite développante, du revêtement universel L de L à valeurs dans C.
L’application D est appelée semi-injective si l’intégrale de dTL le long des
chemins plongés (injectivement) dans L est non nulle.

Dans [Rebl], nous avons montré que l’application développante corre-
spondante à une orbite régulière L d’un champ semi-complet X est semi-
injective. Le résultat principal de ce paragraphe est une sorte de réciproque
de cette afhrmation ; nous allons cependant considérer tous les chemins
ouverts (Le. ceux qui vérifient c(o) ~ c{ 1 ) ) et non seulement les chemins
plongés.



PROPOSITION 2.1. - Soit X un champ de vecteurs holomorphe défini
au voisinage U de l’origine de Supposons que pour toute orbite régulière
L de X et pour tout chemin c : ~0,1~ -~ L tel que c( 0) ~ c( 1 ), , l’intégrale de
dTL sur c est non nulle. Alors le champ X est semi-complet dans U.

Dans la suite, sauf avis du contraire, tous les ouverts seront supposés
connexes. Nous commençons l’approche à la proposition (2.1) par le lemme
suivant :

LEMME 2.2. - Soit U un ouvert d’une surface de Riemann munie d’un
champ de vecteurs holomorphe X qui ne s’annule pas dans U. Soit dT la
1-forme temps associé à X et supposons que :

a) pour tout chemin ouvert c contenu dans U, l’intégrale de dT sur c est
non nulle ;

b) l’intégrale de dT sur tout lacet contenu dans U vaut zéro.

Alors X est semi-complet dans U.

Démonstration. Il s’agit de construire un flot semi-global 03A6 qui soit
engendré par le champ X sur l’ouvert U. Pour cela nous considérons l’appli-
cation I : U x U --~ C définie par

r9I

L’application I est bien définie (i.e. elle ne dépend pas du chemin joignant
x à y) puisque l’intégrale de dT le long des lacets est nulle. Pour chaque
x E U fixé, on définit l’ensemble Ox ç C par Ox = {T E C ; ; I(x, y) = T ~,
pour certain ?/ E U. Il est clair, d’après le théorème d’inversion locale, que SZx
est un ensemble ouvert de C. Nous posons Q = x). Évidemment
Q C C x U, de plus on a :

AFFIRMATION. - 0 est un ensemble ouvert de C x U.

Démonstration de l’affirmation. Soit (To, xo) E SZ. On choisit une
boule Br(xo) de centre en xo et de rayon r > 0 suffisamment petit pour
qu’elle soit contenue dans U. Pour chaque x E nous considérons

l’application donnée par = dT. .

Nous observons que est un difféomorphisme local en ro, et donc
que son image contient un voisinage ouvert de 0 E C. Pour démontrer



l’affirmation 1, il suffit de montrer que, si x est assez proche de ro, alors
l’image de contient un voisinage uniforme de 0 E C. Or, il se trouve

que pour tout y G Br (xo ) on a = + xx0 dT. Comme l’intégrale
de dT sur le chemin (contenu dans Br (xo ) ) qui joint xo à x converge vers
zéro lorsque x converge vers xo, il résulte immédiatement que l’image de

contient un voisinage uniforme de 0 G C pour x très proche de Xo. Ceci
démontre l’affirmation. D

Maintenant nous définissons une application ~ de Q à valeurs dans U
par ~ (T, x) - y, où y) - T . Cette application est évidemment bien
définie. En effet, si yo, 2/1 sont deux points distincts de U tels que I (xo, yo ) _
I(xo, l’intégrale de dT le long d’un chemin plongé dans U et joignant
yo à yi vaut zéro, ce qui contredit l’hypothèse a) de l’énoncé.

Finalement, il est clair que l’application ~ satisfait les conditions 1 et 2
pour être le flot semi-global associé à X. De plus, si (TZ, x) est une suite de
points de H convergeant vers un point (T, x) qui appartient à la frontière
de H, alors converge vers T E ~03A9x et donc x) converge vers la
frontière de U (i.e. elle quitte tous les compacts contenus dans U) . Il résulte
que ~ est un flot semi-global associé à X. Ceci achève la démonstration du
lemme. D

On poursuit la preuve de la proposition (2.1) avec le lemme suivant : :

LEMME 2.3.2014 Soit U un ouvert d’une surface de Riemann munie d’un
champ de vecteurs holomorphe X qui n’a pas de singularité dans U. Soit
dT la 1-forme temps induite par X dans U. Considérons un revêtement U
de U et désignons dT le relevé de dT à U. Finalement on suppose que :

a) l’intégrale de dT sur les chemins ouverts contenus dans U est non
nulle ;

b) l’intégrale de dT sur les lacets contenus dans U est nulle.

Alors X est semi-complet dans U.

Démonstration. Soit X le relevé de X à U. Évidemment la 1-forme
temps induite par X sur U n’est autre que dT. Grâce au lemme (2.2), il

résulte que X est semi-complet dans U. On peut donc considérer le flot
semi-global  : SZ Ç C x  ~ U correspondant. Nous allons utiliser ce flot
semi-global pour démontrer que X lui-même est semi-complet dans U. Pour
cela nous désignons par 7r l’application de revêtement de U sur U.



AFFIRMATION. - Soient p, q points de U. Soit T E SZp (Le. tel que

~ (T, p) est défini) et supposons que _ ~r(q) Alors ~ (T, q) est défini et
de plus 7r ~ (T, p) = 7r ~ (T, q) .

Démonstration de l’affirmation. Dans la démonstration du lemme (2.2),
nous avons vu que ~ (T, p) est caractérisé comme le seul point de U tel que

(où l’intégrale ne dépend pas du chemin choisi). Il s’agit
donc d’assurer l’existence d’un certain point qT E !7 tel que l’intégrale de
dT sur le chemin qui joint ~ à qT soit T (d’après la remarque ci-dessus, ceci
entraîne en particulier l’unicité de ce point). Ce point doit encore satisfaire
la condition = ~r ( ~ (T, p) ) . Pour cela, nous considérons un chemin
ci C S~p joignant 0 G C à T G C. Ensuite, on définit le chemin ci C !7 par
cl (t) _ (t), p) (en particulier cl ( 1 ) _ ~ (T, p) ) .

Appelons c le chemin C U. Finalement, nous relevons c en un
chemin C2 C ~7 tel que c2 ( 0) == ~ (ce qui est possible puisque = 7r(p) =
7r(ci(0)) = c(0) ) . Maintenant il suffit de définir qT comme étant l’extrémité
finale de c2 (i.e. c2 ( 1 ) ) . Évidemment on a :

De plus 7r(c2(l)) - = c(1) = = Ceci achève la

preuve de l’affirmation. D

Dans Q nous identifions deux point (Tl, p) et (T2 q) si Tl = T2 et 
Le quotient n de S2 par cette relation d’équivalence est un ouvert de

C x U. Dans Q on peut définir une application holomorphe 03A6 à valeurs
dans C x U par = 7r ~ (T, p) , où fi est un point de la fibre ~r-1 ( p) .
D’après l’affirmation, cette application est bien définie (i.e. elle ne dépend
pas du point p E choisi). Comme ~ est un flot semi-global pour X, ,
on déduit aisément que ~ est un flot semi-global pour X. Il résulte que X
est semi-complet dans U et la démonstration du lemme est terminée. ~

L’étape prochaine généralise le lemme (2.2) en s’affranchissant de l’hypo-
thèse b).

LEMME 2.4.2014 Soit U un ouvert d’une surface de Riemann et X un
champ de vecteurs holomorphe sans singularité dans U. Appelons dT la

1-forme temps induite par X sur U et supposons que l’intégrale de dT sur
tout chemin ouvert c C U est différente de zéro. Alors X est semi-complet
dans U.



Démonstration. Nous désignons par ~rl (U) le groupe fondamental de
U (avec un point base fixé). Dans 7rl(U) nous observons que l’ensemble des
lacets sur lesquels l’intégrale de dT est nulle définit un sous-groupe de ~r1 (U)
que l’on dénote par N. Soit Û le revêtement de U dont le groupe fondamental
est isomorphe à N et soit 7r : U -~ U l’application de revêtement associée.
On remarque, même si cela n’est pas nécessaire, que N est un sous-groupe
normal de de sorte que !7 est unique à isomorphisme près. Le champ
de vecteurs X se relève en un champ X sur !7 dont la 1-forme temps sera
désignée dT. . Nous affirmons que dT satisfait dans !7 les hypothèses du
lemme (2.2). En effet, observons d’abord que pour tout chemin c C ~7 on
a f~ dT = f~~~) dT. Si c est un lacet, alors ~r(c) appartient à N et donc les
intégrales ci-dessus sont nulles. Il faut donc montrer que l’intégrale de dT
sur les chemins ouverts contenus dans U n’est jamais nulle. Soit alors c un
chemin ouvert de !7 et considérons 7r(c) C U. Supposons par l’absurde que
l’intégrale de dT sur c vaut zéro. Il en est donc de même pour celle de dT
sur Cependant ~r (c) est ou bien un lacet dont la classe d’homotopie
n’appartient pas à N (puisqu’il se relève en un chemin ouvert c), ou bien
un chemin ouvert. En tous les cas l’intégrale de dT sur ce chemin ne peut
être nulle. La contradiction qui en résulte prouve l’affirmation ci-dessus.

Il découle du lemme (2.2) que X est semi-complet dans ~7. Le lemme (2.3)
entraîne alors que X est semi-complet dans U. La démonstration du lemme
est achevée. D

Nous sommes finalement en mesure de donner la démonstration de la

proposition (2.1).
Démonstration de la proposition (~.1). Soit .~’ le feuilletage holomor-

phe singulier défini dans U par les orbites locales de X. . Chaque feuille
régulière L de ,~’ est donc (un ouvert connexe d’) une surface de Riemann.

Comme la restriction de X à toutes les feuilles régulières de .~’ est semi-
complète, à chaque telle feuille correspond un flot semi-global engendré
par X.

Étant donné un point p E U, nous définissons un ouvert Qp C C par la
règle suivante : si p est un point singulier de X (i.e. si X (p) = 0) alors on
pose SZp = C. Par ailleurs si X (p) ~ 0, alors on considère la feuille régulière
Lp de .~’ qui contient p et le flot semi-global Ï~ : Lp correspondant.
Finalement on définit Qp = {T E C ; ; (T, p) E 

Maintenant, soit Q = Soit de plus ~ : SZ -~ U l’application
donnée par ~{T, p) = p si X(p) = 0 et par ~(T, p) _ (T, p) si X (p) ~ 0
(rappelons que Lp est la feuille régulière de .~’ qui contient p). .



’ 

AFFIRMATION. - H est un ensemble ouvert de C x U.

Démonstration de l’affirmation. Soit (TP,p) un point de SZ. Nous
voulons démontrer qu’il existe 8 > 0 tel que, si ~ T - TP ~  ~ et d(p, q)  b,
alors (T, q) appartient à Q.

Considérons une boule Br(P) contenue dans U, de rayon r > 0, centrée
en p = . Soit ~ > 0 tel que d( Br (p) , ~U) > ~. Nous affirmons
qu’il existe 81 > 0 tel que, si q appartient à B~1 (p) (la boule de centre
en p et de rayon bl ), alors q) est défini (Le. Tp E 03A9q) et appartient
à Br(p). . Pour vérifier cela, nous observons d’abord que pour T - 0 on a

= X (x) . Donc pour T E SZp n on a - -

p - q + - q) ) ~ ds (où p - q désigne le vecteur d’origine
en q E Cn et d’extrémité en p e Si K dénote la constante de Lip-
schitz du champ X, , on en déduit que ) 1 - 03A6(T, q) p - q )
- ~-I~ ~ô ~~(s, p) - ~(s, 9)! ds. L’inégalité de Gronwall entraîne donc

d’où il résulte aisément l’existence du bl désiré.

Posons ( p) C U la boule de centre en fi et de rayon r + ~ Nous con-
sidérons une borne supérieure C pour le module de X restreint à Fi-
nalement, on choisi 6 > 0 satisfaisant b  03B41, ~/2C}. L’affirmation
consiste donc à prouver que (T, q) appartient à H dès que T - Tp ~  ~ et

q)  b.

Supposons par l’absurde que cela est faux, i.e. il existe q E B8(p) et un
nombre complexe Tq, | Tq-Tp | b, qui n’appartient pas à 03A9q. On remarque
que nécessairement X (q) ~ 0 autrement SZq - C. D’autre part, comme la
restriction de X à la feuille Lq de .~ contenant q est semi-complète, nous
pouvons supposer qu’il existe une suite {Ti} (Ti E 03A9q) convergeant vers Tq
et telle que q) converge vers le bord de Lq. En particulier, si 
désigne la composante connexe contenant q de l’intersection n Lq,
alors q) n’est pas dans (pour i suffisamment grand, vu que

q) quitte tous les compacts de Lq ) Cependant

(où nous avons utilisé le fait que appartient à BrCjj) puisque
~  ôl ). Il en découle une contradiction qui prouve l’affirmation. D



Nous avons donc que ~ : SZ --~ U est une application holomorphe (car
elle est localement donnée par le flot local de X). De plus elle satisfait les
conditions 1 et 2 de la définition de flot semi-global. Il nous reste à montrer
que si p E U (X (p) ~ 0) et si ~Ti ~ est une suite de points de SZq convergeant
vers un point T E alors converge vers le bord de U. Supposons
par l’absurde que cela est faux. La suite p) reste donc dans une partie
compacte de U et, quitte à choisir une sous-suite, elle converge vers un
certain point q E U. Comme X définit un flot local au voisinage de q, toute
solution de X passant par ce voisinage peut être prolongé pour tout T ~ C
avec ) 1 T  ~ (pour un certain c > 0). Ceci montre que T ne peut pas
appartenir à ~03A9p. La contradiction qui en résulte démontre la proposition.
D

3. Singularités avec deux valeurs propres non nulles

Dans ce paragraphe nous allons donner la preuve du théorème A de
l’introduction. Soit c~ une 1-forme différentielle holomorphe ayant deux
valeurs propres non nulles à l’origine de C2. Nous appelons a et /3 ces
valeurs propres. Le cas où la partie linéaire de eu n’est pas diagonalisable
sera traité dans le lemme (3.1), donc pour l’instant nous pouvons supposer
que 03C9 s’écrit 03C9 = ax dy + {3y dx + (où 03C92 est une 1-forme différentielle
dont l’ordre en l’origine est au moins 2). On a les possibilités suivantes :

a) R+ et puis -a/,~ (resp. n’appartient pas à N.

b) a = (ou (3 = -na) pour certain n E N.

c) e R+.

On remarque que le cas b) pour n = 1 contient le cas où la partie linéaire
de w n’est pas diagonalisable.

Dans le cas a), la 1-forme 03C9 qui en résulte est nécessairement linéarisable
(grâce au théorème de Poincaré) et a fortiori elle est associée à un champ
de vecteurs semi-complet au voisinage de l’origine de C2. Dans le cas b),
la 1-forme 03C9 correspondante est ou bien linéarisable (et donc associée à un
champ semi-complet) ou bien conjuguée à sa forme normale de Poincaré-
Dulac (pour les démonstration de ces résultats le lecteur peut consulter par
exemple [Arn]). De notre point de vue, le cas c) est le plus intéressant.
En effet, dans ce cas cette 1-forme n’est pas nécessairement linéarisable
et d’autres phénomènes dynamiques peuvent avoir lieu. Cependant, avant
d’étudier ce cas, nous réglons la question concernante à la forme normale
de Poincaré-Dulac par le lemme ci-dessous :



LEMME 3.1. 2014 Soit X un champ de vecteurs holomorphe défini au voisi-
nage de l’origine de C2. Supposons que la partie linéaire de X à l’origine
s’écrit (une constante multiplicative près) (n G N ). Alors
(un facteur inversible près) le champ X est semi-complet au voisinage de
l’origine.

Démonstration. Le cas où X est linéarisable étant évident, nous sup-
poserons que X est conjugué (à un facteur inversible près) à sa forme nor-
male de Poincaré-Dulac. Cela veut dire qu’il existe un système de coor-
données où X = (nx + yn ) + y8/8y.

On vérifie immédiatement que l’application ~ ( (xo, Yo), T) - ((xo +
définit un flot semi-global associé à X. Ceci démontre le

lemme. D

Dans la suite et jusqu’à la fin de la preuve du théorème A, nous sup-
poserons que cv est une 1-forme différentielle, définie au voisinage de (0,0) E
C2, dont la partie linéaire en (0,0) est ax dx avec a/,~ E R+. Quitte
à multiplier cette 1-forme par une constante non nulle, on peut se ramener
au cas où cx et ~3 sont des nombres réels positifs.

Soit .~ le feuilletage (singulier en l’origine) défini par c~. Il est connu que
.~’ possède deux séparatrices lisses et transverses. Quitte à faire un nouveau
changement de coordonnées, nous pouvons considérer que ces séparatrices
sont données par {rc = 0 ~ et {y = 0 ~ .

On désigne par - x la projection de C2 sur la première coor-
donnée et on considère un nombre réel positif r E R+ c C. Étant donné
6’ G R+, nous définissons une section transverse 03A3 par 03A3 - {(x, y) E

( y ~  ~~. Pour 6; suffisamment petit, les feuilles de .~’ sont
transverses à E et, en fait, aux fibres de ~rl distinctes de {x = 0~. Nous allons
utiliser la section E pour construire un certain voisinage U de (0,0) E C2
qui sera important dans la démonstration du théorème A (cf. [Ma-Mo]).

Désignons par Ejr le saturé de £ par .~’. Soit E C C2 la réunion de E~-
avec E C2; ~ y ~  ~~. Comme a, j3 sont des nombres réels
positifs, il est bien connu que E contient un voisinage U de l’origine.

Considérons la restriction de .~’ à U. D’après on peut choisir le

voisinage U de sorte que le feuilletage ,~’ possède une propriété remarquable
concernant le relèvement de chemins. En effet, supposons que z2 ) est un
point de U et que Lz est la feuille de .~’ contenant ce point. Alors le chemin
c : [0,1] --~ ~ y = 0~ donné par c(t) = ((1 - t)zi + trzl / ~ zl ~ , 0) (où r est
comme dans la définition de E) se relève entièrement (par rapport à 7rl) en
un chemin cLz C Lz cU tel que _ (zl , z2 ) .



Démonstration du théorème A. 2014 Évidemment il existe un champ de
vecteurs holomorphe X dont le feuilletage associé est une restriction de .F
et qui, de plus, s’écrit :

où f est une fonction holomorphe et f (o, 0) = 0.

Soit U le voisinage décrit ci-dessus et considérons la restriction du feuil-
letage ,~’ à U. Désignons par L une feuille régulière de F et par dTL la
1-forme temps induite sur cette feuille par X. Grâce à la proposition ( 2.1 ) ,
il nous suffit de montrer que si eL est un chemin contenu dans L sur lequel
l’intégrale de dTL est nulle, alors cL est un chemin fermé.

Supposons donc par l’absurde que cL C L est un chemin ouvert le long
duquel l’intégrale de dTL vaut zéro. Soit c C {y = 0~ la projection de cL
dans la première coordonnée (i.e. c = ~rl (cL ) ) On déduit que

Il résulte que c est un chemin fermé et homotopiquement trivial de ~y =
0~ B (0,0). Fixons un cercle S = 0), (t E [0,1]) tel que c soit contenu
dans l’intérieur de S c {?/ = 0~. En "poussant" le chemin c le long des
droites radiales, nous réalisons une homotopie entre c et un chemin c contenu
dans S. De plus cette homotopie se relève par ~rl en une homotopie contenue
dans L entre cL et un chemin cL qui est un relevé en L de c (grâce à la
remarque faite sur ?~l ). D’autre part, comme c est homotopiquement trivial,
il en est de même pour c. On peut donc considérer une homotopie contenue
dans S entre c et un chemin constant. Cette homotopie se relève évidemment
par ~r1 en une homotopie contenue dans L entre cL et un chemin constant.
Ceci est une contradicition avec l’hypothèse que cL est un chemin ouvert.

Il découle que l’intégrale de dTL ne peut s’annuler que sur les chemins
fermés. Ceci démontre le théorème. D

4. Les col-n0153uds

Soit encore X un champ de vecteurs holomorphe à singularité isolée
défini au voisinage de (0,0) E C2. Désignons par F le feuilletage holo-
morphe singulier associé à X et considérons aussi une 1-forme différentielle
holomorphe cv (à singularité isolée) qui définit ,~’.



La référence la plus complète sur les col-n0153uds est sans doute l’article
[M-R1], le lecteur y trouvera tous les faits concernants aux col-n0153uds qui
seront utilisés dans la suite. En effet, les auteurs obtiennent la classification
des ces singularités à des changement de coordonnées holomorphes près. Le
but de ce paragraphe est de caractériser les col-n0153uds F qui sont associés
à des champs de vecteurs semi-complets au voisinage de (0,0) G C2. Cela
est parvenu par le théorème (4.1) ci-dessous.

THÉORÈME 4.1.2014 Soit F un col-n0153ud défini au voisinage de (0, 0) E
C2 et considérons une 1-forme di,fférentielle w (à singularité isolée) qui
définit .~’. Le feuilletage .~’ est associé à un champ semi-complet si et seul
si w admet la forme normale

avec À G Z .

Avant de commencer la preuve du théorème (4.1), nous avons besoin
de rappeler quelques propriétés fondamentales des col-n0153uds. Soit donc F
un col-noeud associé à un champ de vecteurs à singularité isolée X et con-
sidérons aussi une 1-forme différentielle 03C9 qui définit .F. D’après le théorème
de forme normale de Dulac (voir [Dul]), il existe un système de coordonnées
où 03C9 s’écrit

où À G C, p E N* et l’ordre de R en (0,0) par rapport a x est au moins
p+1.

Le lemme ci-dessous montre que si ,~’ est associé à un champ semi-
complet alors p = 1.

LEMME 4.2. - Soit X un champ de vecteurs holomorphe, défini au
voisinage de (0, 0) E C2; qui s’écrit

Supposons que X est semi-complet. Alors p = 1. .

Démonstration. Supposons par l’absurde que p > 2. Soit 7r2 la projec-
tion de C2 dans l’axe {x = 0~. Les fibres de 7r2 sont évidemment transverses
aux feuilles du feuilletage ,~’ associé à X. Fixons un bidisque B~~ de centre
en (0,0) E C~ et de rayons E > 0 sur lequel X est semi-complet.



Pour r E R+ (r  ~), nous considérons le chemin c(t) == (0, 
(t E [0,1]). Pour 0 très petit, le chemin c se relève, par rapport à 7r2,
en un chemin cL contenu dans la feuille L de :F qui passe par {xo, r) Soit
dT~ la 1-forme temps induite par X sur L. Supposons que Xo converge vers
0, alors on a :

où la constante cst ne dépend que du résidu de la 1-forme f (o, ~) .
Comme c est un chemin ouvert (p > 2), il en est de même pour cL. Par

ailleurs, comme y peut être choisi arbitrairement petit et si 0, il
est clair qu’on peut compléter cL en un chemin cL, encore plongé dans L,
sur lequel l’intégrale de dTL est nulle. Il découle une contradiction avec

l’hypothèse que X est semi-complet. Ceci montre que p = 1. D

Dans la suite nous supposons donc p = 1. Un changement formel de
coordonnées de la forme (x, y) (~p(x, y), y), où cp(x, y) = x-E-~1° 
avec les coefficients ~p~ holomorphes sur un même voisinage de 0 G C, nous
permet d’écrire c~ comme

La 1-forme est dite la forme normale formelle de w. Observons cependant
que cj et ne sont pas nécessairement analytiquement (holomorphique-
ment) conjuguées.

Il résulte des formes normales ci-dessus (i.e. la forme normale de Dulac
et de celle formelle) que l’axe {y = 0} est invariant par 03C9 et Cet axe
est appelé la variété forte de w (ou de wa ou du col-noeud ,~’). Par ailleurs
l’axe {x = 0~ est invariant par et appelé la variété faible de w (resp. wa,
.~’) . Dans le cas particulier a effectivement deux courbes analytiques
invariantes, on dira que la variété faible de w est convergente.

Bien que et ne soient pas analytiquement conjuguées au voisinage
de l’origine, elles sont conjuguées dans des "secteurs" convenables. Cela
résulte d’un théorème dû à Hukuara-Kimura-Matuda (cf. [HKM]) que nous
expliquons dans le cadre p = 1. D’abord on appelle secteur angulaire d’angle
8  27r et de rayon r l’intersection d’un secteur angulaire de sommet en
0 E C et d’angle 9 avec la boule Br ~ C de centre en 0 G C et de rayon r.

Soit alors U un secteur angulaire de rayon r et d’angle strictement
inférieur à 27r. D’après [HKM], si r est choisi assez petit (l’angle de U étant
fixé), il existe une application holomorphe bornée : Br x (U B ~0~) -~
C x (U B ~0~) telle que ~o; = 0. De plus y) _ (cpu(x, y), y) où
pu est asymptote en (0,0) G C2.



Maintenant on considère deux secteurs angulaires, Ul et U2, donnés re-
spectivement par Ul = Br n {z E C ; arg z E [0, 5~-/4) U ( 7~r/4, 2~r~ ~ et

par U2 = Br n ~z E C ; arg z E ~0, ~r/4) U (3~r/4, 2~r~ ~ (où 0 est identifié à
2~r) . Désignons par V+ et V- chacune des deux composantes connexes de
Ul n U2 de sorte que V+ (resp. V- ) est le secteur d’ouverture 7r/2 dont
la bissectrice est le demi-axe positif (resp. négatif) des abscisses. En par-
ticulier V+ c Rez > 0 et V- c Rez  0. Dans Br x Ul (resp. Br x U2 )
nous considérons le feuilletage (resp. ,~’2 ) induit par l’équation = 0.
Évidemment F1 et F2 coïncident sur V+, V-, ainsi nous dénotons par F+
(resp. ,~’- ) la restriction de ces feuilletages à V+ (resp. V- ) .

Soient ~2 des applications normalisantes (au sens de [HKM]) définies
respectivement sur Br x ( Ul B ~ 0 ~ ) et Br x ( U2 B ~ 0 ~ ) . Le changement de coor-
données induit une permutation d’une partie de l’espace des feuilles
de .~+ et .F’. Plus précisément, il fait apparaître deux difféomorphismes
g+, g- associés à chacune des composantes connexes V+, V- de Ul n U2.
Nous choisissons les notations de manière que g+ (resp. g- ) est respons-
able pour la permutation de l’espace des feuilles de sur V+
(resp. V- ) . Autrement dit, ces difféomorphismes déterminent le "collage"
des feuilles sur les ouverts correspondants. Nous appelerons g+ l’invariant
de type noeud et g- l’invariant de type col. On a :

. g+ est une translation (à transformation linéaire près) ;

. g- est un difféomorphisme local (d’une variable complexe) tangent à
l’identité.

D’après étant donné p = 1 et À fixé, le couple de difféomorphismes
g+, g- caractérise entièrement le col-noeud .~.

Le prochain lemme affirme que dans notre cas g+ est l’identité.

LEMME 4.3. 2014 Soit X un champ de vecteurs semi-complet pour lequel
(0,0) est une singularité isolée. Considérons le feuilletage singulier .~’ as-
socié à X et supposons que F est un col-n0153ud. Alors g+ est l’identité (ou
de manière équivalente la variété faible de ,~’ est convergente).

Démonstration. Nous pouvons écrire le champ X sous la forme

avec f (o, 0) ~ 0. Nous traiterons seulement le cas f = cst et laisserons la
généralisation facile à f quelconque au lecteur.



D’abord observons que g+ est trivial si et seulement si la variété faible
est convergente (cf. [M-R1], page 111). Nous allons voir que cela est

en fait le cas.

Rappelons que (~2 sont des applications normalisantes définies respec-
tivement sur Br x ( Ul B ~ 0 ~ ) et Br x ( U2 B ~ 0 ~ ) . De plus .~’ est transverse
aux droites horizontales (les fibres de la projection 7r2). Soit c{t) le chemin
(0, t E ~0,1~, et L la feuille de .~’ qui contient ~l (0, Ul B ~0~). Comme
l’invariant de type col g- fixe 0 E C, on voit que le relevé (par rapport à
7r2) CL de c en L est un chemin fermé si et seulement si g+ est trivial (ici
on utilise implicitement que {j- = 0~ est invariant par ~;B). Supposons par
l’absurde que c~ est ouvert. Or, la 1-forme temps dTL induite par X sur L
est telle que

On obtient donc une contradiction puisque X est semi-complet et c~ est
ouvert. Le lemme est démontré. D

Essentiellement il nous reste à montrer que g- est lui-aussi trivial. Ceci
découlera d’un argument de trivialité pour "l’holonomie" de la variété faible
de .~’ (ce qui reprend une idée de [Gh-Reb]). Précisons cela.

Comme la variété faible de .~ est convergente, nous pouvons écrire le

champ X sous la forme

(i.e. on identifie la variété faible à l’axe {.r = 0~). Dans le restant de ce
paragraphe nous travaillerons seulement avec f = cst (et en fait égale à 1 ) .
La généralisation à f quelconque est facile et laissé au lecteur.

Nous allons d’abord démontrer directement que À est un entier (ceci
n’est pas indispensable mais fait la discussion plus simple).

Soit As l’anneau défini y) ; r - b  ~ y ~  r + S~ pour 5 > 0 assez
petit. Soit W le cylindre Br x A8. . La restriction de ,~ à W, définit

un feuilletage régulier dont une feuille est l’intersection de W avec la droite
{x = 0~ . Appelons £ la transversale donnée par ~  r~ et
considérons encore le chemin c(t) = (0, C ~x = 0~ . Comme est

transverse aux fibres de 7r2 , nous pouvons considérer l’holonomie locale de la
feuille de induite par {x = 0~. Il s’agit bien sûr d’un difféomorphisme
local h de (C, 0) et un calcul facile (et d’ailleurs bien connu), en utilisant la
forme normale (1), montre que h’ (0) = 



Cependant, si cT dénote le relevé de c en la feuille LT de satisfaisant
== (T, r) (T très petit), alors on a 1

Puisque X est semi-complet, on conclut que cr est fermé pour tout T suff-
isamment petit. Il résulte que h est l’identité et donc = 1, c’est-à-dire

que À est un entier.

Démonstration du théorème (,~.1). Soient w comme dans l’énoncé

du théorème et X un champ semi-complet associé à Les feuilles de 

(le feuilletage défini par w~, == 0) sont des graphes sur l’axe des ordonnées
(on exclut bien = 0 ~ ) . En effet ces feuilles sont données par

où Cst est une constante qui dépend de la feuille (on remarque que À G Z
de sorte que l’expression ci-dessus est bien définie hors de {y = 0 ~ ) .

D’abord nous allons prouver que g- est l’identité.

Reprenons les notations utilisées le long du paragraphe. Étant donné
 ~ C (1  | très petit), soit CT (resp. C)) le relevé par rapport à 7T2 de

c(t) = (0, en la feuille LT de .~’ (resp. Li de satisfaisant cT (o) _
(T, r) (resp. cT (o) _ (T, r)). Le chemin ci est fermé comme il résulte de (2).
De même cr est lui-aussi fermé car l’intégrale sur cr de la 1-forme temps
correspondante s’annule.

Le changement de coordonnées (~i o induit deux permutations sur
l’espace des feuilles de .~a lesquelles sont représentées par g+, g- . Cependant
g+ est trivial de façon que la seule permutation de l’espace de feuilles est
déterminée par g-. Or, comme c, c) sont fermés pour tout T, il découle de
la naturalité des applications (~2 que la permutation des feuilles de .~’~
représentée par g- est triviale. Donc g- est l’identité et le col-n0153ud F est
analytiquement conjugué à qui est donné par

Finalement il reste vérifier que tous les col-n0153uds F03BB (A E Z) comme
ci-dessus sont effectivement associés à des champs semi-complets. Ceci est
cependant évident car les équations



définissent un flot semi-global dont le feuilletage correspondant est bien sûr
La preuve du théorème (4.1) est achevée. 0

5. Autour de la linéarisation de champs semi-complets
ayant des courbes de singularités

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer le théorème B de l’introduc-
tion. Étant donné des entiers strictement positifs m, n et k, nous considérons
le champ de vecteurs X isol démit par

Il se trouve cependant que la semi-complètude de xnym Xisol (pour
k à 2) est un résultat qui dépend des estimations de nature plutôt ana-
lytique (bien que assez élémentaire). En effet la géométrie des orbites de
ces champs (autrement dit, le feuilletage défini par Xisol) est bien compris
d’après [M-R2]. Néanmoins dans notre problème c’est la paramétrisation de
l’orbite qui joue le rôle décisif et ceci dépend de façon délicate des fonctions
qui la définissent (par exemple si k = 1 le champ n’est pas semi-complet).

L’idée de nos calculs est bien simple. De façon similaire aux paragra-
phes 2, 3, on réduit le problème à l’analyse de chaque orbite individuelle-
ment. De plus, pour une orbite (feuille) L fixée, nous savons que L admet
un paramétrage naturel donné par le flot semi-global de Xisol (que nous
savons à priori être semi-complet grâce au théorème A). Cependant le do-
maine du flot semi-global induit par Xisol sur L est un "gros" ouvert de
C dont l’étude nécessite des informations plus "quantitatives". Ces infor-
mations peuvent effectivement être obtenues en "intégrant explicitement

. Cela est l’objet de la première moitié de ce paragraphe. Avec ces
formules explicites on ramène l’étude de la semi-complètude de 
sur L à celle d’un certain champ (d’une variable complexe) sur un "gros"
ouvert de C. Finalement cette dernière étude est facile grâce aux formules
disponibles.

La discussion ci-dessus a pour but justifier l’existence de quelques ex-
pressions d’allure "lourde" que le lecteur rencontrera dans la suite. Ces

expressions me semblent inévitables si l’on veut rester bien précis. Il peut
être rassurant pour le lecteur que, malgré "l’apparence" de ces expressions,
nos arguments sont très élémentaires et reposent sur la comparaison de la
fonction exponentielle avec la fonction linéaire (ou des polynômes).

Comme on a déjà observé, d’après le théorème A, on sait que le champ
est semi-complet au voisinage de l’origine. Il est cependant utile de



trouver une expression explicite pour le flot semi-global engendré par ce
champ. Pour cela, observons que est équivalent à l’équation différen-
tielle 

, ,

On obtient immédiatement la solution x(T) = Ceci nous mène à

L’équation (4) est dite une équation de Bernoulli. Il est facile d’intégrer
cette équation selon une méthode classique. On trouve alors les solutions
suivantes :

Comme ces expressions font intervenir une racine d’indice km, il n’est
pas clair, pour le moment, qu’elles ont un vrai sens holomorphe. Cependant
on va les utiliser pour construire un flot semi-global associé à ,

Considérons donc un bidisque Bee de centre en l’origine et de rayons 6-
(pour certain c > 0 fixé). Appelons £ la section transverse à l’axe {y ==
0~ donnée par les points de Bee de la forme (~, y) (où ] y (  ~). Soit .~’
le feuilletage singulier de Bee engendré par les orbites locales de Xisol et
désignons par E~- le saturé de £ par les feuilles de On rappelle que la
réunion de Ejr avec l’ensemble {(0, y) E C2; 1 y  ~} contient un voisinage
ouvert de l’origine de C2.

Supposons que, pour chaque point ~, nous avons un ouvert
Oeyo de C et une branche de racine km-ième sur (où 
désigne l’image de Oeyo par l’application T - 1 + tels qu$ :

1. l’application yo), T) _ (x(T), y(T)) donnée par les équations (5)
(où Xo = E) est définie et holomorphe pour tout T E Oeyo ;

2. si ~Ti ~ est une suite de points de Oeyo convergeant vers un point T
appartenant à la frontière de alors converge vers le bord
de 1

3. l’application 03A6 dépend holomorphiquement de (~, Yo).



Alors on a :

LEMME 5.1. - Supposons que les conditions 1), 2) et 3) ci-dessus soient
satisfaites. Alors il existe un flot semi-global ~ associé à .

Démonstration. Soit V un voisinage de (0, 0) E C2 contenu dans la
réunion de ~~- U ~ (o, y) E C2; ~ ] g ~  ~~ . Nous choisissons un point 
(~i 7~ 0) appartenant à V. D’après la construction de V, il est clair qu’il
existe un point (~, yo) de £ qui appartient à la même feuille L1 de .~’ que
(xl yi) (ce point n’est pas en général unique). Comme ~ ( (~, yo ), . ) est un
difféomorphisme local de Oeyo sur Li, il résulte l’existence de Tl E Oeyo tel

= (ri, yl ) . Maintenant on définit un ensemble SZ~ ;~’yl ~ Ç

On se convainc aisément que ne dépend pas du point de L n ~
choisi. De plus, il est évident que 

~ est un sous-ensemble ouvert de
C. En utilisant ces ensembles, nous pouvons construire le "domaine du flot
semi-global 4l" noté S~. Pour cela nous posons

où Qoy = {T E C ; ye-nT E V ~ . Nous laissons au lecteur le soin de montrer
que H est un sous-ensemble ouvert de V x C. Finalement, C~
l’application définie par

On vérifie immédiatement que ~ est bien définie, c’est-à-dire qu’elle ne
dépend pas du point (~, Yo) de L n ~ choisi. Grâce au lemme d’Hartogs,
il résulte que ~ est une application holomorphe (ici nous utilisons l’hypo-
thèse 3)). Maintenant il est clair que ~ est un flot semi-global associé à
Xisol. Le lemme est démontré. D

Dans l’équation (5), on observe la présence d’une racine d’indice 
Ceci nous empêche de pouvoir définir l’application T) - (x(T),
y (T ) ) pour tous les temps complexes T. Il n’est donc pas clair qu’on puisse
construire les applications 4l de sorte que les conditions 1), 2) et 3) soient
satisfaites. Pour dépasser cette difficulté, nous sommes amenés à considérer
des branches de racines km-ième.



Remarque 5.2. - Dans le cas k = m = 1, le lecteur observera que le

champ

est semi-complet dans C2 . En effet, pour T 7~ -1 /nxô yo, les équations

définissent un flot semi-complet dans C2.

Dans la suite, nous allons décrire une manière d’associer à chaque point
(c, Yo) un ouvert Oeyo C C et une branche de racine km-ième dans 
de sorte que l’application 4l qui en résulte (selon les formules (5)) satisfasse
les conditions 1 ), 2) et 3).

D’abord nous appelons Oeyo la composante connexe contenant 0 E C de
l’ensemble des nombres T E C qui vérifient Re(T)  0 et

où Re(T) désigne la partie réelle de T.

Nous écrivons sous la forme ( y = | y0 I eie ) De plus,
nous désignons par la demi-droite d’origine en 0 E C dont l’angle avec
le demi-axe positif des abscisses vaut + 1T) si 0 et km03B8 si

 0.

Le lemme ci-dessous montre qu’on peut effectivement munir 
d’une branche de racine km2014ième

LEMME 5.3. - Si c est suffisamment petit et si | y0 |  ~ (y0 ~ 0 ), alors
n ~~

Démonstration. Nous allons considérer le cas cos(km03B8)  0 et laisser
au lecteur les considérations analogues concernantes au cas 0.

Supposons par l’absurde que l’énoncé est faux. Il existe donc To =~ To (
eiQ G Oeyo tel que sin(kmB) + 1 Yo | T0 | sin a = 0 et

Comme To cos a  0 (voir la définition de Oeyo ci-dessus), il est clair que
pour E petit le premier membre de (6) (qui contient une exponentielle) est



strictement supérieur au second. Il en découle une contradiction qui prouve
le lemme. D

Nous observons que, pour cos(km03B8) = 0, est disjoint de l’axe
iR (des nombres purement imaginaires).

Nous rappelons que pour définir une branche de racine km2014ième sur un
ouvert de C, il suffit d’y construire une branche du logarithme complexe.
En effet, si Log est une telle branche de logarithme, alors on obtient une
branche de racine km2014ième à l’aide de la formule

Comme l’ouvert est contenu dans C B étant donné T E
on pose Log T = f~ dz/z, où c est un chemin plongé dans 

tel que c(0) = 1 et c( 1) = T. .

Dans la suite, nous allons considérer que chaque ouvert est

muni de la branche de racine km2014ième définie par les formules ci-dessus.

Ainsi, à chaque ~, il correspond une application ~ : : Oeyo 2014>

C2 définie par cI>(T) = (x(T), y(T)), où x(T) et y(T) sont comme en (5).
Finalement on est arrivé à la démonstration de la proposition (5.4). .

PROPOSITION 5.4. - L’application 03A6 ci-dessus satisfait les conditions
1 ), 2) et 3) pour tout (~, yo) appartenant à ~.

Démonstration. La condition 1) est évidente parce que (x(T),y(T))
sont donnés par des formules explicites et 1 + appartient à un
ensemble muni d’une branche de racine 

Considérons donc la condition 2). Supposons que est une suite de

points de Oeyo convergeant vers un point T du bord de Nous pouvons

supposer Re(T)  0, autrement ~ x(T) ~ _ ~ et donc (x (T ) , y (T ) ) E .

On déduit alors que

Puisque résulte que



Il ne nous reste que la condition 3) à vérifier. D’abord on fixe To E
03A9~y0 et on observe que, si yi est assez proche de yo, alors To appartient
aussi à Ainsi il s’agit de montrer que l’application ~((~, y), To) dépend
holomorphiquement de y. Cela est évident d’après la formule (5). La preuve
de la proposition est terminée. D

En particulier on a retrouvé que le champ X isot est semi-complet au
voisinage de l’origine.

Le reste de ce paragraphe est consacré à l’étude du champ Xn,m ==

xnym Xisol et à la démonstration du théorème B.

Tout d’abord nous allons prouver deux lemmes concernant l’injectivité
de certaines applications, lesquels seront nécessaires pour la preuve du théo-
rème B.

Appelons Il -~ C l’application donnée par Ii (T) == .

LEMME 5.5.2014 Si yo E R+ est suffisamment petit, alors h n’est pas
injective dans 

Démonstration. Choisissons un nombre b E R+ et considérons les
nombres complexes T+b et T_ b qui s’écrivent respectivement -1/(mn~nym0)
+ ib et i b. Évidemment T+b 7~ T_ b et h (T+b ) - h (T_ b ) .
Il suffit donc de voir que T+b et T-b appartiennent à Oeyo dès que b est
choisi assez grand. Par définition, on sait que

D’autre part l’inégalité

est satisfaite si on choisi b très grand. Finalement il est clair qu’on peut
trouver b assez grand de façon que T+b et T_ b appartiennent effectivement
à la composante connexe contenant 0 E C de l’ouvert des nombres qui
satisfont les deux inégalités ci-dessus. Autrement dit, T+b et T_ b sont des
éléments de Le lemme est démontré. 0

Le lemme ci-dessus interviendra dans la preuve de la remarque (5.7) qui
concerne le cas k = 1. Le rôle analogue (pour la preuve du théorème B)
correspondant 2 sera joué par le lemme (5.6).
Pour à 2, soit Ik : Oeyo 2014~ C l’application donnée par Ik(T) =

(1 + 

LEMME 5.6.2014 Si | yo | est assez petit. alors Ik est injective sur 03A9~y0.



Démonstration. Supposons par l’absurde que cela est faux. Il existe
donc des nombres distincts Ti et T2 appartenants à Oeyo tels que =

I~ (T2 ) . En particulier

et nous désignerons par C la valeur de ce module.

Écrivons alors 1 + et 1 + sous la forme
Cei03B1 et Cei/3 où sont bien définis puisque est muni d’une
branche de racine fixée. Comme Ik(Tl) - Ik(T2), il résulte que
~ - /3 = 27T - 27T/(Â’ + 1).

Pour à > 0 très petit fixé, nous appelons le secteur angulaire
de sommet en 0 E C, d’angle ~ + + 1) et dont la bissectrice est
précisément la demi-droite De 03B1-03B2 = 203C0 - 203C0 / (k + 1) , on déduit qu’au
moins l’un des nombres Ceia ou Cei/3 appartient à (autrement
on aurait a - ,~  27r - + 1) - S ce qui est absurde). La contradiction
désirée découle alors de l’affirmation ci-dessous :

AFFIRMATION. - Si 03B4 > 0 est choisi suffisamment petit, alors on a
_ ~~

Démonstration de l’affirmation. Il suffit de démontrer l’affirmation
pour 0, puisque l’autre possibilité est analogue. Nous con-
sidérons un nombre complexe To = ~ To tel que 1 + soit

contenu dans Va+2~~~+1. Cela entraîne l’inégalité (où il faut tenir compte
du fait que k à 2)

Supposons par l’absurde que To appartient à D’après les inégalités
qui définissent on obtient

(où nous avons utilisé que 0). De plus cos r  0 car la partie
réelle des nombres qui appartiennent à 03A9~y0 est négative. Comme k  2, il



découle que + 1)) ~ 1/2. L’inégalité (7) entraîne alors que

Or, cette inégalité ne peut être valable pour aucune valeur de To ~ ~ cos ]
(si c est petit). Ceci démontre l’affirmation et donc le lemme. D

Maintenant nous revenons à l’étude du champ Xn,m = pb-
servons d’abord que les champs Xn,m et définissent le même feuil-

letage holomorphe F, à singularité isolée, au voisinage de l’origine. Soit L
une feuille régulière de .~’ distincte des axes {x = 0~ et {y = 0~ (de sorte
que ne s’annule pas sur L). Cette feuille admet donc un paramétrage
naturel donné par une restriction convenable du flot semi-global de X zsol .
Nous allons exploiter ce point de vue dans la preuve du théorème B

Démonstration du théorème B. Soit L une feuille régulière de ,~’ (dis-
tincte des axes {x = 0~ et {y = 0~) et c un chemin ouvert contenu dans L.
Appelons dTL la 1-forme temps induite sur L par Xn,m. D’après la proposi-
tion (2.1), il suflit de montrer que l’intégrale de dTL sur c n’est jamais nulle
(si k ~ 2).

Soit (~, Yo) un point de 03A3 n L et, avec les notations utilisées le long du
paragraphe, considérons Oeyo corres-

pondant. L’application 4l est une application de revêtement holomorphe de
Oeyo sur L. En effet, ~ est évidemment un difféomorphisme local et puis
~ est propre grâce à la condition 2. Comme la feuille L est simplement
connexe (voir [M-R2]), on en déduit que 03A6 est en fait un difféomorphisme
(on remarque cependant qu’on n’utilise pas cette dernière observation dans
la preuve de ce théorème, mais seulement dans la remarque (5.7)). Soit alors
03A6*dTL l’image réciproque de dTL yo ) , . ) définie sur 03A9~y0 et on

désigne par ~-1 (c) la pré-image de c par ce difféomorphisme. Évidemment
l’intégrale de dTL sur c est égale à celle de sur 03A6-1 ( c) .

Nous rappelons que est muni de la coordonnée T. Dans cette
coordonnée 03A6*dTL s’écrit explicitement 03A6*dTL = dT. .

Ainsi si To et Tl sont les extrémités de on obtient

Comme k à 2 et T0 ~ Tl, le lemme (5.6) s’applique pour montrer que la
dernière intégrale est toujours différente de zéro. Ceci termine la démons-
tration du théorème. D



Remarque 5.7 Dans le cas l~ = 1, on a encore l’égalité (8). Cependant
ici le lemme (5.5) montre qu’il existe un chemin sur lequel
cette intégrale s’annule. En utilisant maintenant que 03A6 est un difféomor-
phisme (et pas seulement une application de revêtement), on déduit que le
champ en question n’est pas semi-complet.

6. Appendice : les Surfaces de Stein

Considérons une surface de Stein M munie d’un champ de vecteurs holo-
morphe complet X. D’après un théorème de Suzuki (cf. [Su]), si "l’orbite

générique" du champ X n’est pas simplement connexe (voir [Su] pour l’énon-
cé précis), alors X admet une intégrale première méromorphe non constante.
Notre but ici est d’étudier les possibles singularités d’un tel champ X. Bien
qu’on s’intéresse aux champs dont l’orbite générique n’est pas simplement
connexe, cette hypothèse est parfois superflue dans nos arguments. En effet,
le lecteur constatera qu’on peut obtenir de notre discussion une classifica-
tion (moins précise !) des singularités des champs holomorphes complets sur
les surfaces de Stein en toute généralité.

Soit donc p une singularité isolée de X sur M et considérons la restriction
de X à un voisinage U C de p.

LEMME 6.1. - Le champ X possède deux valeurs propres non nulles
en p.

Démonstration. On sait que le second jet de X en p n’est pas nul (cf.
[Rebl]). D’abord on suppose par l’absurde que les deux valeurs propres de X
en p sont nulles. Il résulte que X admet l’une des formes normales indiquées
dans [Gh-Reb] (selon la partie linéaire de X en p est nulle ou nilpotente non
triviale). Cependant tous ces champs de vecteurs ont des orbites compactes
(quand on ajoute la singularité). Cela est bien sûr impossible sur une surface
de Stein. Finalement supposons que seulement l’une des valeurs propres de
X en p est nulle. C’est-à-dire que X définit un col-n0153ud au voisinage de
p. Néanmoins une germe de col-n0153ud associé à un champ semi-complet
possède una variété faible convergente. De plus la restriction du champ
semi-complet correspondant à variété faible du col-n0153ud y définit un champ
(d’une variable) avec une singularité dont la partie linéaire est nulle. Il

découle que cette orbite ne peut être qu’une courbe rationnelle et donc
compacte. Le lemme est démontré. D

Remarquons que l’hypothèse sur l’orbite générique de X n’a pas été
utilisée dans la preuve du lemme (6.1 ) .



Nous notons par a et j3 les valeurs propres de X en p (a,~ ~ 0). . Pour
l’instant on exclut le cas résonnant (i.e. a 7~ n,~ et j3 ~ na, pour n E N).
Nous voulons prouver que le champ X est conjugué à sa partie linéaire.

LEMME 6.2. - Dans un système adéquat de coordonnées on a
X = 

Démonstration. Si cx/,~ ~ R+, alors le lemme découle du théorème
de linéarisation de Poincaré. On suppose donc a/~3 G R+. La discussion se
divise naturellement en deux cas selon a/,~ E R+ B Q+ ou Q+. Con-
sidérons d’abord que a/,c3 E R+ B Q+. Le champ X possède une séparatrice
lisse qui peut être supposée l’axe {y = 0~. Comme X a une intégrale
première méromorphe non constante, le difféomorphisme d’holonomie locale
de {y = 0~, noté h, admet une fonction méromorphe non triviale qui est
constante sur ses orbites. Rappelons que h a la forme h(z) = .~ .. ~.

Nous affirmons qu’un tel difféomorphisme n’admet pas de fonction méro-
morphe constante sur ses orbites (excepté les fonctions constantes partout).
En effet, un difféomorphisme local possédant une telle fonction méromorphe
doit avoir leurs orbites locales finies (c’est-à-dire périodiques) de longueur
uniformément bornée. Évidemment cela n’est pas possible pour un difféo-
morphisme local dont la partie linéaire en 0 E C est une rotation irra-
tionnelle. Il en découle une contradiction qui montre que le cas al j3 E
R+ B Q+ ne peut pas se produire.

Supposons finalement que G Q+. Grâce au théorème de Mattei-
Moussu ([Ma-Mo]), il suffit de vérifier que l’holonomie locale h de {y = 0}
est d’ordre fini. Pour cela on choisit le plus petit entier positif k tel que hk
est tangent à l’identité. Si hk est différent de l’identité, alors sa dynamique
locale possède des secteurs où les orbites convergent vers 0 G C (cf. [Ça]).
On déduit qu’il n’admet des fonction méromorphes non triviales qui soient
constantes sur ses orbites. Donc hk coïncide avec l’identité et par conséquent
l’holonomie de {y = 0~ est finie. La preuve du lemme est terminée. D

Dorénavant nous abandonnons l’hypothèse que p est une singularité
isolée de X. Dans la suite on démontre le résultat principal de l’appendice.

THÉORÈME 6.3. - Soit une surface de Stein et X un champ de
vecteurs holomorphe complet sur M. Supposons que l’orbite générique de X
n’est pas simplement connexe. Si p est une singularité de X (non nécessai-
rement isolée), alors X possède au voisinage de p l’une des formes normales
ci-dessous : :



1. Si p est une singularité isolée :

2. Si p est une singularité non isolée

Démonstration. Supposons d’abord que p est une singularité isolée.
D’après le lemme ( 6 .1 ) , X possède deux valeurs propres non nulles, a et /3,
en p. Dans le cas où a et j3 sont résonnants, alors ou bien X est linéarisable
ou bien X s’écrit comme dans la forme normale de Poincaré-Dulac. On peut
donc supposer que les valeurs propres sont non résonnantes. Le lemme (6.2)
entraîne alors que X est linéarisable, i.e. dans un certain système de coor-
données X = + Finalement, comme X a une intégrale
première méromorphe non constante, on conclut que cx/,~ G Q. Cela achève
l’analyse des singularités isolées.

Maintenant nous supposons que p est une singularité non isolée. Nous
reprenons la classification des singularités semi-complètes non isolées (théo-
rème A de [Reb2]). Les cas 5,6,7,8,9 et 10 de cette classification ne peuvent
avoir lieu puisque les champs correspondants ont des orbites compactes. De
manière analogue le cas lc ne se produit pas car ses orbites sont des CP(1).

Il ne reste que le cas 2,3 et 4. Dans 2, le champ sera nécessairement
linéarisable. En effet, ceci se démontre précisément de la même façon que
le lemme (6.2). Le cas 4 étant sur la liste de notre énoncé, il reste à exclure
le cas 3. On y parviendra en observant que sur l’axe {?/ = 0~ le champ
en question s’écrit ce qui oblige la feuille donnée localement par
{y = 0 ~ à se compactifier en CP ( 1 ) . Le théorème est démontré. D
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