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Densités, moyennes et ensemble représentatif :
unification du cas discret et du cas continu ®

GEORGES GREKOS ) ET LABIB HADDAD (?

RESUME. — Soit T' une partie non bornée de R avec 0 appartenant a T'.
A chaque fonction croissante f : T — R nous associons le couple r(f) =
(s(£),i(f)) o s(f) = limsup ;100 £ et i(f) = liminf ¢—poo L2
appartiennent & R U {4+oc0}. Nous décrivons I'ensemble

R(f)={r(g); 9: T — R, g et f — g croissantes}.

Ce travail unifie et prolonge des résultats obtenus sur les densités
des parties de N, d’une part, et les limites des moyennes des fonctions
positives, d’autre part.

ABSTRACT. — Let T be a non bounded subset of R, containing 0. Let C
denote the set of all increasing functions f : T — R such that f(0) = 0.
‘We call representative point of a function f in C, the ordered pair

() = (s(f),i(f)) € R4+ xRy

— limsup 1) i(f) = liminf &)
S(f)—ltlrjil:g il z(f)—lgigg ot

Given two real functions g and f, defined on T, we say that g is subor-
dinated to f if and only if the function f — g is increasing. In this paper

where
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we study the representative set of a function f belonging to C. This
set is defined as

R(f) = {r(g) : g € C and g is subordinated to f}.

The finite points of R(f), that is all points r(g) such that s(g) < +oo,
form a closed convex region of R4 X R containing (0,0) and lying below
the straight line y = z . If 3(f) < +o0, then R(f) has the form of what
we call a stop-block (in French: taquet), having r(f) as extremal point.
[See figures 1 or 3.] Here are some directions of the present work.

(I) We develop a general context, special cases of which are the following
two cases already studied by the first named author.

(1) T =N and all functions f : T — N are counting functions
of subsets of N :

f(n) = fa(n) = Card AN[0,n].

(2) T = R4+ and all functions are absolutely continuous, that is,
indefinite integrals of positive functions:

f(z)= /z a(t) dt.
0

(II) We study R(f) when s(f) = +oo and i(f) is finite or when both i(f)
and s(f) equal +oo.

(III) The inverse theorem (saying that, given a convex set B as described
above, there is a function f in C such that R(f) = B) was already proved
in the two mentioned special cases. Here this theorem is proved in the
new more general context and, moreover, the proof is completely recast.
Emphasis is on geometric ideas. Thus the drawing of a function f such
that R(f) = B, is a succession of homothetics of drawings of a function
defined geometrically by using the tangents of the upper boundary of B.

0. Introduction

Ce travail unifie et prolonge des résultats obtenus dans une série d’articles,
concernant les densités des parties de N, d’une part, et les limites des
moyennes des fonctions positives, d’autre part.

La densité d’une partie de N est une notion utilisée souvent aussi bien
en Théorie des Nombres [HR], qu’en Analyse [M, P] ou en Combinatoire.
La densité posséde certaines propriétés d’une mesure, mais elle n’est pas
o-additive. Il existe plusieurs types de densités [FGi]. Considérons, par ex-
emple, la densité usuelle, dite “densité asymptotique”. Pour A C N, on
définit sa densité supérieure

dA = limsup% Card AN[1,n]

n—-+co
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et sa densité inférieure
..ol
dA = liminf — Card AN[1,n] .
n—<4o0o N

Ceci fournit un point D(A) = (dA, dA) de [0,1]%. Le premier auteur [Grl]
a étudié, pour un ensemble A fixé, '’ensemble R(A) = {D(B); B C A} et
il a démontré que R(A) est convexe et fermé et a la forme particuliére d’un
“taquet” (cf. section 1.2 ou figure 1) accroché au point D(A).

Signalons, au passage, que d’autres aspects des ensembles R(A) ont été
abordés. Dans [DGr], on retrouve des ensembles du méme type en con-
sidérant les densités des indices des sous-suites équiréparties modulo 1 d’une
suite réelle (u,). Dans [GrV] on étudie, entre autres, la pente de la partie
supérieure de la frontiére de R(A) a l'origine.

La définition donnée ci-dessus de la densité, revient & considérer les
limites supérieure et inférieure de

1 T
5/1 alt) dt

ol a est la fonction caractéristique de A définie de la fagon suivante: Pour
t réel, t > 1, on pose

_ 1 si [tjed,
a(t) = { 0 sinon.

Cette observation a conduit le premier auteur & étudier [Gr2] la situation
analogue pour les moyennes des fonctions a réelles positives bornées. Si a
est fixée et b parcourt toutes les fonctions positives majorées par a, alors les

couples
. 1/ P B
hmsup—/ b(t) dt , hmmf—/ b(t) dt
z—+oo T J1 z—+o00 T Jq

des moyennes limites des fonctions b forment un ensemble du méme type

que ’ensemble R(A).
Dans ce travail:

1) Nous développons un contexte général dont des cas particuliers sont

les cas déja étudiés. Cela consiste a remplacer les fonctions « +— flz a(t) dt
par des fonctions croissantes, définies sur une partie fixée de R.

2) Nous étudions les cas ou la limite supérieure ou les deux limites,
inférieure et supérieure, sont infinies.
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3) Nous avons complétement refondu la preuve du théoréme réciproque
en mettant en évidence les transformations de nature géométrique qui y
interviennent.

Voici un bref apergu de la composition de 1’article.

1. Définitions et résultats.

2. Le théoréme direct.

3. Remarques sur les deux cas déja traités.
4. Le théoréme réciproque.

5. Le cas infini.

6. Remerciements.

1. Définitions et résultats.

1.1. Cadre et notations.

Dans toute la suite, on désigne par T une partie non bornée de R et
par F = F(T) 'ensemble des fonctions réelles f : T — R.

Pour chacune des fonctions f : T — R, on pose

i(f) = lim inf @ et s(f) =limsup @

t—+o0 t—+00

On posera aussi r(f) = (s(f),i(f)) : c’est un point du plan réel achevé
R x R. On l'appellera le point représentatif de f.

Etant données f et g dans F, on dira que g est subordonnée 3 f, et
on écrira g sub f, lorsque la différence f — g est une fonction croissante,
autrement dit, lorsque:

pour tous x < y dans T, on a g(y) — g(z) < f(y) — f(x) (ce qu’on pourra
écrire symboliquement Ag < Af).

Cette subordination est une relation de préordre sur I’ensemble F. La
relation d’équivalence associée est donc (g sub f et f sub g) et revient 3
dire que la différence f — g est constante. Dans ce cas on aura r(f) = r(g).

En effet, lorsque 'on a g sub f, on aura i(g) < i(f) et s(g9) < s(f) car
alors, pour z fixé et y > z, on a g(y) < f(y) +(g9(z) — f(z)) ; il suffit ensuite
de laisser y tendre vers linfini.

Supposons dorénavant que 0 € T et posons
C=C(T)={f € F : fcroissante et f(0) = 0}.
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Puis, pour chaque f € C, posons

S(f) ={ge€C:gsub f}
R(f)={r(9): 9 € S(f)}-

Ce dernier ensemble est une partie du premier quadrant Ry x R, du plan
réel achevé: on dira que R(f) est ’ensemble représentatif de f.

Le propos dans [Grl] et [Gr2] consistait & caractériser ces ensembles
représentatifs R(f) dans deux cas particuliers, du moins lorsqu’on suppose

que s(f) est fini.
On reviendra, plus loin, sur ces deux cas particuliers :

— le premier est celui ou f est la fonction de comptage associée & une
partie A de N
f(n)= Card {me A:m < n};

— le second est celui ou f est croissante et absolument continue sur les
intervalles bornés.

Dans le premier cas, on a T' = N; dans le second 7= R.
1.2. Une définition : les taquets.

Etant donnés deux nombres réels a > b > 0, considérons les quatre
points suivants du plan réel :

0=(0,00 A=(a,0) B=(a,b) C=(bb).

C(b,b) B(a,b)

Y

0 A(a,0)
Figure 1
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On appellera taquet fixé au point (a,b) tout ensemble conveze fermé
du plan, contenant le triangle OAB et contenu dans le trapéze OABC.

Ainsi le plus petit des taquets fixés en (a,b) est le triangle OAB lui-
méme, le plus grand étant le trapéze OABC.

Un taquet est entierement déterminé par I’arc OB qui le limite par le
haut, autrement dit par la donnée de la fonction concave

p:[0,a] — [0,b]
dont le graphe est, précisément, 'arc OAB et que ’on pourra appeler le profil
du taquet.

Soulignons le fait qu’un taquet est une partie du plan réel R xR, convexe
et compacte; hormis les cas oll b = 0, un taquet est donc un corps conveze.

1.3. Breéve description des résultats.

Dans les deux cas déja considérés [Grl, Gr2] on démontre en substance
que les ensembles représentatifs R(f) sont précisément les taquets.

On va étendre ces résultats au cas général. On montrera ainsi que, pour
f : T — R croissante et f(0) =0, i(f) = b et s(f) = a < +00, 'ensemble
représentatif R(f) est un taquet fixé au point (a,b).

Réciproquement, tout taquet est ensemble représentatif d’au moins une
fonction croissante f : T'— R avec, au choix, T = N ou T = R, ou autre.

Le cas particulier oii s(f) = 400 donnera lieu & un traitement
séparé car il présente des phénoménes inattendus qui seront il-
lustrés par des exemples et contre-exemples.

Pour établir ces résultats, on aura besoin de quelques préliminaires.
2. Le théoréme direct.

2.1. Premiéres remarques simples.

1) Soient f et g dans C avec g sub f. Alors 0 < i(g) < s(g) < s(f) et
i(g) < i(f). L’ensemble R(f) est donc contenu dans I'intersection des quatre
“demi-plans fermés” suivants du plan achevé R x R :

y20, y<z, z<s(f)=a, y<i(f)=0.
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Lorsque a est fini, 'intersection des quatre demi-plans n’est autre que le
trapéze OABC.

2) Soient f et g dans C avec g sub f. Pour 0 < A < 1, on a encore Ag € C
et A\g sub f et r(Ag) = Ar(g) avec la convention 000 =0.

Ainsi, si 7 est un point & distance finie appartenant & R(f), tout le
segment [0, r] qui joint 'origine & r est contenu dans R(f).

2.2. Un mesclun : mélange de deux fonctions.

On se donne f et g dans C. On suppose que g sub f et que s(f) = a et
i(g) = ¢. On va construire h € C telle que g sub h et h sub f, s(h) =a
et i(h) = c. La fonction h se présentera comme un “savant” mélange des
fonctions f et g.

1) La construction de h.

On a i(g) = ¢ < 3(g) et i(9) = ¢ < i(f) < s(f) = a. Bien entendu, si
¢ = +oo alors s(g) = i(f) = s(f) = a = +00. On peut alors prendre, au
choix, h = g ou h = f. On suppose donc que c est fini. On construit alors h
comme un mélange de f et de g de la maniére suivante. Par récurrence, on
construit deux suites (z,) et (y,) dans T de sorte que ’on ait

T0=0, n < Tn < Yn < Tnt1,
h(0) = h(zo) = 0

t
) h(z) = { f(.’l;) - f(.'l:n) + h(xn) pour Zp LT K Yn
9(x) — g(yn) + h(yn) pOUr Yn < T < Tnyr

1 . .
1 ot h(yn)Z{a—; si a est fini

h(z
(n)<c+—- .
Tn n Un n sl a= +00.

Cela est possible car, en supposant h(z) définie pour 0 < z < x, et
sachant que s(f — f(zn) + h(zy)) = s(f) = a, il existe dans T au moins un
point y, > z, tel que

=f(yn)_f(xn)+h(wn) >{G,—,,—11 si a < 4o0;

an .
UYn n sl a=+oo.

Ce choix de y, étant fait et sachant que i(g — g(yn) + h(yn)) = i(g) = ¢,
il existe dans 7" au moins un point T,4+1 > Yn, €t Tn+1 = n + 1, tel que

Cn = g(xn+1) — g(yn) + h(yn) <c+ l )
Tn+1 n
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2) Propriétés de h.

La fonction-mélange h ainsi construite est croissante et h(0) = 0 donc
h € C. De plus, comme annoncé, on a g sub h et h sub f donc, en particulier,
c=i(g) < i(h) et s(h) < s(f) =a.

Comme, d’autre part, liminf ¢, < cet limsup a, > aon abieni(h) =c
et s(h) = a.

2.3. Une premiére conséquence.

Soient u € C et (z,y) € R(u). Si y est fini, alors le segment vertical qui
joint le point (x,0) au point (z,y) est tout entier contenu dans R(u), i.e.
on a

{(z,2) : 0<z<y}CR(u).

La démonstration (laissée au lecteur) utilise le mélange de fonctions; elle est
également valable pour z fini et pour z infini.

Pour y infini, on montrera plus bas, & ’aide d’une autre démonstration
que le résultat tient encore, i.e. lorsque 'on a (400, +00) € R(u), alors

{+00} x Ry = {(+00,2) : 0 < z < +00} C R(u).

2.4. Une deuxiéme conséquence.
Soient f €C, i(f)=0b et s(f) =a fini.

L’ensemble représentatif R(f) est alors contenu dans le trapéze OABC et
contient le triangle OAB ou O = (0,0), A = (a,0), B = (a,b), C = (b,b).

Cela résulte de 2.1 et 2.3.

Afin d’établir que R(f) est un taquet, nous aurons encore besoin de
quelques résultats auxiliaires.

2.5. Quelques propriétés élémentaires.

On désigne par f, g, h des éléments quelconques de F.
1) On a toujours (sauf lorsqu’une somme est indéterminée)

i(f) +i(g) <i(f+9), s(f+g)<s(f)+s(g).

Bien entendu, on peut avoir des inégalités strictes méme lorsque f et g sont
croissantes.
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2) On a toujours s(—h) = —i(h) (et i(—h) = —s(h)); donc s(f — g) <
s(f) — i(g) sauf indétermination de cette différence.

3) On a toujours ceci :
1) Si f < g alors i(f) < i(g) et s(f) < s(g)-
2) i(f A g) =i(f) Ailg) et s(fV g) = 5(f) V s(9).

4) Soit (ug) une famille dans F ayant une enveloppe supérieure u € F.
Si u, sub f pour chaque indice k, alors u sub f.

En effet : u = Vug et f—u = f—Vur = A(f —uyg) est croissante comme
enveloppe inférieure de fonctions croissantes. O

De méme, si la famille (ux) posséde une enveloppe inférieure v € F et
si ug sub f pour chaque k, alors v sub f.

2.6. Un cas particulier d’enveloppes supérieures.

On se donne f et g dans C et on considére I’ensemble suivant

U(f,9) ={ueS(f):u<g}

On désigne par h I’enveloppe supérieure des u € U(f, g).

1) Ainsi h est croissante, h(0) = 0 et, d’aprés le 2.5,4) ci-dessus, on a
h sub f et, bien entendu, on a aussi h < g. Autrement dit h € U(f, g) : parmi
toutes les fonctions u appartenant & U(f, g), il en est une plus grande que
toutes les autres (une sorte de socle) et c’est précisément h, leur enveloppe
supérieure. Pour faire court, on dira que h est la f-enveloppe de g.

2) Voici une expression commode de h (voir figure 2). On pose
v(z) = sup (f(t) — g(t))
i<z
pour chaque £ € T. On va montrer que h = f — v.

Démonstration. — De par sa définition, la fonction v : T — R est crois-
sante et v(0) = 0. Donc v € C. La fonction f — v est également croissante,
i.e. on a v sub f.

En effet : Pour z < y dans T, posons

w(z,y) = Sup (F(t) — g(2))-
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Figure 2

Ainsi v(y) = v(z) Vw(z,y) d’olt

v(y) —v(z) = v(z) V w(z,y) - v(z) =0V (w(z,y) — v(z)).

Or f(t) — 9(t) < f(y) — g(z) pour z < ¢t <y,

donc w(z,y) < f(y) — 9(x); et f(z) — 9(z) < v(z)

d’ot w(z,y) — v(z) < f(y) — 9(2) — (f(z) — 9(2)) = f(v) - f(@).
Donc v(y) — v(z) < f(y) — f(z) comme annoncé.

On a ainsi v sub f et (f —v) sub f. D’autre part, pour chaque u € S(f),
on a
usgssi f-g Sf-ussi v<f—ussi u<f-v.

Donc h = f — v comme annoncé. a
2.7. Théoréeme.

Soient f et g dans C et soit h la f-enveloppe de g.
1) On a alors i(g) A s(f) < s(h) < s(g) A s(f)-
2) Soitl e F. Silsub f et s(l —g) <0 alorsi(l) < i(h).
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Pour établir ce théoréme, on se servira du résultat suivant.

2.8. Lemme.

Soient u € F, u(0) =0, v(z) = sup u(t). On suppose que v(z) est

i<z

fini pour chaque x € T, i.e. que v € C. Alors

1) On a nécessairement s(v) =0 ou i(v —u) =

2) Pour chaque g € C, si s(v —q) > 0 alors s(v—q) = s(u—q). En
particulier, si s(u —q) < 0 alors s(v—q) <O0.

Démonstration du lemme.

1) Puisque u < v,onav—u > 0 donc i(v—u) >0

D’autre part, de par la définition méme de v, pour chaque z € T, il
existe t = t(z) < z tel que

v(t) < v(z) < u(t) +1.

Si Pensemble des t(z) est majoré par y € T, on aurait u(t) +1 < v(y) +1
donc v < v(y) + 1 et alors s(v) = 0. Sinon, comme 0 < v(t) — u(t) < 1 pour
une suite de t = ¢(z) tendant vers +o00, on aurait

O<M<l

o~

qui tendrait vers 0, d’ott i(v —u) < 0
2) Puisque u < v,on a u— ¢ < v — ¢ donc s(u — q) < s(v — q).
Pour chaque z € T, on reprend un t = t(z) < z pour lequel v(z) <
u(t) + 1, donc
v(z) —g(x) <u(t) —q(t) +1<u(t)+1<v(z)+1,
car g est croissante et positive, on s’en souvient.

Si s(v — q) > 0, il existe une suite de valeurs de = tendant vers +oo

v(w) q(x)

pour lesquelles on aura 0 < —*—=— le deuxiéme membre tendant vers

s(v —q).

Mais alors la suite correspondante des valeurs de ¢t = t(x) n’est pas
bornée (car si elle ’était par un y € T, on aurait v(z) — ¢(z) < v(y) +1)
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et 'on a
)< V@) =ae) (@) -a(o) _ul)=a®)+1
T t t
donc, & la limite, s(v — q) < s(u — ¢). D’ot I’égalité annoncée. O

Démonstration du théoréme 2.7

On reprend u = f — g et v(z) = sup wu(t). Ainsi h = f — v et le lemme
s’applique. e

1) De h < g et h < f on tire s(h) < s(g) A s(f)-

Ensuite, on écrit g —h =g — f +v = v —u. Si s(v) =0, alors s(f) =
s(h + v) < s(h) +s(v) = s(h). Sinon, alors i(v — u) = 0 d’aprés le 1) du
lemme.

Ainsi 0 = i(v — u) = i(g — h) = i(g9) — s(h) d’ol1 i(g9) < s(h) que s(h)
soit fini ou non.

Ainsi, dans les deux cas, on a bien i(g) A s(f) < s(h).

2) Puisque I sub f,ona f—l€Cetl—h=wv+1— f &laquelle on peut
donc appliquer le 2) du lemme avec ¢ = f — .

On a s(u+1— f) = s(l — q) < 0 par hypothése. Donc s(l — h) =
s(v+1— f) <0 d’apreés le lemme. D’ou

i(h)=i(l+h—1)>il)—s@—h)>i@l). O

2.9. Un cas particulier.

On se fixe f € C et on pose s(f) =a , fini ou non.

Pour chaque nombre réel (fini) c € [0, a], on considére la fonction affine
ge : T — R ot g.(t) = ct. On considére ensuite la fonction h. : la f-
enveloppe de g.. On a i(g.) = s(gc) = c et donc, d’aprés le théoréme 2.7,
on a s(he) =c.

Posons i(h;) = p(c). On obtient ainsi une fonction p : [0,a] NR —» R
que nous appellerons le profil de la fonction f.

On observera ceci : lorsque a est fini, la fonction p est définie sur I'intervalle
[0, a] tout entier ; tandis que, pour a = +00, la fonction p est définie sur
[0,a] i.e. sur Ry
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Quelle que soit alors la fonction ! € F, si 'on a l sub f et s(l) < ¢, on
aura () < i(h.) = p(c) d’aprés le théoréme 2.7, 2).

1) L’interprétation géométrique de ce résultat est la suivante.

Pour chaque réel c de Uintervalle [0, a], ’ensemble des points de R(f)
dont Pabscisse est égale & c n’est autre que le segment vertical

{(c,y) : 0<y < p(0)}-
Ainsi, lorsque a est fini, on a
R(f)={(z,y):0<z<a et 0<y<p(z)}.

Pour voir que I’ensemble représentatif R(f) est un taquet dans ce cas, il
suffit donc de montrer que le profil p de f est une fonction concave et
croissante (ce sera alors le profil du taquet R(f) lui-méme).

En fait, on va voir que le profil p de f est croissant et concave que a soit
fini ou non.

2) La fonction p est croissante car, pour deux réels ¢ < d, on a g. < g4
donc h. < hq et i(h;) < i(hq) ie. p(c) < p(d).
2.10. Théoréme.

Le profil p de toute fonction f € C est concave.
Démonstration. — Soient ¢ < d des réels (finis) de l'intervalle [0, a] et
soient A > 0, 4 > 0, \+ =1 et e = Ac+ ud. On considére h = Ah, + phq.
On commence par observer que h €C et hsub f et
h(t) = Ahe(t) + pha(t) < Act + pdt = et = go(t)
donc h < h,. Ainsi
i(h) < i(he) = p(e) = p(Ac + pd)

et
i(h) = i(A he + p ha) 2 X i(he) + p i(ha) = A p(c) + p p(d).
D’ou A p(c) + p p(d) < p(A ¢+ u d). O

2.11. Le théoréme direct (corollaire de 2.10).

Soit f € C ou i(f) = b et s(f) = a fini. L’ensemble représentatif R(f)
est alors un taquet fizé au point (a,b).

— 47 -



Georges Grekos, Labib Haddad

3. Remarques sur les deux cas déja traités.

3.1. Une mesure d’écart.

Etant données f et g dans F, on pose
(£, 9) = s(If — gl)-

C’est une mesure de “I’écart” entre f et g.

C’est méme, proprement, un écart sur 'ensemble F au sens classique
de Bourbaki [B] : la fonction ¢ : F x F — R ayant les propriétés requises

o(f,f)=0  &(f,9) =4(g, f)
&6(f,9) < 6(f,h) +(h, g).

On observera également ceci :

i), i(9)] < 6(f,9) et |s(f),s(9)l < 6(f,9),

ol |z,y| désigne 1'écart des deux points z,y de la droite achevée. Ainsi
Pécart |r(f),7(g)| des deux points représentatifs dans le plan achevé (muni
de 1’écart “sup”) est majoré par ’écart 6(f,g), i.e. Papplication r : F —
R x R est lipschitzienne de rapport 1.

La relation §(f,g) = O est une relation d’équivalence sur F. Elle im-
plique, en particulier, 1’égalité 7(f) = r(g) des points représentatifs.

On va montrer qu’elle implique aussi I’égalité R(f) = R(g) des ensembles
représentatifs pour f et g dans C.

3.2. Théoréme.

Soient f et k dans C tels que 6(f,k) = 0. Alors R(f) = R(k).

Démonstration. — Soit g € S(k) et soit h la f-enveloppe de g. On va
voir que 4(g,h) = 0.

Avec les notations de la démonstration du théoréme 2.7, on a

h=f-v, 0Kg—-h=g—-f+v=v+(@g—k)+(k-f).

Puisque k— g est croissante, on peut appliquer le lemme 2.8 4 la fonction
v+g—k.Ona

s(u+g—k)=s(f-g+g—k)=s(f—k)=0
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donc s(v+ g — k) < 0. Ainsi
0<s(g—h)<s(v+g—Fk)+s(k—f)<0
donc s(|g — h|) = s(g — h) =0 i.e. 8(g,h) = 0 comme annoncé.
Ainsi 7(g9) = r(h) d’ot R(k) C R(f) et, par symétrie de la relation

d(f,k) = 0, on a aussi l'inclusion R(f) C R(k) d’ou I’égalité annoncée.
O

3.3. Une premiére discrétisation (en ordonnée).

A chaque fonction f € F, on peut faire correspondre la fonction A :
T — Z définie par h(t) = [f(t)] partie entiere de f(t). On écrira simplement
h =[f].

Ainsi h < f < h+1 et donc §(f,h) =0.

Lorsque f € C, on a aussi h € C et donc R(f) = R(h) d’aprés le théoréme
précédent.

Désignons par D = D(T') ’ensemble des fonctions croissantes u : T — N
telles que u(0) = 0.

Ainsi D C C et, pour chaque f € C,on a h = [f] € D.

Attention pourtant: on peut avoir g sub f sans que l'on ait [g] sub [f],
méme lorsque g et f sont dans C, comme on peut s’en convaincre en con-
struisant des exemples simples.

On a cependant le résultat suivant: Pour f et g dans F, si f ne
prend que des valeurs entiéres (autrement dit si f = [f]), alors g sub f
implique [g] sub f.

En effet : pour z < y, on a alors
9(y) —9(z) < f(y) — f(z) =n entier
done g(y) < g(z) +n, dol [g(3)] < [9(z) +n] = [g(@)] +n. O
Pour chaque f € C, on peut considérer
S(f)IND={geD: gsub f}

et
D(f)={r(9): 9 € S(f)nD}
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qui est une sorte d’ensemble représentatif “discrétisé” contenu dans I’ensemble
représentatif R(f), i.e. D(f) C R(f).

Cependant, lorsque f € D, il y a alors égalité

R(f) = D(f).
En effet : pour chaque g € S(f), onaalors [g] € S(f)ND et r([g]) = r(g)
d’apres ce qui a été dit.
En résumé, quel que soit f € C et h=[f],ona
R(f) = R(h) = D(h).

Dans 1’étude des ensembles représentatifs R(f) o f € C, on ne perd rien
en généralité si I'on s’en tient aux seules fonctions & valeurs entiéres.

3.4. Une deuxiéme discrétisation (en abscisse).

On suppose ici que 'ona N C T.

A chaque fonction f : T — R correspond sa restriction fln : N — R.
Lorsque f est croissante, il en est de méme de f|nN bien entendu. L’application
de restriction C(T") — C(N) ainsi définie respecte la subordination puisque,
si g sub f alors g|n sub f|N.

De plus, soit h = f|n. Alors, si f est croissante, on a
h(n) < f() <h(n+1) pour n<t<n+1,

donc i(h) = i(f) et s(h) = s(f), d’ou r(h) = r(f). Ainsi, pour chaque
f €C(T), on a R(f) C R(f|n)-

En réalité, on a méme 1’égalité R(f) = R(f|n) comme on va le montrer.

En effet : Papplication de restriction C(T)) — C(N) est surjective et
posséde au moins une section C(N) — C(T') compatible avec la subordina-
tion.

Plus précisément, soit h € C(N). On peut définir un prolongement g :
T — R de h comme suit

g(t) = h(n) pour n<t<n+1.
Cette fonction g appartient & C(T') et 'on a g|n = h.
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L’application de prolongement C(N) — C(T') ainsi définie respecte la
subordination et c’est une section de I'application de restriction. Ainsi

R(9) = R(g|n) = R(h).

Partant alors d’une fonction f € C(T'), on considére sa restriction h =
fIn et le prolongement g : T — R de h. Comme f et g coincident sur
N, on a §(f,g) = 0 et donc R(f) = R(g) = R(h) comme annoncé. O

Remarque. — L’application de prolongement utilisée ci-dessus n’est pas
la seule possible. En voici deux autres & titre d’exemples.

Pour h : N — R donnée, on peut définir g : T — R des deux maniéres
suivantes.

1) Premiére maniére : g(t) = h(n+1) pour n <t < n+1.

2) Deuxiéme maniére : g = h sur N et g affine sur chacun des intervalles
[n,n+1].

Dans la deuxiéme maniére, la fonction g est toujours continue. Elle est
méme absolument continue sur tout intervalle borné lorsque T = R...

3.5. Les deux cas déja traités.

1) Un cas discret : les fonctions de comptage.

A chaque partie A de N, on associe une fonction de comptage f :
N — N définie par f(n) = Card {m € A : m < n}. C’est une fonction
croissante, & valeurs entiéres, et f(0) = 0. Les nombres finis i(f) et s(f) sont
les densités (asymptotiques) inférieure et supérieure, respectivement,
de 'ensemble A. Si B est une partie de A, sa fonction de comptage g est
telle que g sub f. Réciproquement, si g : N — N est croissante, telle que
9(0) =0 et g sub f, alors g est la fonction de comptage d’une partie B de A.
Cette correspondance est bijective. L’ensemble représentatif R(f) coincide
avec ’ensemble représentatif “discret” D(f) comme il a été dit, ci-dessus, au
paragraphe 3.3 au sujet de la premiere discrétisation. En particulier, puisque
la densité supérieure s(f) est finie, 'ensemble représentatif R(f) = D(f)
est donc un taquet comme il est dit dans le théoréme 2.11. Dans [Grl], on
donne une démonstration ad hoc de ce résultat.

Ce premier cas particulier traité dans [Grl], peut étre placé dans un
cadre plus général ou, au lieu de parties de N, on considére des parties de
R, et, plus généralement encore, des suites ce qui permet, éventuellement,
la répétition de certains termes si on le désire. Voici ce cadre général.

- 51—



Georges Grekos, Labib Haddad

Etant donnée une suite a = (a,,), finie ou infinie, de nombres réels a,, > 0,
on lui associe la fonction de comptage f : R, — N = N U {co} définie
par f(z) = Card{n : a, < z}.

C’est une fonction croissante, en escalier, & valeurs entitres et f(0) =
0. Les nombres i(f) et s(f) représentent les densités asymptotiques
inférieure et supérieure de la suite (a,).

Cette fonction est finie (i.e f(z) < 400 pour tout z > 0) si et seulement
si la suite (an) ne posséde aucun point d’accumulation dans R, ce qui
revient & dire que cette suite est finie ou tend vers ’infini. Supposons
qu’il en soit ainsi.

Alors, a chaque suite b = (an)nem extraite de (ay), correspond une
fonction de comptage g : Ry - N

g9(z) = Card{n € M : a, < z}
telle que g sub fie. g€ S(f)ND.

Réciproquement, si ¢ € S(f) N D, il existe au moins une suite b =
(an)nem extraite de (a,) dont g est la fonction de comptage.

Démonstration.— Rangeons 1’ensemble des valeurs {a,} en une suite
strictement croissante 0 <79 <711 < --- <7y < --- €t comptons

N(m) = Card{n : ap = rp,} pour m > 0.

Alors f(z) = 3., ., N(m). La fonction f est constante sur chacun des
intervalles I(m) =|rm, m+1] et le saut f(rm4+1) — f(rm) est précisément
Pentier N(m). Mais alors, puisque g est subordonnée & f, elle est également
constante sur chacun des intervalles I(m) et son saut P(m) = g(rm+1) —
g(rm) est majoré par N(m). On fabrique alors la partie M de N comme
suit. Pour chaque m, on choisit une partie M(m) ayant P(m) éléments
dans P’ensemble {n : an, =y}, ce qui est possible puisque P(m) < N(m).
L’ensemble M = {J,,., M(m) convient. O

m>0
L’ensemble représentatif R(f) est alors 'ensemble des couples

r(9) = (s(9),i(9))

ol g € S(f) ND et c’est aussi ’ensemble des couples (densité supérieure,
densité inférieure) pour chacune des suites b = (ay,)nen extraites de la suite

(an).

En particulier, lorsque la suite (a,) posséde une densité supérieure finie,
Pensemble représentatif R(f) est ainsi un taquet fixé en 7(f) comme il est
dit dans le théoreme 2.11.
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2) Un cas “continu” : les fonctions absolument continues.

Voici d’abord, briévement exposé, le second cas particulier traité dans
[Gr2].

On considére I’ensemble F' des fonctions bornées a : Ry — R intégrables
sur tout intervalle borné [0, z]. A chacune de ces fonctions a, on associe son
intégrale indéfinie f(z) = [; a(t) dt et le couple formé de

lim sup —f(w) , lim inf ___f(a:) ;
T—400 T r—+4+00 T
autrement dit, 7(f) = (s(f),¢(f)). Puis 'on considére I’ensemble {r(g) :

g(z) = f: b (t) dt ou b€ F et b< a} et on montre que cet ensemble est un
taquet fixé au point 7(f) lorsque s(f) est fini.

Voici, & présent, comment cela se rattache au cadre général présenté dans
les pages précédentes.

Une fonction f : Ry — R est croissante et localement absolument con-
tinue (i.e. absolument continue sur chaque intervalle borné) si et seulement
st elle est intégrale indéfinie d’une fonction positive localement intégrable
a:Ry - R, :

T
£@) = 1O+ [ att) .
D’autre part, soit f une telle fonction et soit g : R+ — R une fonction

croissante. Alors

1) si g sub f, la fonction g est elle-méme localement absolument continue;
en effet, pour z < y, on aura 0 < g(y) — g(z) < f(y) — f(z) ; et

2) si, de plus, f(z) = f(0)+ [y a(t) dt, a > 0, et g(z) = g(0)+ [y b(t) dt,
b=0,

on aura g sub f si et seulement si b < a presque partout.

On retrouve ainsi le cas traité dans [Gr2] comme cas particulier ot la
fonction f € C(R4) est supposée localement absolument continue.

3.6. Remarque.
En rapport avec le paragraphe précédent (3.5,2)), une remarque s’impose
sur le lien entre ces considérations et la théorie de la mesure. Désignons par

M V’ensemble ordonné des mesures boréliennes positives sur R . finies sur
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les parties bornées et considérons la partie £ de C(R4) formée des fonc-
tions continues & gauche f € C(Ry). Il y a une correspondance canon-
ique bijective entre £ et M, on le sait. A chaque f € L est associée
une mesure 0 € M définie par o([z,y[) = f(y) — f(z) pour 0 < z < ».
Réciproquement, & chaque mesure o € M est associée la fonction f € £
définie par f(z) = o([0,z[) pour z > 0.

Dans cette correspondance, on a
i(f) = lim inf @ et s(f) = limsup _a([(:);x[)

qui se présentent ainsi comme de véritables densités moyennes, asympto-
tiques, inférieure et supérieure, de la mesure o par rapport & la mesure de
Lebesgue.

En outre, si o et 7 sont les mesures qui correspondent respectivement
aux fonctions f et g dans £, alors

gsub f ssi T7<o.

Enfin, il existe une rétraction C(Ry) — L qui fait correspondre &
f € C(R4) la fonction h € £ définie par

h(z) = sup f(@),

de sorte que h < f.

On vérifie, sans détour, que P'on a alors r(h) = r(f), de sorte que, plus
précisément,

R(f)y=R(h)={r(g): g€ L et g sub h}.

4. Le théoréme réciproque.

Apres I’analyse du phénomene, le moment est venu de faire la synthése
des taquets : étant donné un taquet quelconque, on va montrer qu’il est
I’ensemble représentatif d’au moins une fonction croissante (une sorte de
“guirlande” ) que nous construirons et que nous appellerons son antécédent.
Au taquet est déja associé son profil; nous allons lui associer également une
fonction auxiliaire, premiére étape dans la construction de son antécédent.

Voici les détails.
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4.1. La fonction auxiliaire.

On se donne un taquet fixé au point (a,b) et on considére son profil
p:[0,a] — [0,8] : c’est une fonction croissante, concave, telle que p(0) =

0,p(a) = b, p(z) < z, et son graphe n’est autre que 'arc OB qui limite le
taquet par le haut (voir figure 3).

Pour chaque z € [0, 1], cet arc posséde une seule droite d’appui (une
tangente) A(z) de pente x, en raison de la concavité. Si (u,p(u)) est Pun
quelconque de ces points d’appui, I’équation de la droite A(z) s’écrit Y —
p(u) = (X — u)z. Ainsi cette droite coupe la verticale d’abscisse a au point
dont 'ordonnée est égale & p(u) + (@ — u)x. Cette “ordonnée & I’abscisse a”
de la droite A(z) dépend de z mais pas de u. On pose alors

Az) = p(v) + (a — uw)z.

La fonction A : [0,1] — R ainsi définie est la fonction auxiliaire du
taquet, une sorte de “contre-profil”. L’équation de la droite d’appui A(z)
s’écrit alors

Y - Az) = (X —a)z.

1) Principales propriétés de la fonction auxiliaire.

On aura besoin des deux propriétés suivantes :

) EISI+ A(z) =b.
@) Az) -k

est fonction décroissante de x > 0 tant que la constante k reste inférieure
ou égale a p(u) ou (u,p(u)) est un point d’appui de la droite A(z).

Az)

En particulier, 0 est une fonction décroissante de z €]0,1].

On montrera, au passage, que:

La fonction auziliaire X est une fonction croissante, continue, telle que
A(0) =b et A\(1) =a,
A:[0,1] — [b,q]

(voir figure 3).
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A1)
a
A(x)
A(x)
/ /
b e
H B A
p(u) ///7 ..... r % (0
p(c) b ceeans T pfnn s !
; A
(o} c u a
Figure 3

Démonstrations. — [En suivant sur la figure 3 les étapes des démonstra-
tions, on a une vision géométrique claire de la démarche.]

La droite A(0) n’est autre que ’horizontale & 'ordonnée b, et la droite
A(1) la bissectrice des axes. D’out A(0) = b et A\(1) = a. Ensuite, on observe
successivement ceci. On a :

3) Mz) = p(e) + (a — ¢)x quels que soient 0 < £ < 1 et 0 < ¢ < a, avec
égalité si et seulement si (c,p(c)) est point d’appui de la droite A(x).

En effet : La droite de pente x passant par le point (¢, p(c)) de Parc OB
a pour équation Y — p(c) = (X — ¢)z, elle coupe la verticale d’abscisse a au
point d’ordonnée égale & p(c) + (a — c)z, elle est paralléle a la droite d’appui
A(z) et située entiérement en dessous d’elle, en raison de la concavité.

On a donc aussi

(4) My) — M=) < (@ —v)(y — z) si (v,p(v)) est point d’appui de la droite
A(y), quels que soient = et y dans [0,1].
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En effet : on prend ¢ = v dans (3), il vient A(z) > p(v) + (a —v)z. Ainsi
Ay) = M=) < p(v) + (a — v)y — (p(v) + (a - v)z) = (a — v)(y — 2).

On a ainsi

(5)0<a u<1\(y)—)\(—z—)<a v € a quels que soient 0 < = <

Y-
<1 ot (u,p(u)) et (v, p('v)) sont points d’appui des droites A(z) et A(y)
respectwement

Ainsi, en particulier, la fonction ) est croissante, elle est lipschitzienne de
rapport a donc continue comme annoncé. La propriété (1) est donc établie,
a fortiori.

On a d’autre part

(6) AW —k _ )\(:cl— k < (p(v) - k)(—ly- - %) si (v,p(v)) est point d’appui
de la droite A(y), quels que soient = et y dans ]0,1] et k dans R.

En effet : en prenant, comme ci-dessus, ¢ = v dans (3), il vient

’\(””) k> (o(v) - By +a-v

Ainsi
Ay) -k _Mz)—k
y B T

1 1
< () —k)(= = 2).
CORDICEE
Sidonc k< p(u) et 0 <z <y <1,0nak < p(u) < p(v), de sorte que

o) -0 (3-3) <o
Ce qui établit la propriété (2) annoncée. O

2) Troncature.

Si 'on tronque le taquet donné & I’abscisse ¢, on obtient un nouveau
taquet fixé au point (¢, p(c)) (un sous - tagquet pour ainsi dire) dont le profil
est la restriction p|jo o du profil p & I'intervalle [0, c]. (Voir figure 4.)

Que peut-on dire de la fonction auxiliaire 1 de ce sous-taquet ?

Par définition, p(z) est l’ordonnée & labscisse ¢ de la droite d’appui
E(z), de pente z, au sous-taquet. Pour 0 < ¢ < a, désignons par z = pjj(c)
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Figure 4

la dérivée & droite au point ¢ du profil p. Ainsi, tant que z > z, la droite
d’appui E(z) coincide avec A(z) et, pour z < z, la droite E(a:) s’appuie au
point (¢, p(c)). Un instant de réflexion suffit alors & voir que ’on a

(7 @) = { po) si 2z

Az) - (a—o)z si 2z,
z =plh(c).

Avant de passer a la construction de I’antécédent, on observera encore
ceci. On a

A(z) — p(c) si <z
(8) AMz) — p(x) = (a —c¢)z si z=z
(a —c)x si x>z

De cela découlent les deux résultats suivants.

(9) La fonction A — p est croissante et magjorée par (a — c).

(10) A0~ 12

découle de la propriété (2) et, pour x >

est fonction décroissante de x €]0,1]. [Pour z < z cela

Alz) - u(w)

= a—c est constante.
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4.2. L’antécédent.

Une fois pour toutes, on se fixe une suite de nombres réels
to=0<t) <ty <+ <tp <tpyy <---

tn+1

ou ’on suppose que le rapport tend vers U'infini, et on désigne par I(n)

Pintervalle [ty tnt1].

n

Si ’on veut fixer les idées, on pourra prendre ¢, = n! pour n > 1.

On reprend un taquet fixé en (a,b) et sa fonction auxiliaire A. Puis I'on
définit ’antécédent f : Ry — R comme suit :

ft)=0 pour ¢t € I(0)
f@) =tA(%) pour te€ I(n),n>1.

On va voir que cette fonction f est croissante, f € C(Ry), et que son
ensemble représentatif R(f) n’est autre que le taquet donné.

Démonstration. — Puisque A(1) = a, on a f(t,) = aty.
Pour t € I(n), on a f(t) =tA (%") <at < atpt1 = f(tnt1)-

Alz)

t
En posant £ = —, on voit alors que f(t) s’écrit t, — et qu’elle est donc

(d’apres 4.1,1),(2)) une fonction croissante de ¢ sur I(n), donc sur [tn,tn41]
également, donc sur R, tout entier. Ainsi tout antécédent appartient d

C(R+).

Observons encore ceci : on a f(t) < at et f(t,) = at, donc s(f) = a. De
plusb < A (ftﬂ) = @ et 'on sait (d’aprés 4.1,1),(1)) que A(z) tend vers
b lorsque z tend vers 0. Donc i(f) = b.

En résumé, le point représentatif 7(f) de 'antécédent n’est autre que le
point (a, b) ot le taquet est fixé.

Pour achever de montrer que le taquet est précisément I’ensemble repré-
sentatif R(f), il suffit de montrer que le profil de la fonction f tel que nous
Pavons défini au paragraphe 2.9 coincide avec le profil p du taquet.

Pour cela, on se donne 0 < ¢ < a et on considére, d’une part, ’antécédent
g du taquet tronqué a P’abscisse ¢ et, d’autre part, la f-enveloppe h de la
fonction t — ¢t (voir au 2.6).
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D’apreés la premiére partie de la démonstration, puisque g est un anté-
cédent, on sait que g € C(R4) ; on sait aussi que s(g) = c et i(g9) = p(c).
De plus, on a g sub f.

En effet : on a, pour t € I(n),
fO) —gt)=t (A( ) u( )) 3, 2@) = - u(z)

t
ou l'on a posé z = Tn D’apres 4.1,2),(10), on voit que f(t) — g(t) est
fonction croissante de t sur I(n) et majorée par (a — ¢)tn, < (a — C)tpy1 =
f(tn+1) — g(tn+1). Donc f — g est croissante sur R.

Ainsi g(t) < h(t) < ¢t et, pour t € I(n),

h(t) - h(tn) < f(t) - f(tn)
h(t) < f(t) = f(tn) + h(ts) < f(t) — atn +ctn.

D’ol

p(c)<u(t7")=@ h®) ( ") _(a—c)in _{ plc) si =g

t ple) si B>g,
ol z = p)j(c). On distingue alors les deux cas suivants :

h(t)

t
—siz>0,pourt=;",onaura—t—=p(c);

h(t)

t
—siz=0,0naura —= — p(c) lorsque T" - 0.

Dans les deux cas, on a donc i(h) = p(c) ce qui achéve la démons-
tration. O

On a ainsi établi le résultat suivant.

4.3. Le théoréme réciproque.

Tout taquet est l’ensemble représentatif de son antécédent.

5. Le cas ou la limite supérieure est infinie (s(f) = +00).
On se donne f € C telle que s(f) =a = +oo et i(f) =b< 00

A partir des considérations générales (voir 2.9), on sait déja ceci. A la
fonction f est associée une fonction p : Ry — [0, b], le profil de f, qui est
définie par p(c) = i(h.) ou h, est le f-enveloppe de g, et g.(t) = ct
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Le profil p est une fonction concave, croissante. Ainsi lil_'I_loo p(c) existe
Cc—
dans R, et elle est majorée par b.

Pour les abscisses finies, I’ensemble représentatif R(f) est constitué des
couples (¢,y) ou c € R4 et 0 < y < p(c).

Pour D’abscisse infinie, et lorsque b est finie, on a déja observé au 2.3
que l'on avait la relation

(+00,y) € R(f) ssi 0<y<bd.

Dans un instant, on va voir que cette relation est encore vraie lorsque b
est infinie, ce qui veut dire que ’on aura toujours

R(f)={(cy):ceRy et 0<y<p(c)}U{(+o0,y):0<y b}

Ainsi, on aurait pu s’attendre & ce que 'on ait

i lim plc)=b ?

c—4-00

Deux contre-ezemples prouvent qu’il n’en est rien et que ’on peut avoir
p(c) = 0 tandis que b est non nul (fini ou infini).

5.1. Deux contre-exemples ol s(f) = a = +oo.

On se donne une suite tp=0<t; < -+ <t, < --- telle que
(i) an =ty —tp—1 21 (n > 1) donc, en particulier, t, > n ;
(ii) (an) soit croissante ;

tn+1

(iii) lim :,

= +00.

La suite by, = t2 — t,—1 = ty(tn — 1) + an, sera elle-méme croissante !
1) On définit f: R, — R par

f(0)=0et f(t) =tp pour tp_1 <t<t, (n=1).

Cette fonction est croissante, elle appartient & C(R..).

On ai(f) =1 et s(f) = +o0 et p(c) =0.

En effet : on a f(t) > t et f(t,) =ty donc i(f) = 1.
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f(tn + 1) _ tn+1

t 71 il donc s(f) = +oo.

De plus f(tn +1) = tpy1 d'out

Calculons p(1) : g(t) = t. On pose u(t) = f(¢) — t; donc, pour t,—1 <
t<th,onau(t)=t,—t. Onadonc sup u(t) =ty —th-1 = an,

tno1<t<tn
v(t) = an, h(t) = f(t) — v(t) = tn-1,

h(tn) _ tn—1

ln in
concave sur R, on a donc p(c) = 0 comme annoncé.

2) On définit f : Ry — R par f(0) =0 et f(t) =t2 pour t,—1 <t <
tn, (n2>1).

Cette fonction appartient & C(R4). On a i(f) = s(f) = +o0 et p(c) = 0.

— 0, donc p(1) = i(h) = 0. Comme la fonction p est

En effet : on a f(t) > t2 donc i(f) = s(f) = +oo.

Calculons p(1) : g(t) = t. On pose u(t) = f(t)—t donc, pour t,—; <t <
tn,onau(t) = t?x —t, v(t) = supu(t) = t?z —tn_1="bn, h(t) = f(t) —v(t) =
f(t) - bn = tn—l,

Mtn) = ot — 0, donc p(1) = i(h) = 0, donc p(c) = 0.

2 in

Exemples de suites (t,) convenables.
Dto=0 tpp=t2+tn+1 n>1
an =t2_; +1, les t,, sont des entiers.

2) On prend une suite croissante a, > 1
to=0 th =a1+a2+ -+ an.

La condition (iii) devient

tnt1 =14 Il too

tn n
1 suffit de prendre a,4+1 = nt, par récurrence. Si les a,, sont entiers les ¢,
le seront aussi. i
5.2. Proposition.
Soit f € C telle que i(f) = s(f) = +o0. Alors {+00} x Ry C R(f).

-62 —



Densités, moyennes et ensemble représentatif

Démonstration.— Nous utiliserons un procédé analogue & celui des en-
veloppes, la notion “duale” pour ainsi dire.

Un cas particulier d’enveloppes inférieures (voir le 2.6).

On se donne f et g dans C. On suppose que g < f et on pose

V(f,9)={uveS(f):u2g}
On désigne par h 1’enveloppe inférieure des u € V (f, g).

1) Ainsi h est croissante, h(0) = 0 et, d’apres le 2.5,4), on a hsub f.
Bien entendu, on a aussi h > g. Autrement dit h € V(f,g) : parmi toutes
les fonctions u appartenant & V(f,g), il en est une plus petite que toutes
les autres, et c’est leur enveloppe inférieure h (une sorte de “voiite”). On
dira que h est la f-enveloppe inférieure de g.

2) Voici une expression commode de h.

On pose v(z) = gﬁ (f(t) — g(t)) pour chaque z € T.

On va voir que h = f —v.

Démonstration.— On a v € C car v(0) = 0 et v est visiblement crois-
sante. On a aussi v sub f.

En effet : pour z < y dans T, posons

wz,y) = inf (f(t) - 9(t))-

<t

Ainsi v(z) = v(y) Aw(z,y) d’ol
v(y) — v(z) = v(y) —v(y) Aw(z,y) =0V (v(y) — w(z,y)).
Or f(t) —g(t) 2 f(z) —g(y) por z <t <y

donc w(z,y) = f(z) — 9(y) et v(y) < f(y) — 9(¥),

d’ott
v(y) —w(z,y) < f(y) —9@y) — (f(@) —9(v)) = f(y) — f().

Ainsi f —v €Cet (f —v) sub f.
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3) Soit alors u € S(f). On a
uzg ssi f-g2f-u ssi v>2f—-u ssi uxf-o.
Donc h = f — v comme annoncé. d

4) Lemme: Soit u € F donnée telle que u(0) = 0 et u > 0. On pose
v(z) =g1£u(t). AlorsveCet0<v<u. Onaaussii(u—v)=0.

En effet : Comme v —v > 0, on a i(u — v) > 0. D’autre part, pour
chaque z € T, il existe t = t(z) > z tel que u(t) < v(z)+1 < v(t)+1 de
par la définition de v, d’ot1 0 < u(t) — v(t) < 1. Lorsque z tend vers infini,
on a aussi t = t(z) — +o0 et donc M —0donci(u—v)<0. O

5) Si h est la f-enveloppe inférieure de g : on applique le lemme &
u=f—g;onmah=f—-vdoncu—v=h—gdou0=ilu—v)=
i(h — g) = i(h) — s(g) donc i(h) < s(g) (fini ou non). Du fait que g < h, on
tire i(g) < i(h) < s(g).

6) Cas particulier: Celui ol g(t) = ct pour t assez grand. Puisqu’ alors
i(g9) = s(g) = c, on aura i(h) = c ou h est la f-enveloppe inférieure de g.

Revenons a la proposition.

On considére f € C telle que i(f) = s(f) = +00. On se donne ¢ € Ry
et on considére g(t) = ct pour ¢ assez grand ; on aura g < f et 'on peut
alors considérer h la f-enveloppe inférieure de g. D’apres ce qui précede, on
a donc h € S(f) et i(h) =c.

Deux cas se présentent alors : si s(h) = 400, on aura r(h) = (+o00,c) €
R(f). Si, par contre, s(h) < 400, on est assuré, par la construction du
mesclun au 2.2, qu'il existe au moins une fonction I € S(f) pour laquelle
r(l) = (+00,c0).

Dans les deux cas, on a donc bien (4+00,c) € R(f) comme annoncé, ce
qui acheéve la démonstration. O

5.3. Synthése dans le cas ou la limite supérieure est infinie

(s(f) = +o0).

On se donne un profil p: Ry — [0,b] ou b < +o00, ie. la fonction p est
concave, croissante, telle que p(0) = 0 et p(z) < z (la limite liI_P p(c)
C—1+00

qui existe est majorée par b mais ne lui est pas nécessairement égale !).
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On va montrer qu'’il existe au moins une fonction f € C(R4) telle que
i(f) =0, s(f) =+oo et

R(f)={(c,y):c€Ry et 0<y<p(e)}U({+oo} x [0,8]).

Comme dans le cas des taquets “ordinaires” (voir 4.2), afin de faire la
synthése ici, on se donne une suite tp = 0 < t; < -+ <ty < tpp1 < -+

t
ol l'on supposera que ';—-H croit vers I'infini, et on posera I(n) = [tn,tn+1]

n
a nouveau. A la suite des t,, on associera une suite ¢ =0 <c; < --- <

¢n < +-- ol lim ¢, = +00. On dira plus loin comment on choisit les ¢, en
fonction de la suite des t,,.

Pour chaque n > 1, on a un taquet fixé en (cy,p (cs)) obtenu par
troncature & I’abscisse ¢,. On désignera par A, la fonction auxiliaire de ce
taquet (voir 4.1).

Cela fait, on définit alors un antécédent f : R, — R, comme suit.
On prend

f@®)=0 pour t € I(0)
f@&)=tr (%) pour tel(n), n>1.

On va montrer que cette fonction convient.

1) On sait déja que f est croissante sur I(n), comme dans la démonstration
du 4.2. On a f(t,) = cp tn €t, pour t € I(n), f(t) < et < Cp tnt1 <
Cnt1tnt1 = f(tn+1). Donc f est croissante sur R, tout entier, i. e.f €
C(R4) comme annoncé.

2)Ona @ = ¢p, qui tend vers P'infini. Donc s(f) = +o00.

n

o _

3) Pour t € I(n), n > 1,0n a :

t
n <Tn) fonction décroissante

t
de t qui a donc pour borne inférieure sur I(n) le nombre b, = A, (t = )
n+1
lui-méme minoré par p(cy,).

Par un choix judicieux de la suite (c,) en fonction de la suite (¢,), on
va montrer que I'on peut s’arranger pour que lim inf b, = b, que ce dernier
soit fini ou infini. Cela fait, on aura donc bien i(f) = b.

On distinguera le cas ol b est fini du cas ol b est infini.

- 65—



Georges Grekos, Labib Haddad

4) Si b est infini. Sur la droite d’appui A (tt"
n+1

dont I'ordonnée dépasse n et dont on désigne ’abscisse par ¢, précisément.

t

L 2 n et donc liminf b, =
tn+1
+o0o comme désiré. (Ces choix se font par récurrence et en veillant & ce
que la suite des c,, soit strictement croissante et tende vers I’infini). (Voir

figure 5).

), on choisit un point

De cette fagon, on est assuré que b, = A

// att /e )
/
7
b 7
7
VAR
s .
’ :
s :
/ :
7/ :
/ H
Y :
/ :
/ :
/ :
/ :
/ :
/ :
Z :
7 :
1 z H
0 b e,
Figure 5

5) Si b est fini. On prend pour ¢, abscisse du point d’ordonnée b sur la

t
droite d’appui A (t L ) Ainsi b, = A\, (ttL) = b pour tout n > 1!
n+1 "

Ces choix faits, on a i(f) = b et s(f) = +oo comme souhaité.

Pour achever la démonstration, il ne reste plus qu’a établir ceci.

6) Soit 0 < ¢ < +00 et soit h la f-enveloppe de la fonction (t — ct).
Alors i(h) = p(c).

Démonstration.

On considére les n assez grands pour que ¢ < ¢,. On a h sub f et
h(t) < ct par définition. Donc, pour t € I(n), on a

h(t) < £(2) — f(tn) + h(tn) < f(t) — Cnln +ctn
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@g)\n<t_")_(cn—ct—"=0n(fﬁ)~

t t t t

donc

Comme au 4.2, on distingue deux cas (z = pj;(c)).
t
Siz>0, pour t = ?", on aura 6, (1) = p(c).

Si z = 0, toutes les fonctions auxiliaires \,, sont égales & la fonction
auxiliaire p du taquet tronqué & l'abscisse c, et 6, (&) tend vers p(c), et

t
atteint méme cette valeur, pour —t'l assez petit. Dans les deux cas donc, on
a i(h) < p(c).

Pour établir I'inégalité inverse, on introduit une fonction g : R4 — Ry
comme au 4.2. On reprend la fonction auxiliaire u ci-dessus et on suppose
que Cp—-1 < € € €. On pose alors

git) =f(t) pour ¢ <tm;
g(t) =tu (&) pour te€I(n), n>m.

Sur [0,tn[, la fonction g coincide avec f, au-deld elle coincide avec
P’antécédent du taquet tronqué : ainsi g est croissante et g(t) < ct. On vérifie
(comme au 4.2) que gsub f. Ainsi g < h. Donc p(c) = i(g) < i(h) < p(c).
D’ou ’égalité annoncée.

Fin de la démonstration. O
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