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RÉSUMÉ. - On considère un problème de stabilisation ponctuelle pour
un modèle qui décrit l’interaction entre un fluide et une poutre. On mon-
tre que l’application input-output est une application bien posée au sens
de Weiss [21]. Dans cette situation la condition de contrôle géométrique
de Bardos, Lebeau et Rauch [8] n’est pas satisfaite. On montre qu’on a
stabilité exponentielle pour les basses fréquences et non pour les hautes
fréquences. On donne donc une estimation de décroissance à hautes fré-
quences de l’énergie valable pour des données plus régulières tout en
précisant le comportement de la constante qui intervient dans cette es-
timation en fonction de la fréquence de coupure n. De plus, pour les
basses fréquences on détermine l’estimation sur l’analyticité nécessaire
pour qu’une donnée régulière soit stabilisable. On obtient ce résultat
comme conséquence d’un résultat de régularité combiné avec une inégalité
d’observabilité pour un problème conservatif.

ABSTRACT. - We consider a pointwise stabilization problem for a model
describing interaction between fluid and Bernoulli-Euler beam. We show
that the regular input-output map is a well-posed map. In this situa-
tion the geometric control condition of Bardos, Lebeau and Rauch [8]
is not satisified. We prove that we have exponential stability for the low
frequencies but not for the high frequencies. Thus, we give explicit polyno-
mial decay estimation at high frequencies that is valid for regular initial
data while clarifying the behavior of the constant which intervenes in
this estimation there function of the frequency of cut n. In addition, at
low frequencies, we determine the estimation on the necessary condition
for that a regular data can be stabilizable. We obtain this result from
an observability inequality for the associated undamped problem, via a
sharp-regularity result.
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1. Introduction

Soit n = (0,1) x (0,1) C IR 2. Le bord ~03A9 de 03A9 est divisé en deux parties
ro ={(0,?/), ~/ E (0,1)} et ri = On considère l’équation des ondes

couplée à une poutre avec dissipation ponctuelle, les équations s’écrivent :

où v désigne le vecteur normal unitaire extérieur à H et par â l’opérateur
de dérivation dans cette direction, ~~ est la masse de Dirac concentrée en
un point ç E (0,1).

Il s’agit d’un modèle de comportement en dimension 2 d’un fluide com-

pressible non visqueux, enfermé dans Q. La partie ri du bord est supposée
rigide et le fluide vérifie une condition de type Neumann. La partie ro du
bord est supposée flexible et elle est occupée par une poutre élastique de
Bernoulli-Euler où les vibrations sont provoquées par la pression du fluide

qui occupe n. On suppose que la longueur de la poutre est égale à 1 et que
la poutre satisfait aux deux extrémités des conditions de type Neumann.

Ce modèle, dérivé des travaux de Banks et al [7], a été étudié dans [1]. On
s’y référera pour les explications physiques et pour la plupart des résultats

spectraux (voir aussi [17], [7], [6]).



La stabilisation ponctuelle des systèmes de couplage de type poutre de
Bernoulli-Euler / ondes a été largement étudié dans la littérature récente
(voir [17], [6], [5]). Les auteurs donnent plusieurs exemples où ils mon-
trent quand on peut avoir stablité uniforme ou stabilité non uniforme dans
l’espace d’énergie. Dans le cas de stabilité forte mais pas exponentielle, à
ma connaissance aucune estimation n’a été donnée dans la littérature.

Dans cet article on montre que l’application input-output est une ap-
plication bien posée au sens de Weiss [2l], i.e., le système (A, B, B* ), où
A, B, B* sont définis dans la section 2, est un système bien posé au sens
de Weiss. On donne une preuve simple du fait que les solutions de (1.1)-
(1.8) sont non-exponentielement stables à hautes fréquences et exponen-
tiellement stable à basses fréquences. Le but de ce travail est d’une part,
donner une estimation de décroissance à hautes fréquences pour des données
plus régulières et à déterminer explicitement la constante qui intervient dans
cette estimation de décroissance en fonction de la fréquence de coupure n
et d’autre part, déterminer à basses fréquences l’estimation sur l’analyticité
nécessaire pour qu’une donnée régulière soit stabilisable.

Notre approche (voir [2] et [3]), est basée sur un résultat de régularité
combiné avec une inégalité d’observabilité valable pour les solutions d’un
problème conservatif approprié. L’estimation de type observabilité est obtenue
en appliquant l’inégalité d’Ingham pour les hautes fréquences. Pour les
basses fréquences, on adapte une forme forte de l’inégalité d’Ingham dûe
à Allibert et Micu [1].

Le plan de cet article est comme ainsi. La Section 2 contient l’énoncé
du résultat principal. Dans la Section 3 et la Section 4, on donne, respec-
tivement, quelques résultats de régularité et d’observabilité. La preuve du
résultat principal est donnée dans la Section 5. D

2. Résultat principal

Le système ( 1.1 )- ( 1.8) est bien posé dans l’espace d’énergie

L’énergie E(t) du système (1.1)-(1.8) est donnée par l’expression suivante



Les solutions de ( 1.1 )-( 1.8) vérifient l’estimation d’énergie suivante

Soit

défini par

L’injection D(A) ~-~ X est compacte, le demi plan Re~ > 0 est contenu
dans l’ensemble résolvant de A, et le spectre de A est discret. Le spectre
contient toujours 0, w) = constante étant solution de (1.1)-(1.8).

Soit n E IN fixé, on note par yn l’espace suivant

et par Xn l’espace suivant



désignent la suite des fonctions propres et Àn,k est la suite des valeurs pro-
pres de l’opérateur anti-adjoint associé au problème (3. Il)-(3. 18) . La suite
~~,~, n E IN, I~ E ~1* U ~ *, ** ~ , est une suite purement imaginaire donnée par

si k > 0 et Àn,k - - ~n,_~ si k  0, où sont solutions de
l’équation suivante

De plus, il y a deux autres valeurs propres de A, ~n, * , ~n, * * , de modules
inférieures à n7r, qui sont données par

où IN*, est l’unique solution positive de l’équation

Notons qu’il existe ci , c2 > 0 deux constantes positives telles que

Pour plus de détails, voir [1].



REMARQUE 2.1.2014 Pour tout E X, il e~2ste (an,k)n,k E
l2 tel que 

r.

D’où il vient,

Les résultats principaux sont donc donnés par le théorème suivant

THÉORÈME 2.1. - 1. On a lim E(t) = 0, pour toutes données initiales,

(c~o ~ EX, ; si et seulement si

2. Pour tout 03BE E (0,1 ), le système décrit par ( 1.1 ) -( 1.8) est non-exponen-
tiellemt stable dans xn Par contre, pour tout fl E [Q B n (0,1) (Q est le
corps des rationnels); il est exponentiellemt stable dans y n .

3. Pour tout fl E [Q B n (0,1) et pour tout t > 0 on a : ~ > 0

telle que 
-.

où C~ > 0 est une constante qui dépend uniquement de ~.

4. Pour tout ~ > 0, soit

Alors, pour tout ~ E ~Q ~ n (0,1) et pour tout t > 0 on a : ~ > 0

telle que



où C~ > 0 est une constante qui ne dépend que de ~.
Ceci implique qu’on peut stabiliser toute donnée initiale qui est dans D(A)
et qui est analytique par rapport à la variable y. D

3. Régularité

On considère le problème aux limites suivant

On a la proposition suivante

PROPOSITION 3.1. - Soit g E L2 (o, T). . Alors (3.1)- (3. 8) admet une
solution unique

De plus ~03C8 ~t (03BE, t ) E L2 ( 0 , T ) et il exis te une constante C strictement positive
telle que



Soit B l’opérateur défini par (3.20), alors (3.10) implique en particulier que
le système (A, B, B*) est un système bien posé dans le sens donné dans [5],
i.e., l’application input-output définie par

REMARQUE 3.1.2014 Soit C,~ - ~ E C, ReÀ = , où fi est un réel

strictement positif , fixé, et soit N l’application de Neumann N : --~

définie par

Par la théorie elliptique ~12~, , on a pour tout réel s > - 2 ,

L’inégalité (3.10) est équivalente à

est bornée sur Cp (voir ~2~, ~3~ pour plus de détails). 
0

Pour prouver la Proposition 3.1 on a besoin d’étudier le problème con-
servatif (sans dissipation) associé au problème ( 1.1 )-( 1.8) .



Le résultat suivant montre d’une part que le problème (3.Il)-(3.18) est
bien posé dans l’espace d’énergie et d’autre part donne une estimation de
la trace de v au point £.

LEMME 3 . 1 . - Pour tout (§J° , w° ) G X le système (3. 1 1 )- ( 3. 1 8 )
admet une unique solution (u, ~u ~t, v, ~v ~t) e C(0, T; X) . De plus ~v ~t (£ t) e
L2(0, T) et il existe une constante C strictement positive telle que

Pour la preuve de (3.19) il suffit de voir [17, Théorème 9.10.1.2] D

Pour prouver l’inégalité (3.10) on a besoin du lemme suivant

LEMME 3.2. - Soit C03B2 ={03BB e C, ReÀ = 03B2} où /? > 0 est un réel fixé,
qui satisfait 2-1 2  03B2  j Alors, il existe une constante M > 0 qui ne
dépend que de /3 tel que

) , 1 2

Preuve. D’après le Théorème des résidus, on déduit que pour tout

Ceci implique que



Comme la fonction 03BB ~ mEZ sup th[03BB2 + m203C02]| est bornée sur C . Alors,

il existe une constante 0 telle qu’on a

Le deuxième membre de l’inégalité précédente est inférieur ou égal à

Donc, il existe une constante Af2 > 0 indépendante de 7mÀ telle que

Dans le cas où  ’~-j’) on a ,Q > ~ 1, alors



Donc, il vient

où M3 est une constante qui ne dépend que de 03B2. []

Maintenant on peut donner la preuve de la Proposition 3.1.

Preuve de la Proposition 3.1. On utilise la méthode de transposition
(voir [18]). Soit l’espace défini par

et soit l’opérateur

défini par

Notons par D~(A~)~’ l’espace dual de la dualité est prise par
rapport à l’espace pivot X. . Il est bien connu que Ac peut s’étendre à un
opérateur anti-adjoint (que l’on note toujours Ac),

tel que Ac engendre un groupe d’isométries S(t) de [D(Ac)]’.
De plus on défini l’opérateur



En considérant ces notations le problème (3.1)-(3.8) se reécrit comme
un problème de Cauchy dans ~D ( A~ ) ~’ sous la forme

Après un calcul simple on peut voir que l’opérateur B* IR est

donné par

Ceci implique

avec (u, v) satisfaisant (3.11)-(3.18). De (3.19) et (3.23) on déduit qu’il existe
une constante C > 0 telle que

D’après le Théorème 3.1 dans [9, p.173], l’inégalité (3.24) implique que (3.1)-
(3.8) admet une unique solution

Il reste donc à prouver la propriété de régularité de la trace (3.10).

Comme le système (3.1)-(3.8) est réversible en temps, après une extension
de g par zéro pour t E IRB [0, T~ , on peut résoudre (3.1 )- (3.8) , pour t E IR.



De cette manière on obtient une fonction, que l’on note encore ~), telle
que

et (Ç, satisfait (3.1)-(3.8) pour tout (x, y, t) E [0,1] x [0,1] x IR (on désigne
par CB (IR; X ) l’espace des fonctions continues et bornées de IR dans X) . .

Soit 03C6(x, y, 03BB), 03C8(y, 03BB) où 03BB - 03B3 + iq, -y > 0 et ~ E IR, la transfor-
mation de Laplace (en temps) de ~, respectivement de Comme ~)
satisfait (3.25), l’estimation (3.10) est équivalente au fait que la fonction
t --~ e-~’t~{~, t) E H1 (IR) et qu’il existe une constante Ml > 0 telle que

Par l’identité de Parseval (voir [11, p.212]), pour montrer (3.10) il suffit de
prouver que la fonction

appartient à L2(IR), pour un certain -y > 0, et qu’il existe une constante
M2 > 0 telle que

Il est facile de voir que (gb, ~) satisfait :

La solution de (3.27)-(3.31) est donnée par



Alors, il vient

Ceci implique en particulier que



D’après (3.32), on déduit l’existence d’une constante C > 0 telle que

La méthode d’énergie appliquée au problème (3.27)-(3.31) implique que pour
tout Ci > 0 il existe C2 > 0 tel que

Donc comme les fonctions

sont bornées sur la partie C,~ (voir [4, Lemme 3.4]), et comme d’après le
Lemme 3.2 la série suivante

est bornée sur C~, il existe, pour Ci suffisamment petit, une constante
M2 > 0 telle qu’on a (3.26). Ceci implique (3.10). D

4. Inégalité d’observabilité

Dans cette section on va donner quelques inégalités d’observabilités à
hautes et à basses fréquences concernant la trace au point ç des solutions
de (3.11)-(3.18) et déterminer explictement les constantes qui interviennent
dans ces inégalités en fonction de la fréquence de coupure n.



Dans la proposition suivante on donne une inégalité d’observabilité à
hautes fréquences concernant la trace au point y - ~ de v solution de

(3.11)-(3.18).

PROPOSITION 4.1. - Soit T > 0 Alors

1. Pour tout 03BE E la solution (u, v) de (3.11)-(3.18) satisfait

T 

la 121 O~t (~~ t) 
dt ~ ~ ~P ~ w ~ w 

C~ > 0, est une constante qui dépend uniquement de ~.

2. Le résultat (4.1 ) est optimal dans le sens que; pour tout ~ E (0,1),
il existe une suite (cp°~, wp, wp) C Xn telle que la suite des solutions corre-
spondantes (up vp) de (3.11)-(3.18) avec les données initiales (cpp, wp, 
satisfait

Preuve. - On peut diagonaliser l’opérateur anti-adjoint qui correspond
au problème (3.Il)-(3.18) suivant la base des vecteurs propres

Alors la solution de (3.11)-(3.18) est donnée par



Donc, on a en particulier

D’après [1] on a

où C est une constante qui ne dépend ni de n ni de k.
En utilisant l’inégalité d’Ingham [15], [19, Lemme 3.4] et l’inégalité (4.4),
on obtient que pour tout T > 803C0 arctg(1 03C0)

d’où (4.1).

Finalement, en utilisant (4.5) on peut voir à l’aide d’un calcul simple que
la suite 

~

satisfait (4.2). D

Pour les basses fréquences on a l’inégalité d’observabilité suivante :

PROPOSITION 4.2. - Pour tout ~ et ô > 0, il existe des constantes
> 0, E IN* et  ~-~ telles que pour tout n > 

pour tout ~ E [Q ~ n (0,1) et tout (~p°, WO, - (~po, cpl, wo, w1) +
(cp2, w2, w2) E Xn + Yn = Zn la solution (u, v) de (3.11)-(3.18) satisfait



où - > 0, et C~ > 0, est une constante qui dépend
uniquement de ~, b et ~.

Comme à basses fréquences le gap entre les fréquences tend vers zéro,
on va adapter la méthode proposée, par Allibert et Micu dans [1] qui est
une méthode inspirée de la technique WKB. Pour la preuve nous renvoyons
le lecteur à l’article ~1~, paragraphe 4.3, pages 580-591.

LEMME 4.1 (ALLIBERT ET MICU - 1999). - Pour tout entier q impair
et pour tout ~ > 0, il existe T(q, ~) plus petit que Cq tel que (n, E

IN* x (~1* U ~ *, ** ~ ) et il existe une fonction qui satisfait

Les constantes dépendent uniquement de q et ~. De plus il est possible de
choisir paire ou impaire, que nous noterons par et . []

L’analogue de la Proposition 4.2 est démontré par Allibert et Micu dans

[1, Lemme 6~ . La preuve dans notre cas est la même, mot pour mot. Nous
allons, pour être complet en donner les grandes lignes.

Preuve de la Proposition l~. ~. Soit n E tel que n > nl (~), et



D’où il vient pour (ko, n) tel que l~o E ~ *, ** ~ ou n et L E IN*,

où K est un opérateur défini par

Si L > ko, alors de (3) du Lemme 4.1 on a

De (4) du Lemme 4.1, de l’inégalité (4.4), [19, Lemme 3.4] et de (2.4), il
vient

Maintenant si on fait tendre L vers l’infini, on obtient

On peut avoir de la même façon

Donc, on obtient



Comme, pour tout ?~ ~ nl (~), on a

alors de (4.7) on déduit

D’où de (1) du Lemme 4.1,

De (2) du Lemme 4.1,

Comme lorsque q 2014~ oo, 201420142014 = 20141 2014 ~, avec 8 -~ 0, en décalant légèrement
1 - q

s, on a montré la Proposition 4.2. D

PROPOSITION 4.3. - Pour tout n E IN tel que n  nl (~), pour tout
£ e ~Q B n (0,1) et tout E Yn la solution (u, v) de

(3.11)-(3.18) satisfait

où est une constante qui dépend uniquement de ~, ~, ~, nl (~) .



Preuve. Soit

Donc,

Comme d’après une extension de la formule classique de Weyl (voir ~13J ) la
fonction n(t) = i  t admet l’asymptotique suivante

D’où, d’après le corollaire 2.3.5 de [14] (voir aussi [13]), il existe T > 2 tel
que

En combinant la Proposition 4.2 et la proposition précédente, on obtient
le résultat suivant

COROLLAIRE 4.1. - Soit n E IN , fixé. Donc, pour tout ~ E ~C~ ~ An] n
(0, 1) et tout

(cpo, y, wo, E Yn la solution (u, v) de (3.11)-(3.18) satisfait

où - > 0 est une constante qui dépend unique-
ment de ~, b, ~. D



REMARQUE 4.1. - En remarquant que pour n fixé on a (n +
1 ) 2 ~r2 , V ~  n ou k _ *, * * . Alors, pour tout ~ E [Q ~ n {0,1 ) et tout

(~o ~ ~y wo ~ wl ) E Yn la solution (u, v) de (3.11) -(3.18) satisfait

où = ( n+1 > E ~ > 0 est une constante qui dépend unique-
ment de ~, ~, ~. D

5. Preuve du résultat principal

La stabilité forte, donnée par la première assertion du Théorème 2.1,
découle du principe d’invariance de LaSalle. Donc, nous introduisons T (t)
le semigroupe de contractions engendré par l’opérateur A, déjà introduit
dans la Section 1. Dans le but de prouver la stabilité forte des solutions de

(1.1)-(1.8), il suffit de prouver

où Ci , C2 sont des fonctions constantes.

On va commencer par montrer (5.1) pour tout

Comme l’injection D(A) C X est compacte, l’ensemble

est précompact dans X pour tout (cp°, w°, wl) dans D(A). Dans ce cas



~o
l’ensemble 03C9-limite de 03C61 est défini par

w

wl

~o
est non vide pour tout dans D(A). D’autre part, le principe d’invariance

de LaSalle (on réfere à [10] pour plus de détails) assure :

alors

La relation précédente et (2.2) impliquent que w) satisfait le système
(1.1)-(1.8) avec

Cela implique en particulier que (cp, w) est solution de (3.11)-(3.18). Soit



On obtient donc

Comme pour tout (n, k) , (p, q) E J, on a

Alors, d’après (5.4), (5.5) et [16], il vient que ~w ~t ~~~ ) t = 0 si et seulement
si

Ceci implique que an,k = 0, V (n, k) E J (car 0, b ~ g
An), ao, * , w - ao, * * . On conclut donc que la condition (5.2)

est suffisante pour la stabilité forte des solutions de (1.1)-(1.8) à données
dans X.

Si on suppose que £ ne satisfait pas (5.2), i.e. ~ = 
2p 

2n 

1 
, avec n E

IN*, p ~{1,2, ..,n}, on peut voir facilement que la solution (03C6,w) de (1.1)-
(1.8) avec données initiales

satisfait E(t) == ~(0), 0, d’où (5.2) est aussi une condition nécessaire
pour la stabilité forte des solutions de (1.1)-(1.8) à données initiales dans
X. D

Soit ((~~,~~) ~ C(O, T; X) solution de (l.l)-(l.S). Alors ((~,~)
peut s’écrire sous la forme



où (u, v) est solution de (3.11)-{3.18) et satisfait le système (3.1)-(3.8)
~w

avec g(t) _ - at (~’ t).

L’ingrédient principal pour la preuve de l’assertion 2 et de l’assertion 3
du Théorème 2.1 est le résultat suivant.

LEMME 5.1. Supposons que {c~°, w°, wl) E X . Alors la solution
(~, w) de (1.1)-(1.8) et la solution (u, v) de (3.11)-(3.18) satisfait

où CI > 0 est une constante indépendante de (w°, w~ , w°, w~) .

REMARQUE 5 . 1 . - D’après l’estimation d’énergie (2.2) , ~w ~t (03BE,.) G L2(0, T)
Donc, l’équation (3.4) a un sens. Le résultat précédent montre que la norme
L2 de ~w ~t (£, .) est équivalente à la norme L2 de ~v ~t (£ .) (on note qu’on a
~v ~t (£,.) ~ L2(0, T) d’après le Lemme 3.1).

Preuve du Lemme. - 5. 1 . La relation (5.6) implique que

L’estimation précédente combinée avec l’inégalité (3.10) de la Propo-
sition 3.1 implique qu’il existe une constante Ci > 0, indépendante de

telle que

D’autre part, d’après la Remarque 5.1 et la relation (5.6) on a que

w (~, ~) E L2(o, T). C’est à dire que l’équation (3.4) peut s’écrire sous la
forme



Si on multiplie fornxellement (5.9) par 
~ ~t 

et (3. 1) par 
~ ~t 

(ceci peut se
faire rigoureusement en considérant une suite régularisante), on obtient

ceci implique facilement que

La relation (5.6) et l’inégalité précédente impliquent que

La conclusion (5.7) découle des inégalités (5.8) et (5.10). D

Avant de donner la preuve du résultat principal on a besoin encore d’un
lemme technique. Voir [20] pour la preuve.

LEMME 5.2. - Soit (~~) une suite des nombres réels positifs satisfaisant

où C > 0 est une constante. Alors, il existe une constante positive M (qui
dépend de C) tel que

On peut maintenant prouver l’assertion 2, 3 et l’assertion 4 du Théorè-
me 2.1. .

Preuve de l’assertion 2 du Théorème 2.1.

Supposons que toutes les solutions à données initiales dans Xn satisfaient
l’estimation



où > 0 sont des constantes dépendant uniquement de £ et de n. La
relation (5.13) implique l’existence d’un temps T > 0 et d’une constante
C > 0 (dépendant de T et de n) tels que

La relation précédente combinée avec (2.2) devient

donc, le Lemme 5.1 implique que la solution (u, v) de (3.Il)-(3. 18) satisfait

L’inégalité précédente contredit clairement l’assertion 2 de la Proposition
4.1. Alors l’hypothèse (5.13) est fausse. De cette façon là on termine la
preuve de la deuxième assertion du Théorème 2.1. De la même façon on
montre, d’après la Remarque 4.1 et le Lemme 5.1, la stabilité exponentielle
des basses fréquences i.e., pour tout ç E [Q B An] n (0,1) et pour tout t > 0
on a :

, 

C e-2e:n 1 1 ( C e-2e:n) COU - 1 + C~,03BE e-2~n (n+1)203C02, 03C9~,03BE,n - T ln(1 -E- C~,03BEe-2~n (n+1)203C02) > 0, C~,03BE > o
est une constante qui dépend uniquement de ~, 03BE.

Preuve de l’assertion 3 et .~ du Théorème 2.1.

Soit 03BE ~ [QBAn] n (o,1). D’après la Proposition 4.1 et le Lemme 5.1, la
solution ( y~, w ) de ( 1.1 )- ( 1. 8) satisfait l’inégalité suivante

où Ki > 0 est une constante. La relation précédente et (2.2) impliquent que



En utilisant une inégalité d’interpolation simple (cf. [18, p.49]), le fait
que la fonction

est décroissante et la relation (5.14), on obtient l’existence d’une constante
K2 > 0 telle que

L’estimation (5.15) reste valable sur des intervalles successifs [kT, (I~ -~-1)T~.
Donc, pour tout I~ > 0, on a

Comme A engendre un semigroupe de contractions de D(A), la relation
précédente implique l’existence d’une constante K3 > 0 telle que

Si on adapte la notation suivante



la relation (5.16) implique

En appliquant le Lemme 5.2 et en utilisant la relation (5.18) on obtient
l’existence d’une constante ~T > 0 telle que

La conclusion (2.5) en découle par le simple fait que la fonction

est décroissante.

De la même façon on établit d’après la Proposition 4.2, le Lemme 5.1 et
le Lemme 5.2, l’estimation (2.5) pour toutes données dans D(A) n Vn . .

Finalement, pour expliciter la constante qui intervient dans (2.5),
il suffit de voir la preuve du Lemme 5.3 dans [4]. D
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