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Stabilisation d’un modeéle d’interaction
fluide-structure

Kais AMMARI (D

RESUME. — On considére un probléme de stabilisation ponctuelle pour
un modele qui décrit I'interaction entre un fluide et une poutre. On mon-
tre que ’application input-output est une application bien posée au sens
de Weiss [21]. Dans cette situation la condition de contréle géométrique
de Bardos, Lebeau et Rauch [8] n’est pas satisfaite. On montre qu’on a
stabilité exponentielle pour les basses fréquences et non pour les hautes
fréquences. On donne donc une estimation de décroissance & hautes fré-
quences de I’énergie valable pour des données plus réguliéres tout en
précisant le comportement de la constante qui intervient dans cette es-
timation en fonction de la fréquence de coupure n. De plus, pour les
basses fréquences on détermine l’estimation sur ’analyticité nécessaire
pour qu’une donnée réguliére soit stabilisable. On obtient ce résultat
comme conséquence d’un résultat de régularité combiné avec une inégalité
d’observabilité pour un probléme conservatif.

ABSTRACT. — We consider a pointwise stabilization problem for a model
describing interaction between fluid and Bernoulli-Euler beam. We show
that the regular input-output map is a well-posed map. In this situa-
tion the geometric control condition of Bardos, Lebeau and Rauch (8]
is not satisified. We prove that we have exponential stability for the low
frequencies but not for the high frequencies. Thus, we give explicit polyno-
mial decay estimation at high frequencies that is valid for regular initial
data while clarifying the behavior of the constant which intervenes in
this estimation there function of the frequency of cut n. In addition, at
low frequencies, we determine the estimation on the necessary condition
for that a regular data can be stabilizable. We obtain this result from
an observability inequality for the associated undamped problem, via a
sharp-regularity result.

(*) Regu le Z’mars 2001, accepté le 14 juin 2001
(1) Institut Elie Cartan, Département de Mathématiques, Université de Nancy I,
F-54506 Vandoeuvre les Nancy cedex; e-mail: ammari@iecn.u-nancy.fr
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1. Introduction

Soit 2 = (0,1) x (0,1) C IR?. Le bord 62 de 2 est divisé en deux parties
Ty :{(0, y), y € (0, 1)} et I’y = 90\ [g. On consideére 'équation des ondes
couplée & une poutre avec dissipation ponctuelle, les équations s’écrivent :

2

0
Wf(ac,y,t) — Ap(z,y,t) =0, (,4,8) € QA x (0,400),  (L1)
¢
—a_l/(xvyvt) = Oa (iE,y,t) € Fl X (07+OO)7 (12)
0 0
£0.9.) =~ 5@, Oy Do x 0 400),  (13)
0w 0w ow 0
_é)'t_g(y’ t)+5'y7f(ya t)+—5t—(§at)6§+a_f(oayv t) =0, (yv t) € (07 1) X (0’ +OO),
, , (1.4)
w w
50,0 = 5o(1,8) = 0,1 & (0,00), (1.5)
0w Bw
5;3_(0515) - @(Lt) - 07 te (07 +OO), (16)

o(z,y,0) = ¢°(z, ), %?(m, y,0) = ¢'(z,y), (z,y) € Q, (1.7)

ow
T ot
ol v désigne le vecteur normal unitaire extérieur a (2 et par -(,‘?—;j l’opérateur

de dérivation dans cette direction, d¢ est la masse de Dirac concentrée en
un point & € (0,1).

w(y’ 0) = ,wO(y) (yv 0) = wl(y)’ yE (0, 1) (1'8)

1l s’agit d’un modele de comportement en dimension 2 d’un fluide com-
pressible non visqueux, enfermé dans (2. La partie I'1 du bord est supposée
rigide et le fluide vérifie une condition de type Neumann. La partie I'g du
bord est supposée flexible et elle est occupée par une poutre élastique de
Bernoulli-Euler ot les vibrations sont provoquées par la pression du fluide
qui occupe €2. On suppose que la longueur de la poutre est égale a 1 et que
la poutre satisfait aux deux extrémités des conditions de type Neumann.
Ce modele, dérivé des travaux de Banks et al [7], a été étudié dans [1]. On
s’y référera pour les explications physiques et pour la plupart des résultats
spectraux (voir aussi [17], [7], [6]).

~ 226 -



Stabilisation d’un modele d’interaction fluide-structure

La stabilisation ponctuelle des systémes de couplage de type poutre de
Bernoulli-Euler / ondes a été largement étudié¢ dans la littérature récente
(voir [17], [6], [5]). Les auteurs donnent plusieurs exemples ol ils mon-
trent quand on peut avoir stablité uniforme ou stabilité non uniforme dans
I’espace d’énergie. Dans le cas de stabilité forte mais pas exponentielle, &
ma connaissance aucune estimation n’a été donnée dans la littérature.

Dans cet article on montre que application input-output est une ap-
plication bien posée au sens de Weiss [21], i.e., le systeme (A, B, B*), ol
A, B, B* sont définis dans la section 2, est un systéme bien posé au sens
de Weiss. On donne une preuve simple du fait que les solutions de (1.1)-
(1.8) sont non-exponentielement stables & hautes fréquences et exponen-
tiellement stable & basses fréquences. Le but de ce travail est d’une part,
donner une estimation de décroissance & hautes fréquences pour des données
plus régulieres et & déterminer explicitement la constante qui intervient dans
cette estimation de décroissance en fonction de la fréquence de coupure n
et d’autre part, déterminer a basses fréquences ’estimation sur ’analyticité
nécessaire pour qu’une donnée réguliére soit stabilisable.

Notre approche (voir [2] et [3]), est basée sur un résultat de régularité
combiné avec une inégalité d’observabilité valable pour les solutions d’un
probléme conservatif approprié. L’estimation de type observabilité est obtenue
en appliquant I'inégalité d’Ingham pour les hautes fréquences. Pour les
basses fréquences, on adapte une forme forte de I'inégalité d’Ingham diie
a Allibert et Micu [1].

Le plan de cet article est comme ainsi. La Section 2 contient 1'énoncé
du résultat principal. Dans la Section 3 et la Section 4, on donne, respec-
tivement, quelques résultats de régularité et d’observabilité. La preuve du
résultat principal est donnée dans la Section 5. d

2. Résultat principal

Le systeme (1.1)-(1.8) est bien posé dans I'espace d’énergie
X = HY(Q) x L?(Q) x H%(0,1) x L*(0,1),

ou
H%(0,1) ={u € H(0,1), %(0) = %(1) - 0}.

L’énergie E(t) du systeme (1.1)-(1.8) est donnée par I'expression suivante

1 s |0p|? 1 [Y/|0%w]® |ow
B(t) =~ 9 L2 |ow
(t) 2/9(|V<pi+‘at’)dmdy+2/0(ay2 +
227 -
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Les solutions de (1.1)-(1.8) vérifient l'estimation d'énergie suivante

ow 2
= ds, V't > 0. (2.2)

E(0) - E(t) = /0 (&.5)

Soit
D(A) ={ (1,2, 03, us) € HPQ) x HAQ)X [H(0, )0 H* (€, N0, 1) H(0,1)

ou Ou d3u d3u
200.1). —L =0, =L . Z30)=2(1)=
xHy(0,1), ov |, 0 v o U dy3 0) dy3 (1) =0,
Pug o dPuz
—dy_3(€ ) — 721'3—(5 )= —u4(§)},
A:D(A) — X,
défini par
U2
Zl Au1
A u2 = Uy ] v(ul7 ug,U3,U4) € D(A)
3 d4U3
Uy _"dy_4 - u2|Fo

L’injection D(A) — X est compacte, le demi plan ReA > 0 est contenu
dans ’ensemble résolvant de A, et le spectre de A est discret. Le spectre
contient toujours 0, (¢, w) = constante étant solution de (1.1)-(1.8).

Soit n € IN fixé, on note par },, 'espace suivant
Yn :{ Z an,k (Pn,k € Zy, (an,k)k € l2, Qnk = 0, Vlk| <nouk E{*7**}}
kEZ*U{*,**}
et par X, ’espace suivant
Xo={ Y ank®uk € Zn, (@np)k €2 ank =0, VIk >},
kEZ"U{*,**}
ot Z, = [H(0,1) x L?(0,1) x C x C]cos(nmy),

Ti,_kCh [(:c —1),/n272 + )\i,k] cos(nmy)

—ch [(m —1),/n?72 + /\%,k] cos(nmy)
o k= n2r24 )2 ’
" —-@sh(, [n272 + A2 ) cos(nmy)

n,k

2 2+>\2
@sh( n?r? + A2 ) cos(nmy)

An,k,
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Tl,kc}l [(m —1)y/n272 + )‘%,k] cos(nmy)
1
igk . —ch [(:c —1)4/n2x2 + )‘i,k] cos(nmy)

Sp = k= — 272422 Vne
o7 & Onk —@sh( n2m2 + X2 ) cos(nmy) |
@;11 X - zn,k ’
’ +/\2
—@sh(, /n2m2 + A2 | ) cos(nmy)
n,k ’

0
Nk € Z°U{#, 5}, (n,k) # (0.%), (0, %), T, = )
0 0

désignent la suite des fonctions propres et A, ;. est la suite des valeurs pro-

pres de l'opérateur anti-adjoint associé au probléme (3.11)-(3.18). La suite
Ank,n € INJE € Z*U{*, **}, est une suite purement imaginaire donnée par

An.k ——-i,/thk +n2x?

sik>0et A= —Ap—sik<O0,ou (2n,k)neN, ken+ sont solutions de
I’équation suivante

23+ 2(n%7? — nin?)

22 4+ n2x?

cotgz = (2.3)

De plus, il y a deux autres valeurs propres de A, An %y An,xx, de modules
inférieures & nm, qui sont données par

Ange = 14/0202 = 22 | Apss = Apss

ol 2p «,n € IN*, est 'unique solution positive de 1'équation

_o. 22 =22 4 n?r? 4 2(ntn? — n2n?)

23 + 22 - n?72 + z(nirt — n2n2)’

et
Anx = Anx =0, quand n = 0.

Notons qu’il existe c;, c; > 0 deux constantes positives telles que
1 <Opr<cp,VnelN, ke Z",

et
C 2
n_}” < Ony=Op . <c2e™,Vn e IN*. (2.4)

Pour plus de détails, voir [1].
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REMARQUE 2.1.— Pour tout (¢°, o', w®, w') € X, il existe (ank)nk €
12 tel que

0
1
0 = E An,k q>n,k-
1 neN,keZ*U{xxx }

X=P z2.=P 2+ PV

nelN nelN n€N

€ €6 %

D’on il vient,

Les résultats principaux sont donc donnés par le théoreme suivant

THEOREME 2.1.— 1. Ona tlim E(t) = 0, pour toutes données initiales
—00

(8007 o1, wl, wl) € X, si et seulement si

£¢ U A, = U {2p2;1,p=1,...,n}.

nelN* nelN*

2. Pour tout £ € (0,1), le systéme décrit par (1.1)-(1.8) est non-exponen-
tiellemt stable dans X,,. Par contre, pour tout £ € [Q\ An]|N(0,1) (Q estle
corps des rationnels), il est exponentiellemt stable dans V.

3. Pour tout £ € [Q \ An] N (0,1) et pour toutt >0 on a : IC¢pne >0
telle que

E(t) < f;; 1% ¢ 2wl a,

V(% " w’ w') € D(A) N [Xn U V], (2.5)
ou

8 *
Ce :{ C¢n®, Vne N, V (¢, ot wl, wl) € D(A) N Ay,

Ce, n=0,

ot C¢ > 0 est une constante qui dépend uniquement de .

4. Pour tout € > 0, soit
Y ={ Z Qn k e~ " (Pn,ka (An,k a'n,lc)n,k S 12}
nGN,kGZ*U{*,**}
Alors, pour tout € € [Q\ An] N (0,1) et pour toutt >0 ona :3Ce¢pne >0

telle que

E(t) < 1_|_t|](90 ot w® w)HD(A)aV(sO b, wl wl)GY
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ot C¢ > 0 est une constante qui ne dépend que de &.
Cect implique qu’on peut stabiliser toute donnée initiale qui est dans D(A)
et qui est analytique par rapport d la variable y. O

3. Régularité

On consideére le probléme aux limites suivant

2
&f (z,y,t) — Ad(z,y,t) =0, (z,y,t) € Q x (0,+00), (3.1)
%(w,y, t) =0, (z,y,t) € I'1 x (0, +00), (3.2)
0 0
5;?(0’ Y, t) = - a_zf(yv ) (Ovyv t) € FO X (0,—}—00), (33)
0? ot 0
)+ S50+ 520,90 = ), (0.0) € (0.1) x (0,400), (3.)
00\ P
3y 1) =5, (L) =0, t € (0.+00), (3.5)
LY
3700 =551 =0, € (0,400) (3.6)
o6
¢(x’ y’ O) = a(z’ y’ 0) = 07 (m7 y) E Q’ (3'7)
Y(0,0) = 22(4,0) =0,y € 0,1). (39)

On a la proposition suivante

PROPOSITION 3.1.— Soit g € L2(0,T). Alors (8.1)-(3.8) admet une
solution unique
oY

9¢

(@, 57 ¥ 5;7) € C(0,T; X). (3.9)

0 .
De plus i(f, t) € L*(0,T) et il existe une constante C strictement positive

|5 2

telle que

<ClgllZ20my» Y9 € L2(0,T). (3.10)
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Soit B 'opérateur défini par (3.20), alors (3.10) implique en particulier que
le systéme (A, B, B*) est un systéme bien posé dans le sens donné dans [5],
i.e., Papplication input-output définie par

(g € 12(0,T) — %%’(g,.)) € L(I2(0,T)).

REMARQUE 3.1.— Soit Cg :{,\ € C,ReX = ,6}, ou B est un réel
strictement positif fizé, et soit N lapplication de Neumann N : L?(0Q) —

L?(QY) définie par
‘ Ah = 0,9,
Nf=hsi gh—flro,aﬂ

Par la théorie elliptique [12], on a pour tout réel s > —-;—,
Necr (I—Is(aﬂ), HS+%(Q)) .

L’inégalité (3.10) est équivalente a

d4

d4
a7 —) —) 710, VReA >0

H(N) :(I+)\ (\2— -

IN*AN(A2—AN)~ 1ANN) A2+

est bornée sur Cg (voir 2], [3] pour plus de détails)
Ici, (W,D(W {he HY(0,1), &(0) = (1) = £2(0) = £4(1) :0})
et (AN = A, D(AN) :{ € HY(Q), & 0 = o}) O

Pour prouver la Proposition 3.1 on a besoin d’étudier le probléme con-
servatif (sans dissipation) associé au probleme (1.1)-(1.8).

%i;(w, y,t) — Au(z,y,t) =0, (z,y,t) € 2 x (0, +00), (3.11)

gu (z,y,t) =0, (z,y,t) € I'1 x (0,+00), (3.12)

g;(O,y, t)=-— %(y,t), (0,y,t) € Tg x (0, 400), (3.13)

%(y, t)+ g%ﬁ-(y,t) + %(o, y,t) =0, (y,t) € (0,1) x (0,+00), (3.14)
3—;<o,t> = Z—Z(l,t) =0, t € (0,+), (3.15)

-232 -
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93 93v
3y 3(0 t) = 7 3(1 t)=0,t € (0,+00), (3.16)
u(e.9,0) = (@.9), (23,0 = Hay), ) €2 (317

0(1,0) = w*(y), 2(y,0) = w(y), y € (0,1). (3.18)

ot

Le résultat suivant montre d’une part que le probléme (3.11)-(3.18) est
bien posé dans ’espace d’énergie et d’autre part donne une estimation de
la trace de v au point £.

LEMME 3.1.— Pour tout (¢°, ¢!, w, wl) € X le systéme (3. 11) (3.18)
= g:) € C(0,T; X). De plus 2 (g t) €

L*(0,T) et il existe une constante C strictement positive telle que

(3.19)
Pour la preuve de (3.19) il suffit de voir [17, Théoréme 9.10.1.2] O

admet une unique solution (u, —,v,

<O ¢ w®wh)][5 V(@ ot ulwh) € X

(ﬁ)

L2(0,T)

Pour prouver I'inégalité (3.10) on a besoin du lemme suivant

LEMME 3.2. — Soit Cp —{)\ € C, Red = B} ot B > 0 est un réel firé,

qui satisfait 3: <p <7 . Alors, il eriste une constante M > 0 qui ne
dépend que de ﬂ tel que

2

m

<M,VXeCs.

A
zn: A% + (n? + m?2)7?

Preuve. — D’aprés le Théoreéme des résidus, on déduit que pour tout
AeC 3

3 S e~ L e T
— N+ (n? +m2)x? — (A2 +m2n2) 4 n272

)\ T
2(A2 +m2n2) | th[\v/AZ + m272)

Ceci implique que

= e
A2+ (n2+m?)m

m

2

V2 FmZa?
+mm V€ Cs.

th[vV A% + m2n2]

+1

Z |A]2
12 1 m2n2p
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1
Comme la fonction A — sup | —————=———| est bornée sur Cj. Alors,
mez | th[V A2 + m27?) g

il existe une constante M7 > 0 telle qu'on a

A
zm: ‘Xn: A2 + (n? + m?)n?

Z 6% + (Im))?

2

M, +
B2 (ImNF 4man2<0 —B% + (Im))? — m?n? + 2B|Im)\|
B2 + (Im))? _
2 82 — (ImX\)? + m2n2 + QﬂlIm/\[) = Mi(S1+ 52),

B2—(ImX)24+m27230

VA€ Cp, [ImX| > 7.

SuP(?ﬂ \/" -1

Le deuxiéme membre de I'inégalité précédente est inférieur ou égal a

/ B+ (Im)y? .
A - T2 + g2 + 28 Tmn &
VI =7 B2 + (Im))?
T _
2/0 T (TmE — yEn2 1 2B Y = O T
Ces intégrales sont égales a
B2 + (ImX)? VImA)? = 32 + \/(ImA)? — 32 F 26|Im)\|
2/ (ImA)? — B2 F 26|Im/\| V(ImA)? = 82 — /(ImX)? — 52 F 20|Im )|

Donc, il existe une constante Mz > 0 indépendante de ImA telle que

B Ma

81,82 < m-

Dans le cas ou |[ImA| < sup(%, 7-;_L1) onaf>2 3@, alors

B) B
2ﬁ V2-1" V2-1

- 234 -
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Donc, il vient

1 1
ZZ,\z n2+m2)2 T+;;(n2+m2 2 _WE+
mm
2 Z Z 2m47r4 )+1J Ms,
n>1
ol Mj est une constante qui ne depend que de (. O

Maintenant on peut donner la preuve de la Proposition 3.1.

Preuve de la Proposition 3.1.— On utilise la méthode de transposition
(voir [18]). Soit D(A.) I'espace défini par

D(A.) :{(ul,ug,U3,U4) € HX(Q)xH (Q)x[H*(0,1)nHZ(0,1)]x HZ(0, 1),

Ouy Ouy d3us d3ug
—_— =U, — = y — o 0 = — 1 = 0}7
ov |, ov |, Ua dys ©) dy? (1)
et soit I'opérateur
Ac. : D(A) — X,
défini par
U2
Zl Aul
A 2| = Ug » V(u1,u2, u3, uq) € D(A).
Uus dus
Uy —— U
dy* 2|To

Notons par D[(A.)]’ I'espace dual de D(4,.), la dualité est prise par
rapport a l'espace pivot X. Il est bien connu que A. peut s’étendre 3 un
opérateur anti-adjoint (que l'on note toujours A,),

A.: X — [D(AL)],
tel que A. engendre un groupe d’isométries S(t) de [D(AL)]-
De plus on défini 'opérateur
B:R — [D(A.)], Bk = , Vk € IR. (3.20)
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En considérant ces notations le probleme (3.1)-(3.8) se reécrit comme
un probléme de Cauchy dans [D(A,)]’ sous la forme

- 3:;? t)=4 a;% t)+ B 0 21
| ¢ |W=A4] T | O+ g9(t), t >0, (3.21)
% o
ot ot
0 0

Apres un calcul simple on peut voir que l'opérateur B* : D(A.) — IR est
donné par

U
B Zf = 02(8); V (u1,uz2,v1,v2) € D(Ac).
U2
Ceci implique
w‘l’ )
* Qk (Y
Bs)| 5 | =560, Ve uluh) D), (329)
1
w

avec (u,v) satisfaisant (3.11)-(3.18). De (3.19) et (3.23) on déduit qu'il existe
une constante C' > 0 telle que

T
/ B*S5%(t)
0
(3.24)

D’apreés le Théoreme 3.1 dans [9, p.173], I'inégalité (3.24) implique que (3.1)-
(3.8) admet une unique solution
0¢ Y

0
(¢7 _a—szv _67) € C(O,T,X).

0 2

g€ € €€

1l reste donc & prouver la propriété de régularité de la trace (3.10).

Comme le systéme (3.1)-(3.8) est réversible en temps, apres une extension
de g par zéro pour t € IR\ [0,77], on peut résoudre (3.1)-(3.8), pour ¢t € IR.

- 236 -
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De cette maniére on obtient une fonction, que I'on note encore (¢, 1)), telle
que
(¢’ Bt _ltg)ECB(IR"X)v

et (¢, ¢) satisfait (3.1)—(3.8) pour tout (z,y,t) € [0,1]x [0, 1] xIR (on désigne
par Cp(IR; X) 'espace des fonctions continues et bornées de IR, dans X).

(3.25)

Soit (E(.’E,y,/\),{b\(y,)\) ou A =~v+1in, v > 0et n € IR, la transfor-
mation de Laplace (en temps) de ¢, respectivement de 1. Comme (¢, %))
satisfait (3.25), I'estimation (3.10) est équivalente au fait que la fonction
t— e "Y(¢,t) € H(IR) et qu’il existe une constante M; > 0 telle que

lle™" (& )iy < MillglZem

Par l'identité de Parseval (voir [11, p.212]), pour montrer (3.10) il suffit de
prouver que la fonction

n— (y+ NP,y + in)

appartient & L2(IR), pour un certain v > 0, et qu’il existe une constante
My > 0 telle que

+o0 - +oo
/ I(y + in)w(€,v +in) | dn < M2/ lg(y + in)|*dn. (3.26)

—00 —00
11 est facile de voir que ((}5\, 15) satisfait :

N(x,y,\) — Ad(z,4,X) =0, (z,9) € (0,1) x (0,1), ReX >0, (3.27)

-g%(:v,y,/\) =0, (z,y) €1, Rel > 0, (3.28)
By EX
2w =-F WA, @) o RA>0. (329
oY

)\2'(2(3/, )‘) + w(ya A) + )‘(;5\(07 Y, /\) = g()‘) 5&" yE (07 1)7 Re) > 0, (330)

) 0

A Z(l,)\) 55 0.3) = 3¢(1 A) =0, ReA>0.  (3.31)

9y
La solution de (3.27)-(3.31) est donnée par

Bay ) =4 Y Ceme)eoslnmy) (100 costmmy) i

A2 + (n? + m?)m?
m
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COS mﬂ'x
—4 Zcos (nmy) Z p R P / ——(yl ) cos(mmyy) dyq,

(3.32)
et
~ B Lrchlr(1 — 1)) ch(ty) . cos[T(1 — 1)) cos(Ty) 09
¥y A) = _A ( 273 sh(7) * 273 sin(T) ) ot (0,1, 4) dyr -
/Oy Sh[T(y — yl)];}-;zn[T(y — yl)} %?(07 v1, )\) dyl +
| s {corte Do) Hrelrl6— D)y 51y e 0,
1 geos(r) cos[(T(y —1)]) ch(r§)ch[r(y — )] ~
B 57—3{ sin(T) sh(r) }g(/\)’ ven,

' (3.33)
ou A =ir?, r=re® avecr >0et 6 € [-F,0].

Alors, il vient

" - [t eh[r(1 = y1)] ch(r€) | cos[T(L — y1)] cos(TE)
AY(E,A) = —i /0 ( 27'55(7') + 2T sirlz(T) )

E(O Y1, A) dys -

- (€ shir(€ — y1)] — sin[r(€ — y1)] B¢
t /0 2T ot

i [cos[T(§ — 1) cos(TE) ch(T€)ch[T(§ — 1) ~
B E{ sin(T) B sh(r) } g

Ceci implique en particulier que

—(0,y1,A) dy1 —

(3.34)

cos(1€) cos[T(1 — y1)]
27 sin(T) B

ABE NP <3 sup

€<yl

ch(r€) chlr(1 —y1)]|”
271 sh(t)

cos(€) cos[r(1 —y1)]  ch(r§)ch[r(1 —y1)]

O<ys <€ 27 sin(T) 27 sh(T)
. 2 2
shT(§ — )] ;TSW[T(ﬁ - 11)] /0 ¢ A dyt
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i (cos[r(& —1)]cos(t€)  ch(r€) ch[T(§ —1)] 2
- { B e | CCV I SRS

D’apres (3.32), on déduit ’existence d’une constante C' > 0 telle que

2

2 2 —
' 0g A Yoy
57Oy N)| dys < czlz R e /0 o7 W) dun.

La méthode d’énergie appliquée au probleme (3.27)-(3.31) implique que pour
tout C; > 0 il existe Cy > 0 tel que

1|37 2 5\
| S| dn < g |56 N0 < 1D NP+ A

Donc comme les fonctions

PN L i L R W 0 VP

27 sin(T) ch(r)
N cos(t€) cos[t(1 —y1)]  ch(TE) chT(1 — y1)]
Hg()\—ZTQ) —5231111[;1 T sin(7) Y sh(r) \,VRe/\ > 0,
oy cos(t€) cos[r(1 —y1)]  ch(r&)ch[r(1 —y1)]
Hy(A = ir?) = Ogs;lls& 7 sin(T) 7 sh(T)

shlT(§ — y1)] — sin[7(§ —y1)]
2T

, VRel >0,

sont bornées sur la partie Cg (voir [4, Lemme 3.4]), et comme d’apres le
Lemme 3.2 la série suivante

2

est bornée sur Cp, il existe, pour C; suffisamment petit, une constante
Ms > 0 telle qu’on a (3.26). Ceci implique (3.10). O

A
zn: A2+ (n? + m?)m?

4. Inégalité d’observabilité

Dans cette section on va donner quelques inégalités d’observabilités a
hautes et & basses fréquences concernant la trace au point £ des solutions
de (3.11)-(3.18) et déterminer explictement les constantes qui interviennent
dans ces inégalités en fonction de la fréquence de coupure n.
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Dans la proposition suivante on donne une inégalité d’observabilité a
hautes fréquences concernant la trace au point y = £ de v solution de
(3.11)-(3.18).

PROPOSITION 4.1.— Soit T > 0 fixé. Alors
1. Pour tout £ € [Q\An]N(0, 1) la solution (u,v) de (3.11)-(3.18) satisfait

/T v
o | ot

2
_(&.v t)

0 .1 1y)12
(0", sl w )HLZ(Q)xH*l(Q)xLz(o,l)xH—2(o,1)’

V(% b, wl, wh) € X, (4.1)

C
—é, pourn € IN*,
n
Cen =

Ce, pourn =0,

Ce > 0, est une constante qui dépend uniquement de §.

2. Le résultat (4.1) est optimal dans le sens que, pour tout £ € (0,1),
il eziste une suite (¢, @5, w3, wy,) C Xy telle que la suite des solutions corre-
spondantes (up, vp) de (3.11)-(3.18) avec les données initiales (¢9, vp, wh, wy)

satisfait
/ Dee, ol
0

p—+oo ”(%7‘pzlvwg*wzla)“%16(9)xH—1+e(Q)xHe(o,l)xH—He(o,n

0
Ovp dt

=0. (4.2

Preuve.— On peut diagonaliser I’opérateur anti-adjoint qui correspond
au probléeme (3.11)-(3.18) suivant la base des vecteurs propres

((pn‘k)nelN,kez*ﬂ{*,**}' Soit
<‘00
1
30 = Z an,kq)n,k € Xy.
w! |k|>n

Alors la solution de (3.11)-(3.18) est donnée par

u

Qu An ikt

%t = Z Qn k€ ok (Dn,k-
v |k|>n

ot
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Donc, on a en particulier

/22 + A2
%(&t) = Z 2k st ———’ksh(,/n27r2+/\%’k) cos(nmf).

A
[k|>n n,k n,k

(4.3)
D’apres [1] on a

1 1
!)\n,k-i—l - /\n,k| > Z‘N’Ctg(;)vvlld >n,

SVkeZ*, Vne N,
|\ /272 + 22 sh(yfn2n2 + 02 )| > (4.4)
C,VkeZ , n=0,
ou C est une constante qui ne dépend ni de n ni de k.
En utilisant I'inégalité d’Ingham [15], [19, Lemme 3.4] et P'inégalité (4.4),

8
on obtient que pour tout T > ~7T—1
arctg(z)
C 2
— Z Ia"’k:Q, pour n € IN*,
T ov 2 "k [An,
/ 'a—t(ﬁat)‘ dt > (4.5)
0 o Ian,kIQ _
SWE pour n = 0,
|k|>n| m.k

dott (4.1).

Finalement, en utilisant (4.5) on peut voir & 1’aide d’un calcul simple que
la suite

=&

n,p

SRR
RS TS S ©

g

satisfait (4.2). O

Pour les basses fréquences on a ’inégalité d’observabilité suivante :

PROPOSITION 4.2. — Pour tout € et § > 0, il existe des constantes
Cesme > 0, ni(e) € IN* et T(g,6) < ;%i; telles que pour tout n = ny(e),
pour tout £ € [Q\ Ap] N (0,1) et tout (0% ', w0 w') = (9, 1, wl, w}) +
(93, 3, wd, wl) € X + Yy = Z, la solution (u,v) de (3.11)-(3.18) satisfait

/*T(E,é) v
0

2
_87(570 dt P Ce,é,n,f

|(9037 Wé, wg, w%)“%?(a)xH—I(Q)xLz(O,l)xH~2(0,1)7
(4.6)

- 241 -



Kais Ammari

0t Cesne = Cesee 2™ > 0, et Ce > 0, est une constante qui dépend
uniquement de €,0 et €.

Comme & basses fréquences le gap entre les fréquences tend vers zéro,
on va adapter la méthode proposée, par Allibert et Micu dans [1] qui est

une méthode inspirée de la technique WKB. Pour la preuve nous renvoyons
le lecteur & larticle [1], paragraphe 4.3, pages 580-591.

LEMME 4.1 (ALLIBERT ET MICU - 1999). — Pour tout entier q impair

et pour tout ¢ > 0, il existe T(q,c) plus petit que Cy eT54 tel que (n, ko) €
IN* x (Z*U{*,%x}) et il existe une fonction hE,™ qui satisfait

1.
supp(h&%;™) € [=T(g.€), T(g,€)].
2. Pour (ko,n) tel que ko €{*,%*} ou |ko| < m,

IRk < e

3. Si k # * ko,
h¥em(t) ekt dt = 0.

4. Sin > ny(e,q) et (ko,n) tel que ko €{*,*x} ou |ko| <m,

C
/hlgf’dn(t) ern.tkot ¢ > N,

Les constantes dépendent uniquement de q et €. De plus il est possible de
choisir hf?q‘” paire ou impaire, que nous noterons par hf,g':‘ et hf:;" O

L’analogue de la Proposition 4.2 est démontré par Allibert et Micu dans
[1, Lemme 6]. La preuve dans notre cas est la méme, mot pour mot. Nous
allons, pour étre complet en donner les grandes lignes.

Preuve de la Proposition 4.2.— Soit n € IN* tel que n = ni(g), et

“
’f)o - Z Qn,k Qn,k € Z,.
wl keZU{ xxx }
Donc,
%?(5’ t) = Z )‘n,k Ak (I)?L,k enkt

keZ'u{*,**}
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Dot il vient pour (ko,n) tel que ko €{*,*x} ou |ko| < n et L € IN¥,

/ il (6) K ( Z Ak ‘Pn,k)(t) dt =

|k|=x,kI<L

Z /\n,k (an,k + an,_k) (I)?n’,k /h’;g::l (t) ekt dt,

k=x,1<k<L

ol K est un opérateur défini par
K Z, — C 5
(% 0, w®, w?) — K¢t utw!) = ().

Si L > kg, alors de (3) du Lemme 4.1 on a

[0 S o)

|k|=x,|k|<L

An.ko (an,ko + an,—ko)q)n ko /hko, (t) e kot dt.

De (4) du Lemme 4.1, de I'inégalité (4.4), [19, Lemme 3.4] et de (2.4), il
vient

c _
/h’;qu (t)K( D ank ‘Pn,k>(t) dt| > kol [@n,ko + Aol e
k| =+, |k|<L n.ko
Maintenant si on fait tendre L vers l'infini, on obtient
ko, ¢ —n3
Jrzos( 3 a0 > o sl

kEZ"'U{*,**}

On peut avoir de la méme facon

n Cc —_
/hfg; (t)K( Y ank @n,k)(t)dt > Ty anka + an kol e nt

kEZ‘U{*,**}

Donc, on obtient

Gn ko 1 .3
il 1, [rerOk( T ek tas) @)+

kGZ*U{*,**}
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/ hfg;"(t)K( Y an,k@n,k)(t)dt . (4.7)

kGZ*U{*,**}

Comme, pour tout n > ny(c), on a

|an k|
||(('Dg’(‘05’wg’w%)|Iiz(Q)XH_l(Q)xLz(O,l)xH“z(O,l): Z - 2
lk|=*|k|<n|A""“i

alors de (4.7) on déduit

1
1163, 05, w3, w3) |20y x -1 () x L2 (0,1) x H-2(0,1) p
2
% ko, %
e ‘/hzfq £t)dt + e" ‘/ hEO™ (2) §t)dt

Ikl—* [kl<n

D’ou de (1) du Lemme 4.1,

Iki—* [kl<n

1 2
||(<Pg7@%»wgaw%)||iz(9)xH—1(Q)xL2(o,1)xH~2(o,1) < zeng
2 T(ae) | o
ko, v
> porof e [ 2 )
—T(q:e)

|kj=x,|kl<n
De (2) du Lemme 4.1,

0 0 2
H(‘PQ"P%aw?’w%)'|L2(Q)><H—1(Q)xLQ(O,l)xH—z(O,l) <

le"‘% 2en /T(q’a) 8”(
c —T(qe) | O
Comme lorsque ¢ — oo, TTQ = —1-4, avec § — 0, en décalant légerement
€, on a montré la Proposition 4.2. O
PROPOSITION 4.3.— Pour tout n € IN tel que n < ny(g), pour tout

£ € [Q\ AN (0,1) et tout (¢° ¢t wl wl) € Yy la solution (u,v) de

(3.11)-(3.18) satisfait
1% @' w® W) 12 () x -1 () x L2 (0,1) x H-2(0,1)

/T(E,é)
0
(4.8)

0t Cg 5.n,(c),¢ €5t une constante qui dépend uniquement de €, 4, ¢, ni(e).

ov 2

=7 (&%)

2 Ce,é,n,&
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Preuve. — Soit

e
,ZOJO = Z an k q)n,k: € Vn,
U]l (n,k)e[nl(z)
ou
I (e z{n, 0<n< nl(e)}x{k, k| < n, ouk = *, **}
Donc,

ov
&= D Ankank®) (€)M
(n,k)EI,,](E)
= > A e an,k B i (€) €17 H.
(k)L )\ {(0,%),(0,4%) }
Comme d’apres une extension de la formule classique de Weyl (voir [13]) la,

fonction n(t) = card{)\n,k, Ak < t} admet I'asymptotique suivante

1 1
t) = — t2).
(t) = = +O(Fh)
D’oti, d’aprés le corollaire 2.3.5 de [14] (voir aussi [13]), il existe T > 3 tel
que
-1
2
dt > ok lanel
Z n.k Z An.k|2

(nk)E€Lny o) (Mk)ELuy )\ { (0.4),(0,4%) }

O

En combinant la Proposition 4.2 et la proposition précédente, on obtient
le résultat suivant

COROLLAIRE 4.1. — Soit n € IN fizé. Donc, pour tout £ € [Q\ An] N
(0,1) et tout
(€%, @', w0, wl) € Yy, la solution (u,v) de (3.11)-(3.18) satisfait

T(e,6) v 2
— (&, )| dt =
| |G
Ceome (0%, 0", w°, wl)“2Lz(n)xH~1(Q)xL2(0,1)xH—2(o,1)’ (4.9)

0t Cesne = Cegee ", Ce5e > 0 est une constante qui dépend unique-
ment de €, 6, €.
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REMARQUE 4.1.— En remarquant que pour n fixé on a |[Ap x| < (n+
1)272, V]k| < n ou k = x,*x. Alors, pour tout £ € [Q \ An]N(0,1) et tout
(0%, ', w® wh) € Yy la solution (u,v) de (3.11)-(3.18) satisfait

T(g,8) v 2
—(&,t)| dt >
A
Cosme (%, wh) [, (4.10)

—2en

0t Cesne = Ces¢ taymyzaz Cese > 0 est une constante qui dépend unique-
ment de €,6,&. |

5. Preuve du résultat principal

La stabilité forte, donnée par la premiere assertion du Théoréme 2.1,
découle du principe d’invariance de LaSalle. Donc, nous introduisons T'(t)
le semigroupe de contractions engendré par I'opérateur A, déja introduit
dans la Section 1. Dans le but de prouver la stabilité forte des solutions de
(1.1)-(1.8), il suffit de prouver

90(1] Gy

. 0

Jlim (1) | % o | YE@ehet e eD@),  (61)
w? 0

ou C1,C sont des fonctions constantes.

On va commencer par montrer (5.1) pour tout

¢¢ U An (5.2)

neN*

Comme l'injection D(A) C X est compacte, I’ensemble
0

4
_ ¥
= U T@) | 0
£0 1
w

orb

g € 6%
- o = ©

est précompact dans X pour tout (¢, !, w® w!) dans D(A). Dans ce cas
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4
I'ensemble w-limite de ;’;O est défini par
w!
@O O
ol ol
w w | T UEX,H(tn), tn‘_’oovT(tn) w® —-U, n—oo,p,
w! wl
4
est non vide pour tout ;0,0 dans D(A). D’autre part, le principe d’invariance
wl
de LaSalle (on réfere & [10] pour plus de détails) assure :
U1 ¢°
1
si | ew <P0
usz w
Ug wt
alors 0
U1 ‘;p(v t) (pl
U2 _ _8%(7 t) 2
() ug | | w(-,?) Cwl wo
uq Qu (. ¢) wt
et
Op ow
10020, G208 00, 8), SEC Ol = 1160, 9w, w)] [, pour tout ¢ > .

La relation précédente et (2.2) impliquent que (p, w) satisfait le systéme
(1.1)-(1.8) avec

ow
E(&vt) =0, Vte (Ov T) (53)

Cela implique en particulier que (¢, w) est solution de (3.11)-(3.18). Soit

1
o | = E ank Pnk € X,
1 ne]N,keZ*u{*,**}

* J :{(n,k), nelNke z*u{*,**}}\{(o,*), (0,**)}.

— 247 —



Kais Ammari

On obtient donc

0
%(ﬁ,t) - > an e et 87 4 (€)
nGIN,kGZ*U{*,**}

/nPm2 4+ A2,
= Ink At | N 7o In22 4 A2 cos(nm€). (5.4
n,k

(n,k)eJ On.k An.k

Comme pour tout (n, k), (p,q) € J, on a

1 T
lim — / ikt Mt gt = 0,V (n, k) # (p,q)- (5.5)
T—oo T 0
3 S . . ow .
Alors, d’apres (5.4), (5.5) et [16], il vient que ﬁt—(f,t) = 0 si et seulement

S1

/PPN
ank | ——————sh(y/n?*72 + A2 ;)| cos(nm§) = 0, ¥ (n,k) € J.

)\n,k

Ceci implique que anx = 0,V (n,k) € J (car cos(nm§) # 0,VE &
Unen- An), donc ¢ = ag,«, w = ag,«+- On conclut donc que la condition (5.2)
est suffisante pour la stabilité forte des solutions de (1.1)-(1.8) & données
dans X.

2p—1

Si on suppose que ¢ ne satisfait pas (5.2), i.e. £ = , avec n €

N*, pe{1,2,., n}, on peut voir facilement que la solution (p,w) de (1.1)-
(1.8) avec données initiales

[=}

= (I)n,k

g €6 €
e

satisfait E(t) = E(0), Vt > 0, d’olt (5.2) est aussi une condition nécessaire
pour la stabilité forte des solutions de (1.1)-(1.8) & données initiales dans
X. O

Soit (99,%—‘5,10,%—?) € C(0,T;X) solution de (1.1)-(1.8). Alors (¢, w)
peut s’écrire sous la forme

(SO, ’LU) = (u’ U) + (‘57 1:2;)7 (5'6)
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ol (u,v) est solution de (3.11)-(3.18) et (¢, ¥b) satisfait le systeme (3.1)-(3.8)
ow
t) = ——(&,1).
avee g(t) =~ S (&,)
L’ingrédient principal pour la preuve de I’assertion 2 et de assertion 3
du Théoréme 2.1 est le résultat suivant.

LEMME 5.1. — Supposons que (¢°, ¢, w®, w!) € X . Alors la solution

(p,w) de (1.1)-(1.8) et la solution (u,v) de (3.11)-(3.18) satisfait

Cl/OT g: dt</0 8w(§t)) <4/0

' (67 t)
ot C1 > 0 est une constante indépendante de (¢°, o', w®, wt).

2 2

v dt,  (5.7)

57 (&1)

ow
REMARQUE 5.1. — D’aprés l’estimation d’énergie (2.2), (5, ) € L(0,T).

Donc. I’ equatwn (3.4) a un sens. Le résultat précédent montre que la norme

ov

L? de —t(ﬁ, *) est équivalente & la norme L? de —(€,-) (on note qu’on a

ot
Ov (5? ) € L?(0,T) d’aprés le Lemme 3.1).

Preuve du Lemme. — 5.1. La relation (5.6) implique que

T T
ov ow
dt <2 / dt+/
/o ot 0 0

—(&,¢ — (&t
(&) (E.1)

L’estimation précédente combinée avec I'inégalité (3.10) de la Propo-
sition 3 1 1mphque qu’il existe une constante C; > 0, indépendante de
(%, !, w0, wl), telle que

dt < /
0

T
Ov
C —(&,t
[ G
D’autre part, d’aprés la Remarque 5.1 et la relation (5.6) on a que
ov

5{(57') € L*(0,T). Cest & dire que I’équation (3.4) peut s’écrire sous la
forme

% o'y
w(mvt) o 9.4 ( )

2 2

a’”(s, o

2 2

ow

57 (6:1) (5.8)

81/1 o

57 & t)oe+—- 5

0,y,t) = —%g(f,t)ég dans (0,1)x (0, T).
(5.9)
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Si on multiplie formellement (5.9) par %% et (3.1) par %qtf (ceci peut se

faire rigoureusement en considérant une suite régularisante), on obtient

o T
/0 P o a< 2 t) o]
ceci implique facilement que
] d ?
‘ w(s,) <H—5§(£,t)
L2(0,T) L2(0.1)

La relation (5.6) et I'inégalité précédente impliquent que

La conclusion (5.7) découle des inégalités (5.8) et (5.10). O

(& t) (5.10)

ot

L2(0, T) ‘ L2(0,T)

Avant de donner la preuve du résultat principal on a besoin encore d’un
lemme technique. Voir [20] pour la preuve.

LEMME 5.2.— Soit (£) une suite des nombres réels positifs satisfaisant
Err1 < E— CERLy, VK 20, (5.11)

ot C > 0 est une constante. Alors, il existe une constante positive M (qui
dépend de C) tel que

& < ——, Vk>0. (5.12)

O

On peut maintenant prouver 'assertion 2, 3 et I’assertion 4 du Théore-
me 2.1.

Preuve de lassertion 2 du Théoréme 2.1.

Supposons que toutes les solutions & données initiales dans X, satisfaient
Pestimation

E(t) < Me™“'E(0), Vt>0, (5.13)
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ou M,w > 0 sont des constantes dépendant uniquement de ¢ et de n. La
relation (5.13) implique ’existence d’un temps T > 0 et d’une constante
C > 0 (dépendant de T et de n) tels que

E(0) - E(T) > C E(0), ¥ (9% ot w, wl) € X,.

La relation précédente combinée avec (2.2) devient

r

donc, le Lemme 5.1 implique que la solution (u,v) de (3.11)-(3.18) satisfait
T
J

L’inégalité précédente contredit clairement I’assertion 2 de la Proposition
4.1. Alors I’hypotheése (5.13) est fausse. De cette facon 13 on termine la
preuve de la deuxieme assertion du Théoréme 2.1. De la méme facon on
montre, d’apres la Remarque 4.1 et le Lemme 5.1, la stabilité exponentielle
des basses fréquences i.e., pour tout £ € [@Q \ A,] N (0,1) et pour tout t > 0
ona:

2

W 5| ds>CEO), V(e uw) € A,

'a_t(§7 3)

2 C

v ds = — E(0), V(€% ot w® wt) € X,.

E(&a 3)

E(t) < Ms,&,n e~ We.gn tE(O), v (<P07(p17w0’w1) c yn
N —2en —2en
0t Meygn = 1+ Ce e rifqymes Wegn = 7 In(1+ Ceg pofqyzer) > 0, Ceie >0
est une constante qui dépend uniquement de ¢, £.
Preuve de l’assertion 3 et 4 du Théoréme 2.1.

Soit £ € [@\ Ar] N (0,1). D’apres la Proposition 4.1 et le Lemme 5.1, la
solution (p,w) de (1.1)-(1.8) satisfait 'inégalité suivante

r

ol K; > 0 est une constante. La relation précédente et (2.2) impliquent que

2

ow
dt > K1|[(¢% ¢* 0’ wh) | L2 @) x -1 () x L2(0,1)x H-2(0,1)

Et_(g’t)

V(% ot wl ') € A,

(D), S (T),w(T), T2 e < I 6 0w} -

—K; ||{900, <P17 w?, wl}“%2(Q)><H—1(Q)><L2(0,1)><H-2(0,1)7
V(% ¢t wl wt) € D(4) N X,. (5.14)
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En utilisant une inégalité d’interpolation simple (cf. [18, p.49]), le fait

que la fonction
= IHett), 20, w(0), o)}

est décroissante et la relation (5.14), on obtient I’existence d’une constante
K5 > 0 telle que

1o (D), ZE@), w(T), TEDN B < 16 0w}

Ue(T), 221),w(T), J (T M
PR }||D<A>

2 (5.15)

L’estimation (5.15) reste valable sur des intervalles successifs kT, (k+1)T.

Donc, pour tout k£ > 0, on a

etk + T, 22 (G + 1)), w((k + )T), Fo (0 + DD <

< HohT), S2T), w(kT), 2 (KT}
ik + 107, 2+ 1)T), (ke + DT), S2 (0 + DT I

—K>
H(kT), S (KT), w(kT), S (KT} o

Comme A engendre un semigroupe de contractions de D(A), la relation
précédente implique P'existence d’une constante K3 > 0 telle que

Heo(Ck+ D7), 20k + 1T),w((k + DT), F2((k + DT <
kD), 2 (), w(kT), S (KT~

(k4 7Y, 2k 1)T), w((k+ DT), 2ok + DT} I

“{Soov Qolva’wl}ll%(A)
Y (%, !, wl, wl) € D(A) N A,. (5.16)

—43

Si on adapte la notation suivante

(D), 2T, w(kT), S (KT)}

{0, ot w, w3 4

&k = ) (5.17)
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la relation (5.16) implique

Evi1 < & — K3EZ .y, Yk > 0. (5.18)

En appliquant le Lemme 5.2 et en utilisant la relation (5.18) on obtient
P'existence d’une constante M > 0 telle que

M“{(po, Qolawovwl}“?D(A)
k+1

(kT), w(kT), 22 (KT % <

Ho(kT), 2 k0.

ot

La conclusion (2.5) en découle par le simple fait que la fonction

%

t— [{plt), 5

ow
est décroissante.

De la méme fagon on établit d’apres la Proposition 4.2, le Lemme 5.1 et
le Lemme 5.2, I'estimation (2.5) pour toutes données dans D(A) N Y.

Finalement, pour expliciter la constante C¢ , ., qui intervient dans (2.5),
il suffit de voir la preuve du Lemme 5.3 dans [4]. O
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