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Exactitude a gauche du foncteur H}(-.R)
de cohomologie bornée réelle *)

ABDESSELAM BouARricH (D

RESUME. — On considére la classe A des groupes discrets II tels que
tout homomorphisme surjectif o : I' — II induise des homomorphismes
injectifs 0 — Hy (I, R) z Hy (T, R) en cohomologie bornée.

La classe A contient la classe M des groupes discrets moyennables
et les groupes libres non abéliens.

Dans cet article on étudie la stabilité de la classe A pour les
opérations suivantes: passage au quotient par un sous-groupe distingué
moyennable, extension d’un groupe moyennable par un élément de la
classe A, et produit libre de groupes moyennables. Nous en déduisons
P’appartenance & la classe A des groupes fuchsien et des groupes de variétés
de dimension trois fibrées sur le cercle et fibrées de Seifert.

ABSTRACT. — Let A be the class of discrete groups such that any sur-
jective homomorphism o : I' — IT with IT € A induces injective homomor-
phisms of vector spaces, 0 — H; (I, R) z H (T, R). Note that A contains
the class of non abelian free groups and the class of amenable groups.

In this paper, we study the stability of A under the following oper-
ations: factorization by amenable normal subgroup, extension of amenable
group by element of A, and free product of amenable groups. As a con-
sequence, we show that A contains the Fuchsian groups, the fundamental
groups of 3-manifolds fibered over the circle, and the fundamental groups
of closed 3-manifolds modeled on the following seven geometries: R3, Nil3,

$3, 82 x R, H? x R, SL(2, R) and Sol3.
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1. Introduction

Etant donné un groupe discret G, on désigne par Cj'(G;R) I'espace vec-
toriel réel des m-cochaines bornées, ¢ : G™ — R. La différentielle de degré
n 2 0 d’une n-cochaine ¢ est définie par,

1. Pour n > 1 et pour tout (go,91,---,9n) € G™*1 on pose,

dnc(g0,915---,9n) = c(91,--+,9n)
=n
+ Z(—l)zc(goﬁgly--~79z‘—1gz’79i+1,---,gn)
i=1

+ (=)™ 'e(90,91,-- - Gn-1)

2. dp : C)(G,R) — R est 'application nulle.

L’homologie du complexe différentiel (C;(G;R),d.) s’appelle la coho-
mologie bornée réelle du groupe G au sens de Gromov (cf. [12], [14]) et elle
est notée H;(G,R).

DEFINITION 1.— On dit qu’un groupe discret G est moyennable s’il ex-
iste une forme linéaire p : C}(G,R) — R positive, non nulle et G-invariante.
C’est-a-dire pour tout g € G et pour toute fonction positive u = 0 bornée
sur G on a, u(gxu) = u(u) >0 ; ot gxu(x) = u(g~lx).

On désigne par M la classe des groupes discrets moyennables. Il est
connu que la classe M est héréditaire et qu’elle est stable par passage au
quotient et par limite inductive (cf. [11]).

Les deux propositions suivantes (cf. [12] et [14]) seront souvent utilisées
dans ce travail.

PROPOSITION 2. — Soit G un groupe discret. Soit A un sous-groupe

moyennable et normal dans G. Alors la surjection canonique q : G — —

induit un isomorphisme en cohomologie bornée réelle. En particulier si G
est moyennable, H'(G,R) =0 sin > 1.

PROPOSITION 3.— Soit G un groupe discret. Soit H un sous-groupe

normal dans G tel que le groupe quotient T soit moyennable. Alors l'injection
canonique i : H — G induit une injection en cohomologie bornée réelle.
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DEFINITION 4. — On dit que l’extension de groupes discrets, 1 — G SN

r-2.m— 1, est & holonomie moyennable si la représentation extérieure
0 : 11 — Out(G) qui lui est associée a une image moyennable.

Dans la section 2 nous démontrons notre premier résultat principal :

THEOREME 5. — Soit 1 — G —— T =2 I — 1 une extension de
groupes discrets & holonomie moyennable. Alors pour chaque entier n € N,
la surjection o : T — TI induit une injection, 0 — HM(II,R) — HP}(T,R).

DEFINITION 6.— On définit la classe A des groupes discrets I1 tels que
tout homomorphisme surjectif o : I' — Il induise des homomorphismes
injectifs 0 — Hy(ILR) 3 Hy (T, R).

REMARQUE 7.— La classe A contient la classe M des groupes discrets
moyennables et les groupes libres non abéliens.

COROLLAIRE 8.— Soit1 — G 5T % II — 1 une extension de groupes
discrets a holonomie moyennable. Si le groupe " est dans la classe A alors
il en est de méme pour le groupe II.

Dans la section 3, nous nous proposons de démontrer que la classe A est
stable par les opérations suivantes : factorisation par un sous-groupe normal
moyennable, extension par un groupe moyennable, produit libre avec des
groupes moyennables. Ces opérations nous permettrons d’exhiber plusieurs
exemples de groupes appartenant & la classe A, notamment:

1. les groupes fuchsiens sont dans la classe A, et en particulier les groupes
fondamentaux des surfaces fermées;

2. le groupe fondamental d’une variété différentiable fermée M? est dans
la classe A, si M3 est Irigiielée sur 'une des structures géométriques:
E3,Nil, 5% x R, 53, SLy(R),H? x R ou Sol?;

3. le groupe fondamental d'une variété M3 fibrée sur le cercle S! est
dans la classe A. Dans cette famille d’exemples il y a des groupes
fondamentaux de variétés hyperboliques. En effet, si la monodromie
de la fibration M3 — 8! est pseudo-Anosov, la variété M3 admet

une structure hyperbolique d’aprés le Théoréme de ’hyperbolisation
de W. Thurston [18] [23], [21]).

Quant a la question de stabilité de la classe A par produit libre elle reste
ouverte.
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2. Extension de groupes & holonomie moyennable

Etant donnée une extension de groupes discrets 1 — G Lrino-
1, on lui associe un homomorphisme de groupes 6 : II — Out(G) qu’on
appelera ici représentation “d’holonomie ”. Quand le groupe image I'm(0)
est moyennable on dit que 'extension donnée est & “holonomie moyennable”.

Notons que si le groupe G n’a pas de centre alors I'extension 1 — G SN
I % 10— 1 est induite par l'extension 1 — G 2, Aut(G) R Out(G) — 1
via le produit fibré de la représentation d’holonomie 6 : II — Out(G). Par

conséquent, si on suppose 8(IT) = {1} (holonomie triviale) il en résulte que
Pextension donnée est scindée.

THEOREME 2.1.— Soit 1 » G —— T —Z5 I — 1 une extension de
groupes discrets & holonomie moyennable. Alors pour chaque entier n € N,
l’homomorphisme surjectif o : T' — II induit un homomorphisme injectif,
0 — H}MILR) 3 H}T,R).

Preuve. — Avec les notations ci-dessus on a le diagramme commutatif
suivant :

1— Ker(0)x,_,T P, p 2, Im(@) —1

Picerr | o | n

1— Ker(6) J, 4, Im@ -1
! 1
1 1

ou j : Ker(d) — II désigne linjection canonique du noyau de 6 et
Ker(0)x,_, I désigne le produit fibré des homomorphismes j et o au-dessus
du groupe II.

Dans cette preuve nous considérons d’abord le cas particulier suivant:
2.1. Le groupe G n’a pas de centre

Puisque dans ce cas le groupe G est sans centre et que ’holonomie de
la premiere ligne verticale (depuis la gauche) est triviale, il en résulte que
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DT .6y €St scindée, et donc (pr,,
I, R) est injective pour chaque n € N. D’autre part, puisque le groupe image
Im(6) est moyennable, j, : HI'(ILLR) — H]'(Ker(6),R) est injective. Par
conséquent, I'injectivité de (pr,., )b © Jb = (Prr)s © op implique celle de oy.

)o : Hi(Ker(6),R) — H(Ker(8) x,

j=co

Nous traitons maintenant le cas génfal :

2.2. Cas général

Soit G un groupe discret. Si son centre est non trivial, il existe un sous-
groupe caractéristique et moyennable Z C G, qui contient le centre de G et
qui est maximal pour l'inclusion parmi les sous-groupes caractéristique et
moyennables contenant le centre de G. L’existence d’un tel groupe est assuré
par le Lemme de Zorn, puisque la réunion d’une famille croissante de groupes
caractéristiques et moyennables est un groupe caractéristique et moyennable
(cf. [11]). La maximalité de Z parmi les sous-groupes caractéristiques et
moyennables contenant le centre de G implique que le groupe quotient G/Z
n’a pas de centre.

Observons que puisque Z C G est un sous-groupe caractéristique, la sur-
jection canonique p : G — G/Z induit un homomorphisme p° : Out(G) —
Out(G/Z). Notons aussi que ’homomorphisme composé 6’ = pf o 6 : II —
Out(G/Z) a une image moyennable. De plus, ’homomorphisme €’ n’est

!
autre que la représentation d’holonomie de I’extension, 1 — G/Z LN

0_/
r/Z — 11 - 1.

Du fait que le groupe quotient G/Z est sans centre, I’étape précédente
nous permet de déduire que I’homomorphisme (0’)p : HP(II,R) —
H}\(T'/Z,R) est injectif. D’autre part, puisque la surjection canonique I' —
I'/Z induit un isomorphisme en cohomologie bornée réelle (cf. Proposition 2)
il en résulte que ’homomorphisme o3 : H*(II,R) — H(I',R) est injectif.
O0

REMARQUE 2.2. — Le théoréme 2.1 n'est pas une généralisation du
théoréme de Traubert (cf. Proposition 2), ni une de ses variantes. En ef-
fet, si G est un groupe moyennable infini, en général les sous-groupes du
groupe des automorphismes extérieures Out(G) ne sont pas nécessairement
moyennables. C’est le cas par exemple de Out(Z?) = GL(2,Z) qui contient
le groupe libre non abélien de rang 2.

PROPOSITION 2.3.— Soit 1 — G % T 3 II — 1 une extension de
groupes discrets a holonomie moyennable. Si le groupe T' est élément de la
classe A alors il en est de méme pour le groupe II.
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Preuve. — Pour tout homomorphisme surjectif ¢ : X — II considérons
le diagramme commutatif suivant :

pry

FXQUX —= X

o

r A

(=}

Puisque le groupe I' est supposé dans la classe A ceci entraine que (prp.)s :
Hy(T,R) —» Hy(X x,_, I',R) est injective. De méme, puisque I'extension
donnée est & holonomie moyennable, il en résulte que op : Hy(II,LR) —
H; (T, R) est injective. Ainsi, de la commutativité du diagramme précédent
on déduit que (pr.)p 0 op = (Pry)s © g» est injective et par suite g, est
injective. Dot II € A. O

COROLLAIRE 2.4.— Soit1 — G - ' S II — 1 une extension de
groupes discrets ot G est le groupe fondamental d’une surface compacte 2
avec ou sans bord. Si tout quotient propre du groupe I ne contient pas le
groupe libre non abélien de rang deuz, alors o : HY(II,R) — Hy(I',R) est
injective pour chaque entier n € N.

Preuve. — La preuve du corollaire est une conséquence des deux résultats
suivants :

1) D’aprés l'alternative de Tits [17] : si G est le groupe fondamental
d’une surface fermée, alors un sous-groupe de Qut(G) contient soit un sous-
groupe résoluble d’indice fini (moyennable), soit un sous-groupe libre non
abélien de rang 2.

2) D’aprés M. Bestvina et al [2], si G = Ly, est le groupe fondamental
d’une surface compacte & bord, un sous-groupe de Out(L,) contient soit un
groupe libre non abélien de rang 2, soit un sous-groupe abélien d’indice fini
(moyennable).

Par conséquent, sous les hypothéses du corollaire 2.4, ’holonomie de
Pextension donnée est nécessairement moyennable et donc oy, : Hp' (II, R) —
HT',R) est injective pour tout entier n € N. o

Comme exemples de groupes II qui répondent aux conditions du corol-
laire 2.4 citons:

1. Le groupe F de Tompson : c’est le groupe des homéomorphismes de
lintervalle [0, 1] qui sont linéaires par morceaux, fixent 0 et ont un
nombre fini de cassures. Il est connu que le groupe F ne contient
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aucun sous-groupe libre non abélien de rang deux et que tous ses
quotients propres sont abéliens.

2. Dans [7] il est démontré que tout homomorphisme 6 : I — Out (1 (X?))
a une image fini lorsque IT est un réseau irréductible dans un groupe
de Lie semi-simple de rang réel au moins égal a deux et que %2 est
une surface compacte.

3. Opérations sur la classe A

Dans cette section nous nous proposons d’étudier la stabilité de la classe
A par rapport & certaines opérations classiques sur les groupes discrets.

3.1. Stabilité de la classe A par le produit Mo A

DEFINITION 3.1.— On définit le produit M o A de la classe M des
groupes moyennables par la classe A par : Tl € Mo A<= IG € A, G 411
et II/G e M.

THEOREME 3.2. — La classe A contient la sous-classe produit M o A.

Preuve. — Soit II € M o A. Avec les notations de la définition 3.1, 4 la
donnée d’'un homomorphisme surjectif o : I' — II on associe le diagramme
commutatif :

1 - Gx_ I 1 & M - 1
Pro | 7| n

G
! !
1 1

Puisque le groupe G € A et que le groupe M est moyennable, il en
résulte que les homomorphismes (pr;), : H'(G,R) — H}(G x,_, I',R) et
iy : Hi(ILLR) — HP(G,R) sont injectifs, pour tout entier n € N. Ainsi,
la relation (pr;), o iy = (pry), © op implique que ’homomorphisme oy :
H}II,R) — HJ(T,R) est injectif. D’ou, II € A. O

Toutes les propositions énoncées dans la suite se déduisent du théore-
me 3.2.

COROLLAIRE 3.3. — Soient A et B deux groupes discrets et K un sous-
groupe tel que Uindice [A : K| = [B : K] = 2. Si K est dans la classe A
alors il en est de méme pour le produit libre amalgamé A x, B.
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Preuve. — 1l suffit de remarquer que le sous-groupe K est normal dans
le produit libre amalgamé A %, B et que le groupe quotient A%, B/K
est isomorphe au groupe diédral infini Zy x Zs qui est moyennable. D’ou
Ax, BeE MoACA. O

COROLLAIRE 3.4.— Pour qu’un groupe G appartienne a la classe A il
suffit que l'un de ses groupes dérivés d’ordre supérieur G"+1) =[G, G(™)]
soit dans la classe A.

Preuve.— On procede par récurrence. Puisque le groupe quotient
G™ / G("+1) egt abélien il est moyennable. Donc, si on suppose que G("+1) ¢
A, on en déduit que G™ € Mo A C A. O

COROLLAIRE 3.5.— Le groupe fondamental d’un neud fibré non trivial
K C 82 appartient a la classe A.

Preuve.— En effet, on sait que le premier groupe dérivé [r1(S® \ K),
71(S8% \ K)] du groupe fondamental d’un nceud fibré non trivial K C S3
est libre non abélien de type fini (théoréme de Neuwirth-Stallings [4]). Par
conséquent 71 (S3\ K) € Mo A C A. O

THEOREME 3.6.— Soit K un groupe discret qui contient un sous-groupe
G d’indice fini appartenant a la classe A. Alors K appartient a la classe A.

Preuve. — On désigne par ki, ko, - -+, ky les représentants a gauche des
1=n
classes de K modulo G et on pose G = ﬂk; 1Gk; qui est un sous-groupe

=1
normal d’indice fini dans K.
Observons d’abord qu’en appliquant le théoreme de Trauber (cf. Propo-
sition 3) & ’homomorphisme composé G — G 5 K, on obtient que (in)p :
H}(K,R) — H}(G,R) est injectif.

Si on considere un homomorphisme surjectif o : I' — K et son produit
fibré avec I’'homomorphisme in au-dessus de K, on obtient alors la relation
in o prg = o o pr. qui devient en cohomologie bornée réelle (pr.)y o op =
(pra)p © (in)s.

Enfin, puisque le groupe G € A, I'homomorphisme (prg)p o (in)y est
injectif et donc oy est aussi injectif. D'ou, K € A. O

Nous décrivons maintenant deux familles de groupes discrets qui appar-
tiennent a la classe A, déduites directement des résultats précédents :
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Action simpliciale.— Soit G un groupe discret qui agit sur un arbre
simplicial 7. Si pour tout sommet v € V(T) le stabilisateur G,, est fini, et
que le graphe quotient 7 /G est fini ou que sup{#(G,)/v € V(T)} < 400,
alors G € A. En effet, sous ces hypotheses, selon J.P. Serre [20], le groupe
G contient un sous-groupe normal libre non abélien d’indice fini.

Le groupe SL(2,Z) = Zsxy,Ze est un exemple bien connu de cette
famille de groupes.

Groupes de Bianchi.— Pour tout entier naturel d on désigne par Oy
I’anneau des entiers du corps quadratique Q(v/—d). Le groupe modulaire de
Bianchi G4 = PSL(2,0,) est un sous-groupe discret du groupe PSL(2,C)
des isométries qui préservent l'orientation de l’espace hyperbolique H3.
Puisque G contient des éléments d’ordre fini cela fait de ’espace des orbites
H3/Gg4 une orbifold au sens de W. Thurston.

Graces aux travaux de W. Ried, C. Maclachlan et al, on peut dresser
une liste d’entiers d pour lesquels le groupe G4 appartient a la classe A.
Par exemple, le groupe Gs = PSL(2,03) est dans la classe A. En effet, le
groupe fondamental du complémentaire du nceud fibré 4, est d’indice fini
dans le groupe G et on sait que 71(S%\ 4,) € A (cf. corollaire 3.5); d’ott
G; € A

3.2. L’opération de suspension

Soit G un groupe discret engendré par une famille de générateurs .A.
Pour tout automorphisme o de G on désigne par, G4 =< AU {t}/t"lat =
afa);a € A > le groupe obtenu par suspension de ’automorphism a. Ob-
servons qu’on a ainsi la suite exacte courte, 1 - G —» G, — Z — 0.

Du point de vue topologique le groupe G, peut étre réalisé comme
le groupe fondamental d’un espace topologique X fibré sur le cercle S?!,
ou G est isomorphe au groupe fondamental de la fibre type F de X et
Pautomorphisme « est induit par la monodromie de la fibration F — X —
S1. Ainsi, en vertu du théoréme 3.2 on a le :

COROLLAIRE 3.7.— La classe A est stable par lopération de suspen-
sion.

PROPOSITION 3.8.— Soit £? une surface topologique compacte avec ou
sans bord. Alors le groupe fondamental m1(X2) appartient a la classe A.

Preuve. — Le groupe fondamental d’une surface compacte, non orientable
contient, comme sous-groupe d’indice 2, le groupe fondamental d’une sur-
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face compacte orientable. Il suffit donc de démontrer la proposition dans le
cas d’une surface orientable.

1) Si %2 # 0, le groupe fondamental 71(X?) est libre non abélien de
rang n > 2 ou bien il est cyclique infini. Dot m1(E2) € A.

2) Si la surface X2 est compacte sans bord , désignons par g son genre.
Danslecasg=0onam (2?)=1€ A, etsig=1lonan(?) =7%cA.

Si g > 2 on considére un revétement infini cyclique p : X — X2
dont P’espace total X est une surface non compacte dont le groupe fon-
damental 7;(X) est denombrable, libre et non abélien. Comme le quotient
71(22)/py(m1(X)) = Z est moyennable, 71(Z?) € Mo A C A. O

Signalons que le résultat de la proposition 3.8 permet de mettre dans
la classe A les groupes fondamentaux de toutes les variétés M 3 fibrées en
cercles ainsi que toutes celles qui fibrent sur le cercle.

Pour pouvoir explorer d’avantage la liste des groupes fondamentaux de
variétés de dimension trois qui appartiennent & la classe A nous faisons un
bref rappel sur les groupes fuchsiens.

On dit qu'un groupe discret G est fuchsien s’il admet une présentation
finie du type suivant:

1=p
G =< al,bla“';agabgﬁq17'”7QP | q;ll = :qu = 1»"'HQ1’ =1>
i=1
i=g
our = H[ai,bi], les a; > 0 sont des entiers naturels et 'entier g > 0

i=
est appelé 1le genre du groupe G. A chaque groupe fuchsien G, on associe
un invariant numérique x(G) appelé la caractéristique d’Euler-Poincaré que
i=p
I’on définit par : x(G) =2—-2g9— Z
i=1
siles a; = 1 et par x(G) = 2—2g—p si les a; = 0. L’invariant x(G) permet
de classer les groupes fuchsiens G en sphériques si x(G) > 0, euclidiens
si x(G) = 0 et hyperboliques si x(G) < 0. Notons que parmi les groupes
fuchsiens on reconnait le groupe fondamental d’une surface & bord (resp,
fermée) si les entiers a; = --- = o, = 0 (resp, a1 = - -+ = o = 1). Ajoutons
que d’apres la théorie géométrique des groupes fuchsiens, si x(G) =0,p # 0
et a; > 2 alors g = 0 et le groupe G contient un sous-groupe abélien d’indice
fini ( il correspond & un pavage régulier euclidien). De méme, si x(G) > 0 et
p>3onag=0etle groupe G est fini (il correspond & un pavage régulier

Oéi-—l

o siles a; > 2, par x(G) =2—2g
(]
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sphérique). Par contre si x(G) < 0 et p > 3 alors, dans ce cas, le genre g
est quelconque et le groupe G est infini non moyennable (il correspond & un
pavage régulier hyperbolique).

COROLLAIRE 3.9. — Tout groupe fuchsien G appartient & la classe A.

Preuve. — Dans le rappel ci-dessus sur les groupes fuchsiens on a vu
que les groupes de type Sphériques et de type Euclidiens (x(G) > 0) sont
moyennables, donc ils sont dans la classe A.

Dans le cas des groupes fuchsiens de type hyperboliques (x(G) < 0), on
sait que le groupe G contient un sous-groupe de surface de genre g > 2 et
d’indice fini (cf. [6] page 76). Ainsi, la proposition 3.8 et le théoréme 3.6
montrent que G € A. 0O

Voici un autre corollaire de la proposition 3.8 qui n’est pas immédiat
sans le résultat du théoréme 3.2.

COROLLAIRE 3.10. — Soit M3 une variété différentiable compacte dont

le groupe fondamental m1(M?3) vérifie la suite exacte, 1 — G - 1 (M3) N
Q — 1, 00 1 # G # Z est un sous-groupe normal de présentation finie et Q
est infini. Alors m(M?3) € A.

Preuve. — Dans les conditions du corollaire, on sait que le groupe G
est isomorphe & un groupe infini cyclique ou au groupe fondamental d’une
surface avec ou sans bord.

Dans le premier cas les travaux de [5] et [9] montrent que Q est iso-
morphe & un groupe fucshien et donc Q € A. Comme dans ce cas 13 G est
moyennable, w1 (M?3) € A.

Dans le second cas @Q contient un sous-groupe normal fini K tel que
Q/K est isomorphe soit & Z, soit au groupe diédral infini Z/2 % Z/2 (cf. J.
Hempel [13] chapitre 11). Donc, le groupe @ est moyennable et le groupe
T (M3) € MoA CA. O

Soit 23 une surface fermée de genre g > 2. D’aprés [3] et [1], on sait que
le second groupe de cohomologie bornée HE(EZ,R) est un espace vectoriel
réel de dimension infinie. De méme d’aprés [24], on sait que le troisiéme
groupe de cohomologie bornée H3(X2,R) est aussi de dimension infinie.
Avec ces deux informations on a les deux corollaires suivants :

COROLLAIRE 3.11. — Si un groupe discret G se surjecte sur un groupe
de surface fermée de genre g > 2, alors ses groupes de cohomologie bornée
HZ(G,R) et H3(G,R) sont des espaces vectoriels réels de dimension infinie.
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COROLLAIRE 3.12. — Soient £2 <> M* % 2 un fibré en surfaces
fermées. Alors les groupes de cohomologie bornées HZ(M*,R) et H3(M*,R)
sont des espaces vectoriels réels de dimension infinie dans les deur cas suiv-
ant: (g=>2eth>0)ou(g=0eth>2)

Preuve.— 1) Pour g > 2 et h > 0, il suffit de remarquer que la fibration
p: M* — ¥, induit un homomorphisme surjectif, p. : m1(M*) — m1(Z),
et que 1 (X2) € A.

2) De méme, pour g = 0 et h > 2, il suffit de remarquer que la suite ex-
acte d’homotopie associée & la fibration p : M* — S? induit I'isomorphisme,
iw 2 (Z3) o (M*). O

COMMENTAIRE. — La classe A et les structures géométriques en dimen-
sion 3

1) En dimension trois W. Thurston a démontré qu’il n’ y a que huit
géométries homogenes possibles pour modeler une variété compacte. Ce sont
les géométries données par les modeles suivants : Nil, R3, $3, S2xR, H xR,
Si(2,R), Sol® et H? (cf. [22], [19]).

En outre (cf. Théoréme 5.3 page 477 [19]), une variété fermée M* admet
une structure géométrique modelée sur Nil, R3, 83, 82 x R, H? x R ou

S1(2,R) si et seulement si M3 est une variété de Seifert. Par conséquent, le
groupe fondamental d’une telle variétés M 3 contient un sous-groupe d’indice
fini qui est une extension centrale d'un groupe fuchsien, c’est-a-dire que
T (M 3) €A

Quant aux variétés fermées M3 modelées sur la géométrie Sol3, elles
possedent un revétement fini qui est un fibré en tore T? sur le cercle ST.
Par conséquent, le groupe fondamental 7y (M 3) est moyennable et donc il
appartient & la classe A.

COROLLAIRE 3.13.— Le groupe fondamental d’une variété différen-
tiable fermée de dimension 3 modélée sur l'une des structures géométriques,

Nil, R®, §2 xR, S3,H? x R, SI5(R), ou Sol® appartient & la classe A.

2) La classe A et la géométrie hyperbolique H3

Soient S une surface compacte & courbure négative et ¢ : S — S un
difféomorphisme. On désigne par M, la suspension du difféomorphisme ¢,
obtenue & partir de S x R par I'identification des couples (z,t) et (¢(x),t +
1). La variété My est fibrée sur le cercle avec pour fibre type S et pour
monodromie ¢. On a donc m1(My) € A (cf. corollaire 3.7).
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D’apres le théoreme d’hyperbolisation de W. Thurston, My admet une
structure hyperbolique si et seulement si ¢ est pseudo-Anosov (cf. [23], [18]).
La classe A contient donc aussi des sous-groupes discrets, a covolume fini,
du groupe PSL(2,C) des isométries de I'espace hyperbolique H3.

La conjecture de W. Thurston, qu’une variété hyperbolique et & volume
fini posséde un revétement fini fibré sur le cercle, permet d’espérer mettre
dans la classe A tous les groupes Kleiniens I' ¢ PSLy(C), & covolume fini.

3.3. Stabilité de la classe A pour le produit libre de groupes
moyennables

Soient A et B deux groupes. J.P Serre a démontré que le sous-groupe
[A4, B] engendré par les commutateurs mixtes [a,b] = a~*b~1ab est libre non
abélien et normal dans le produit libre A x B (cf. [20] page 6). Ceci nous

permet d’écrire la suite exacte, 1 — [A, B| N, A+B-L,4xB 1.

Plus généralement, pour toute famille non vide de groupes discrets
{G;,i € I} on désigne par G = *,_,G; le produit libre des G; [15], et
par C(G) le sous-groupe normal de G engendré par la fermeture normale
des sous-groupes [G;, G;] C G des commutateurs mixtes lorsque 7 # j dans
1. Puisque tout élément g € G est le produit d’un nombre fini d’éléments
des Gj, sa classe modulo C(G) est un produit d’ un nombre fini de termes
différents de 1 et qui commutent entre eux. Par conséquent, le groupe quo-
tient G/C(G) est isomorphe au produit direct HGZ-. D’aprés O. N. Golovin

iel
[10] le sous-groupe normal C(G) est toujours libre (cf. [16] page 412). No-
tons aussi que si, pour un ensemble d’indices I dénombrable, les groupes G;
sont moyennables, alors x,_,G;/C(G) = HGi est un groupe moyennable.
iel

THEOREME 3.14. — Pour tout entier n € N on désigne par M, la
classe de groupes G isomorphes d un produit libre de n groupes moyennables.
Alors on a, My, C My C imM,, C A.

Preuve. — 11 suffit de donner une preuve pour n = 2. Soit un groupe
G = M; x M2 € Ma. Puisque [M;, M2] est un groupe libre et puisque le
produit cartésien My x My = G/[M, Ms] est moyennable on en déduit
Mix Mz e MoA CA. a

COROLLAIRE 3.15.— Soit G un groupe discret. Pour que le second
groupe de cohomologie bornée réelle HZ(G,R) soit de dimension infinie
il suffit que le groupe G se surjecte sur le produit libre de deuzr groupes
moyennables My x Mo # Zo x Zo.
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Preuve. — La preuve est une conséquence immédiate, du fait que Mj
M, € A et du Corollaire 1.1 de K. Fujiwara [8] qui affirme que le second
groupe de cohomologie bornée HZ(M; x M2, R) est de dimension infinie si
]\/[1 *MQ#ZQ*ZQ. O

PROPOSITION 3.16. — Sotient G un groupe discret et M un sous-groupe
moyennable, normal dans G. Pour que le groupe G soit dans la classe A il
faut et il suffit que le groupe quotient G/M soit dans A.

Preuyve.— 1) Supposons G/M € A et désignons par ¢ : G — G/M la
surjection canonique. Soit ¢ : I' — G un homomorphisme surjectif.

D’apres M. Gromov [12], on sait que gy : H'(G/M,R) — H}(G,R) est
un isomorphisme. Comme G/M € A, (o o)y = g © @ est injectif. On
en déduit alors que oy : H}'(G,R) — HJ'(I',R) est injective. C’est-a-dire
GeA

2) Inversement supposons G € A. Soient ¢ : I' - G/M un homomor-
phisme surjectif et G X4—, I' le produit fibré de ¢ et de o au-dessus du
groupe G/M. Rappelons qu’on a la relation go pr, = o opr..

Puisque par hypothese, (pr;)s : H(G,R) — H}(G Xgq=¢ I',R) est in-
jectif et que ¢ : H(G/M,R) — H}(G,R) est un isomorphisme, il en
résulte alors que (prp.)p o gy = (prg)y © gp est injectif. Par conséquent,
oy : H}(G/M,R) — H}(T',R) est injectif et G/M € A. O

COROLLAIRE 3.17.— Soient My et Ms deux groupes moyennables qui
contiennent M comme sous-groupe normal. Alors le produit libre amalgamé
M x,, M2 appartient a la classe A.

Preuve. — Sous ces hypotheses on a la suite exacte courte,

1__)M__>M1*MM2__)%*%_)1

qui résulte du théoréme de la forme normale [15]. Puisque le produit libre
M; M.
ﬁl*A—ZGMQCA,onaMl*MM'zGA. O

COROLLAIRE 3.18. — Soient M un groupe moyennable, N un sous-
groupe normal de M et ¢ : N — N un automorphisme. Alors la HNN-
extension Mx, , =< M,t/t'nt = ¢(n),Vn € N > appartient d la classe A.

Preuyve. — Puisque le sous-groupe N est supposé normal dans M cela

implique d’une part qu’il est normal dans la HNN-extension Mx, , et
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*N,w

d’autre part, le groupe quotient est isomorphe avec le produit li-

M
bre v *Z € My CA.Dou, Mx, € A. O

DEFINITION 3.19.— Le groupe BS(m,n) =< z,y;z " y™z = y" >
s’appelle groupe de Baumslag-Solitar d'indice m,n € Z.

PROPOSITION 3.20. — Pour tout entier | n |> 1 le groupe de Baumslag-
Solitar BS(n, £n) appartient a la classe A. En particulier, tout groupe G
qui se surjecte sur BS(n,+n) a un second groupe de cohomologie bornée
réelle HZ(G,R) de dimension infinie.

Preuve. — Observons d’abord que le sous-groupe cyclique < y™ > est
normal dans BS(n,£n). En effet, la relation z71y"z = 3™ implique que le
groupe cyclique < y™ > est central dans BS(n,n), et la relation z=1y"z =
y~™ implique zy"z~! = (2y~"z~1)~! = y~". D’autre part, le groupe quo-
tient BS(n,£n)/ < y™ > est isomorphe au produit libre Z* Zyn| qui appar-
tient a la classe A. D’ou B(n,+£n) € A.

Puisque HZ(Z*Z,), R) est de dimension infinie d’aprés le Corollaire 1.1
de K. Fujiwara [8], HZ(B(n,%n),R) est de dimension infinie. O
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