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Perturbations singuliéres pour une équation
hyperbolique dégénérée *)

BraHIM HAJOUJ ET MONIQUE MADAUNE-TORT (V)

RESUME. — On s’intéresse au comportement asymptotique, quand € —
04, de la solution d’une équation hyperbolique du second ordre associée
a Popérateur dégénéré
o ov 0%v v
Liv=e [k(v) ] Je 52 + h( 3t v) — f.
Deux situations sont examinées selon que ¥, = ¥ > 0 est indépendant de
€ ouégal a e.

ABSTRACT. — The behavior, when € — 04 , of the solution of an hyper-
bolic variational equality relative to the degenerate operator

14] ov 82w 1%}
Lev=c— | =Pz +h(5v) -
eV E()t [k(v) at} Ve P02 + h( at,v) f

is considered. T'wo different situations are examined, a first one when
Y¥e =9 > 0 is independent of £, a second one when ¥, = ¢.

1. Introduction

Dans ce papier on considére un probleme d’élasto-plasticité (G. Duvaut
et J.L. Lions [2], chap. 5) gouverné par ’équation hyperbolique L.v = 0
présentant des non linéarités dans les termes relatifs aux dérivées partielles
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par rapport au temps ¢ et pouvant dégénérer en une équation parabolique
dans toute partie du domaine ou v s’annule.

Dans un premier temps on s’intéresse au probléme de l'existence et de
I'unicité pour 'équation dégénérée en temps L.v = 0, puis on étudie le
comportement quand € — 0, de la solution de ce probleme dans le cas ou
¥ = 19 > 0 est indépendant de ¢ et dans le cas ou ¥, vaut &.

Divers auteurs ont étudié des problémes similaires soit d’existence et
d’unicité, soit de perturbations singuliéres mais relatifs & des équations non
dégénérées; citons par exemple J. L. Lions and W.A. Strauss [12], J. L. Lions
[9], A. Benaouda et M. Madaune-Tort [1], G.C. Hsiao and R. J. Weinacht
[7], N.A. Lar’kin [8], B. Hajouj [5], [6], A. Milani [13], V. Georgiev and G.
Todorova [4], E. Feireisl [3].

La situation ou ’équation L.v = 0 peut dégénérer n’a pas été, a notre
connaissance, encore examinée ni du point de vue existence et unicité ni
du point de vue perturbations singuliéres, hormis lorsque la fonction v est
soumise & une contrainte (B. Hajouj [6]). L’objet de cet article est d’apporter
des éléments de réponse lorsque les conditions initiales vérifient certaines
conditions de compatibilité assurant I'existence d’une solution forte et par
conséquent 'unicité de cette solution.

On désigne par Q lintervalle ouvert ]Ja,b[ de R, a < b, par T un réel
donné, T > 0 et par Q le pavé ouvert € x ]0,T’[. On note (. , .) le produit
scalaire dans L2(f2) et les produits de dualité entre les espaces H~1(f) et
HL(Q) d’une part et les espaces LI(2) et L9 () avec % + % = 1 d’autre
part. Les dérivées de u par rapport au temps t, au sens des distributions
vectorielles, sont représentées par u’,u”,u’”,.... et a(u,v) désigne la forme

bilinéaire définie sur H}(2) x H () par f @ g——da: Enfin les notations L?

et H& utilisées pour alléger 1'écriture des normes représentent les espaces

LI(Q) et HL ().

Pour tout € > 0, on considére le probléme variationnel hyperbolique P.
d’inconnue u.:

ue € L®(0,T; HE()), ul € L°°(0,T; H(S)),
Vo € H(S), pot € 0,7,

Fe (5% [k(us)ug] yv) + a(us’v) (h(uls’ue)v v) = (f,v), (1)
ue(x,0) = wo(z), ul(z,0)=ui(z), p.p.xz €9,

ol les données vérifient les hypothéses suivantes:
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( k:R — R* est une fonction de classe C? telle que k(0) = 0,
Je € R et soit: ¥, = ¢, soit: 39 € R, Ve > 0,9, = ¥,

h:R x R — R vérifie h (2,v) = hy (2) + ha (v) + h3 (z,v) ol
H<{ hi(2) = az+7]z|° 2, ha(v) = Bv+ X |v|* v, hs(z,v) =c|v|*
a>0,v>0,620 A>20,¢20, p=2, pu>0, w>1,

f € L%0,T; L*(Q)) telle que f' € L*(0,T; L?()),
| uo € Hj () N H*(Q), ug € Hy(Q).

En outre, on supposera que la fonction k vérifie I'une des deux hypothéses
suivantes

g | HERI<E<),
L Co vl < k), K@) <CLv)™t, Co>0, C1 >0 (2)

ou
H, k, k' et k" sont bornées sur R.
Les conditions initiales sont telles que:

o Soit ®, définie par ®. = f(x,0) — £ k' (ug)u? + 9. Aup — h(u1,up),
1 3g € L3(Q),Ve € 10,1[,|®(z)| < |g(z)| k(wo(2)) ppz Q.  (3)

Des exemples de situations ol la condition (3) est satisfaite sont donnés
au § 4.

Enfin ’étude du comportement quand ¢ — 04, dans le cas ou ¥, = ¢,
est menée sous la condition supplémentaire

Hy feC([0,T); H}(Q), c#0et 2u<w< 2.

Sous les hypotheses H, Hy ou Hy et Hy, on établit au § 2, 'existence et
Punicité de la solution de P;. Au § 3, on analyse le comportement de u,,
solution du probleme P, lorsque le parameétre ¢ — 0. En particulier, on
donne des estimations des normes de u, —u et u, — v’ dans certains espaces
de Sobolev, u désignant la solution d’un probleme gouverné par I’équation
(1) ou ¢ est remplacé par 0, que 9. soit indépendant ou non de €.

2. Existence et unicité de la solution de P .

Le but de cette partie est de justifier 'existence et I'unicité de u. solution
du probléme P, lorsque € # 0, pour ensuite, au § 3, étudier le comportement
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du u, lorsque le parametre ¢ tend vers 0. Aussi, on s’intéresse a la situation
ol ¢ est dans un voisinage de 0 et I’objet de ce paragraphe est d’établir le

THEOREME 2.1.— Sous les hypothéses H, H, ou Hy et Hy, il existe
€o > 0 tel que, pour tout € € |0,&¢[, le probléme P. admet une solution et
une seule ue vérifiant:

VE(ue)ul € L0, T; L*(Q)), u” € L*(Q), u. € L°(0,T; H*(Q)). (2.0)

La preuve de ce théoréme est développée dans les deux sous-paragraphes
de cette section. Au § 2.1, on construit une solution par approximation. La
propriété d’unicité est établie au § 2.2.

2.1. Existence

Pour prouver I'existence de u., on utilise une méthode de régularisation
qui consiste a approcher le probleme dégénéré P par une suite de problemes
non dégénérés (P s)s-,, obtenus en approchant la fonction k£ par la suite
de fonctions ks : R — R, définies par ks(z) = k(x) + d avec § réel, § > 0.
Pour chaque 4 > 0, la fonction ks est minorée par ¢ sur R. En conséquence,
d’apres B. Hajouj [5] et N.A. Lar’kin [8], le probléme

us € L(0,T; Hy(Q)), uy € L=(0,T; Hg(Q)),
Vv € Hi(Q), p.p. t €)0,T],
P56

N (e lho(wa)ug], 0) + Ve alus,v) + (hlugyua), ) = (f,0), (2)
us(2,0) = up(x), us(x,0) =ui(z), p.p. €,

admet pour tout > 0 une unique solution us telle que:
uj € L®(0,T; L*()), us € L>°(0,T; H3(Q)). (2.2)

Le principe est alors de montrer qu’une suite extraite de la suite (us)s-
converge vers une fonction qui a la propriété d’étre solution du probleme P..
Pour cela, on établit des estimations a priori sur la solution us du probléme
P. 5 et sur ses dérivées, indépendantes du parametre §. Ces estimations
doivent étre suffisantes pour justifier au moyen de résultats de compacité
une convergence forte des suites (us)s.q €t (uj)s autorisant un passage
3 la limite en § dans les termes non linéaires de (2.1). A cet égard, on
s’intéresse aux normes de us et uj dans L>°(0,T; Hg ()N W (0,T; L*(Q2))
avec W (0,T; L?(Q)) = {v; v € L*(0,T; L*(2)), v' € L*(0,T; L*(N))}.En
effet l'injection de cet espace dans L2(0,T; C(Q)) est compacte. Les esti-
mations de normes sont obtenues au § 2.1.1 (lemme 2.2), puis utilisées au §
2.1.2 pour, par compacité, montrer ’existence d’une solution u. de P..
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2.1.1 Estimations a priori sur us

Dans ’étude d’estimations a priori sur us présentée dans ce paragraphe,
Pobjectif va au dela de la recherche d’estimations indépendantes de §. En
effet, le but de cet article est finalement d’étudier pour le probleme P,
une fois le résultat d’existence et d’unicité obtenu, le comportement quand
¢ — 04 de sa solution. La construction de u., solution du probleme P,
effectuée au § 2.1.2 repose seulement sur les estimations de normes dans
L®(0,T; H{ ()N W (0,T;L*()) données par les résultats i) et ;) du
lemme 2.2 énoncé ci-dessous. Les autres résultats de ce sous-paragraphe
précisent, pour les mémes normes, leur dépendance en ¢ afin de mettre en
évidence des estimations sur ug indépendantes de plus du paramétre . Ainsi
au § 3 on en déduira des estimations sur u. qui permettront, toujours au
moyen de techniques de compacité, d’analyser le comportement asympto-
tique de u. quand € — 0.

On convient, dans toute la suite de ce paragraphe, de désigner par C
(resp. C (€)) toute constante positive indépendante des paramétres ¢ et §
(resp. indépendante du paramétre §).

LEMME 2.2. — Sous les hypothéses du théoréme 2.1, il existe £1 € ]0,1[,
une constante C > 0 et une constante C(g) > 0 tels que, pour tous § € |0, 1]
ete€]0,eq]:

iVE || V/Es(ue)

I
Lo (0,5 L2) + v 195 “u5||L°°(O,T; H}) + |Iu6||Lp+2(Q)

+ ||u6”Loo(0’T; Le+2) S C,

ie)

’\/k(s(uts)u:;'

Sous les mémes conditions et en supposant de plus lorsque 9, = ¢ les
hypothéses Hy et Ha,

ii)e || /Rs(ua)u}

I 1
Lo (0T L2) + sl oo 0,75 12y + 1451l 2y < C(E)-

Lo (0T L3) + \/g\/ﬂ—s ||U3||Lm(o,T;H3) + \/E”ug“Lz(Q)

Ve |lusl  uf

b

+ VE ||l g

<
L2(Q) L2(Q) =

1#8) V¢ lusll L2 0,7, mzy + 1461l oo 0,75 Lo+2) < Cs
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iv) tks(us) ue Leorize) Ve [|[VEUg | oo 0,712
w L
4 VBl o gy + Ve Vsl F o, + [ VERGIE ], < C
Démonstration.

i) On considere 'équation (2.1) du probléme P; s dans laquelle on choisit
v = 2uj puis on intégre la relation obtenue de 0 4 ¢ € 0, T[. Des intégrations
par parties par rapport & la variable ¢, conduisent a I'égalité:

Oug 2
ox

/k5 Us u5 d$+195

t
2 +2a/ |2 dr (2.3)
L
0

t
2y / 242, dr + 26 / / g | uPdedr + B |us||2s
0 Q

i
+:25 ||u6HLu+2 =A(t 5//]65 Us u5 3dxdr
0
avec
2
0

2
S0l 4 ol

L2

+2 [l 412, + € / Jes (1002
Q

Soit § €]0,1[ et € € ]0,1[. L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine

t
A <C+a / 12 dr.
0

De plus, si k vérifie ’hypothése Hy avec £ > 1, I'utilisation de I'inégalité
(<P+2)‘ L, etD0) et de linégalité

' -

de Holder-Young relative au triplet

|k (ug)uf?| < O (Jus ™ s =7

)]u’ | # entraine
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t
//k (us)udrdr| < C+C’€//k5 (us)uj dxdr+7/||u5||zt+22
0 Q

et lorsque k vérifie soit '’hypothése H, avec £ = 1 soit I’hypothése Hj,
I'inégalité de Young relative & q = 3;—2; qd = ’%f entraine

t
//A6 (ug)ulBdadr| < c+7/||u6||m2
0

L’estimation i) découle ainsi de (2.3) grace a ces trois majorations, au lemme
de Gronwall et & I'inégalité de Poincaré.

ii) Pour établir les estimations ii) sur us, § € ]0,1] étant fixé, on in-
troduit une suite de fonctions ”réguliéres” approchant us. Pour cela, on
considére dans I'espace [Hg(Q2) N H(Q)] x D(Q) x C*(Q) une suite de
triplets (wo,n, U1,n, fn) telle que

(Uo,n, U1,n, fn) - (UOa Uy, f) dans [H&(Q) N H2(Q)] XH(% (Q) XW(Ov T) (24)

ou W(0,T) = {v e L¥0,T; L3(Q));v € L(0,T; L?(2)) } muni de la norme
du graphe [11].

Il résulte de (2.4) et de I'inclusion topologique Hg(Q2) C C(Q), que la
fonction ®. ,, définie dans I’hypothése H; a partir du triplet (%0,ms UL,y fn)
vérifie

&, , — . dans L2(Q). (2.5)

On désigne par P s, le probléme similaire au probléme P. ; dans lequel
le triplet (uo,n,%1,n, fn) prend la place du triplet (ug,u1, f). Donc d’apres
[5] et [8], le probleme P, 5, admet pour tout n € N une solution unique
notée u, telle que

ull € L®(0,T; L3(R)) et up, € L®(0,T; H2(R)).

Il suffit alors d’établir les estimations ii) sur u, et de justifier la con-
vergence de la suite (u,,) vers la solution us de P, s pour, par passage a la
limite en n, en déduire les estimations ii) sur us. Dans cette partie, on note
C toute constante positive indépendante de n, § €10,1[ et de € € ]0,1].

On remarque tout de suite qu’a partir de I'égalité (2.3) vérifiée aussi par
Up, il vient grace & (2.4) 'estimation
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Ve ||Un||ch(0,T; uhHt Hu',n”LP-*'?(Q) + ”un”Loc(o,T; Le+2) S C. (2.6)

Tl résulte de I’estimation (2.6), de l'inclusion topologique H}(Q) C C(Q)
et de la C2-régularité de ks que, lorsque 9. = ¥, les fonctions ks(un), k5(un)
et kj(uyn) sont bornées dans L*°(Q) indépendamment de ¢, et n. Lorsque
Y = €, ces mémes fonctions sont bornées dans L*°(Q) indépendamment de
€,8 et n, puisque dans ce cas '’hypothése Hy est vérifiée.

Maintenant, pour obtenir les estimations ii) sur la suite (u,), on utilise
une méthode de quotient différentiel. Soit 6 € |0, T[ destiné a tendre vers 0.
On introduit les prolongements suivants des fonctions uy, et f, & [—6,0]:

_ EQ_ P ()
un(®,8) = () ;tul’n( ot 3 eks(uom)’ (2.7)
fn(xat) = ké(un)m YeAuy, + h(unvun) + Sk,(un) 2,

On considére I’équation du probléme P, 5 ,, satisfaite par u, aux instants
7 et 7+ 0 ot 7 est un réel de |—0, T — 6] et on choisit la fonction test égale

s Elun(r+0) —up(7))

av=—= 02

si pour chaque fonction w : @ — R on pose wy(7) = %(w(T +0) — w(1)),
on obtient p.p. t € |—6,T —6[:

. On soustrait les deux égalités obtenues. Alors,

0
52“% [ks(un)up))o, ur,, g) + €0ca(Un 0, Up o)

+e((h(up, un))e, tn, g) = €(fn0:Unp)-  (2.8)

On integre (2.8) de —0 a t € ]0,T — 6[; on obtient aprés une transfor-
mation simple du premier terme, deux intégrations par parties par rapport
a t et multiplication par 2

2
6’11,“,9
oz

€2 / ks(un)(up ¢)%dz + ede
Q L

t
pe / (b, un))o 1 o)dT
o

t
=2 /(fn,97uf,,170)d7- + &2 / ks(un(—0)) (u;,g (—0))2 dz
—0 Q

t ¢
—2¢? (ks (un))oul (T + O)ul, pdzdT — 22 (ks (un)ul2)pul, gdzdr
n n,0 ) n,0
—0 —6 Q
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¢
+€2//kg(un)u;lu;ﬁodmd7’+5195
200

Il est possible de passer a la limite en 6 dans 1'égalité ci-dessus, grace aux
propriétés de régularité de ks et fn, et & la propriété u/, € L>(0,T; H3())

2

—0)

0
ox

L2

(resp. ull € L*°(0,T; L%*())) qui implique que

6
(resp. u;, o) converge
!

vers %ﬂ (resp. u)') dans L9(0,T; L%(f2)), pour tout g € [1,00[. Il vient,
p.p. t€10,TY,

2

t
+2ey(p+1) //]u“pu;{zdde
L2
0

t t
+2ca / |2 dr + 22 / / ] u/2dzdr
0 0 Q

Ouy(t)
Ox

/k5 un (2)) (ult (t))2dx + €9,

D, auln
=B(t)+ %Tu(o%d z + eV, wrali (2.9)
t
avec B (t 25/ ! — ho(un)us,, up dT—2€cw/ (Jun]“ ™" sg(un)u2, u?)dr
0
¢ t
—252//k (tn ) dedr — 562//k¢';(un)u; uldzdr.
00 00

Il reste & majorer le second membre de (2.9), les fonctions kj(un) et
k5 (un) étant bornées dans L*°(Q) indépendamment de ¢, 4 et n.

On remarque que | fun* ] = |un ¥ (Ju| [euls|?) |euts] 7,

13,11

2 e=2 2 201
leuult] = w2 (jup) leuln|?) lewt] =, |e2uful®] = (jul| lewls|?) leult) =7,

et ‘a un |7 sg(un)u2ul’| =

funl ™ () (I w7 fes) 7

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et (2.4), 'inégalité de Holder-Young rel-
ative soit au triplet (2, Jo %) , Soit au triplet (4,4, o) p—2_-"—2) , soit enfin au
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couple (p, ;%), ’estimation (2.6), les hypothéses Hp et Ha si ¥, = ¢, la

majoration de (u,) dans L®(Q) si ¥ = ¥ > 0, entrainent la relation
¢ ¢
|B(t)] < C(1+¢? f Hu’,{[liz dr +¢€* / / [ul | u?dzdr).
0 0 Q

Pour toute la suite on définit €, par

g1 = min (1, g, xefD) (2.10)

ot C est la constante figurant dans la derniére inégalité.

Enfin, il résulte de (2.4), (2.5) et de hypothese H;(3) que

2 2
L2

811,11”
ox

e

ké(uo,n)

On déduit de (2.9) grace aux majorations précédentes que, pour tout

e<e,ona
t
—I—s'y (p+1) //|u;l|pu;:2d:cdr
0

t t
+sa/llu§{lliz dT+2sc//|unl udzdr < C. (2.11)
0 0 Q

E)u;(t)
or

62/k5(un(t))(u;:(t))2dx + e
Q

1l découle de (2.11) Pestimation

e H N

+VEVie “u:z”Lw(O,T; H}) + e ||“;;“L2(Q)

Lo (0,T; L?)

+VeVE | unl® u <C (212)

V2 [l £

L2(Q) L3 (Q)

11 résulte des estimations (2.6) et (2.12) l'existence d’une suite extraite
de (uy)n, notée encore (up)n, telle que

up = v dans L®(0,T; H}(Y)) faiblex,
ul, =o' dans L>®(0,T; H}(Q)) faiblex, (2.13)
u — " dans L*(Q) faible.
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Pour établir que v est la solution du probleme P; 5, on remarque d’abord
grace aux résultats de compacité classiques (ils seront développés au para-
graphe 2.1.4) que les propriétés de convergence faible (2.13) entrainent des
propriétés de convergence forte qui sont suffisantes pour passer a la limite
sur les termes non linéaires de I’équation du probléme F, s . Les conditions
initiales sont obtenues sans difficulté grace & (2.4). On déduit alors d’'une
part I’égalité v = us, ol us est la solution de P; 5 et d’autre part, par pas-
sage & la limite inférieure sur n dans l'inégalité (2.12), l’estimation ii) du
lemme 2.2 sur ug.

ic) La preuve utilisée au point ii) permet d’établir i) en utilisant les
arguments développés dans la situation ot ¥. = ¥, puisque I'on peut utiliser
sous les seules hypothéses du théoréme 2.1 que la suite (uy,) est bornée dans
L*> (Q) indépendamment de § € |0,1[ et de n.

iii) On considére comme dans la preuve de ii) '’équation de P. s, aux
instants 7 et 7 4+ @ mais on choisit ici la méme fonction test v aux deux

n

0

instants 7 et 7 4+ 6 donnée par v =
TE]-6,T -0

. On obtient alors pour p.p.

5((% ks (un )ul])o, tl) + Dea(un.g, ul) + ((tly, un))e, ul) = (Fr.o:uly)-

On intégre cette derniére inégalité de —6 a t € |0,T — 0. Apres une
transformation simple du premier terme et une intégration par parties par
rapport a t, il vient:

¢ i
e /a(un,g, up )T + /((hl(u;) + ha(un) + ha(ul,, un))e, up, )dr
o e

= (ks (tn(~0))t, o(=6) 11 (~6)) + / (Fnr )T — (s (e 1)
o

t

—& [ ((ks(un))oun (T + 0),u,)dr + € [ (Ks(tn)uy, g, Uy )dT
J J

t

t
e / (K (un 2o, ol )dr + € / / (k) (um )l oty gty
o

-0 Q
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On fait tendre § — 0. Apres trois intégrations par parties, il vient alors
p.p-t€10,T|

I,

+ [ (R (un)ul, up)dr + = (]un] un,un) = To + )
/ /!

+2 2
dr + 2250 [|up, (D) 7ok + 5 [un (D) L2

¢
—e(ks(un(t))un(t), uy, //k5 Up)U "Zdsz—s//ké Un U dzdT
0

¢ ¢
_25//k up U2 Ul dzdr — -C—WQ—//]unlw—l sg(un )u?u, drvdr
0 00

o, grace a (2.7), Tp est donné par

(Besn u1n) + 252 [lur n (D557 + ¢ lu,n ()72 + §(|w0n]* v1m,v1,0)-

Pour majorer le second membre de cette derniére égalité, on utilise
d’abord que les fonctions ks(un), kj(un) et kj (urn) sont bornées dans L*°(Q)
par une constante indépendante de ¢, 0 et n. Ensuite, on applique linégalité
de Cauchy-Schwarz, les estimations (2.6) et (2.12), la propriété de conver-
gence (2.5) et enfin, on applique I'inégalité de Holder-Young relative au
triplet (4,2,4) au produit |u,|“”" (sg(un)u/?) ul,. On obtient aprés passage
a la limite en n:

2
.. dr + 73-}_1 nué( )||Lp+2 S Ca P-p- te ]OaT[v (214)
2

pt2

ot C > 0 est une constante indépendante de ¢ € 0,&1[, 6 €]0,1[.

L’inégalité de Poincaré nous permet de déduire de (2.14) les estimations
i) du lemme 2.2.

iv) On consideére l'égalité (2.8) satisfaite aussi par la solution us du
T
probléme P, 5, puis on multiplie par Z et on intégre de 0 4 ¢t € |0,7T[. 1l

vient aprés une transformation simple du premier terme et des intégrations
par parties par rapport a ¢
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t
etk ()1 s ) +2 [ ((ha(5) + halus) + ha(u ua))os )i
0

+t9, 8

¢
25//7 (ks(us))ous (T + 0)ug gdxdr
L?
0

t ¢
+E//(k5(U5) +Tk(';(u¢;)u:;)uff0dxd7'—26//T(kg(u(g)u?)gug,gdxd‘r
00

0 Q
t ¢ 5 9
2 I 19 UJ,G
+ /'r(fg,u(;’e)dv'—k 5/“——a$
0 0

dr. (2.15)
L2

On fait tendre § — 0 dans (2.15). Il vient, p.p. t € ]0, 7|

9 ¢
st/kg(UJ)u”zd:t+t19 Ous +2'y(p+1)//7'|u:;|pug2dxd7
Q L 0 Q
¢
+2a/7‘Hu I3, d7'+2c// lus|“ uf?dzdr = Ty
0
avec
¢
Ts = Q/T(f' — ho(us)us, us dT—Qw/T(Mi sg(us)ug, uy)dr
0

t

d7'+5//k5 ug)uy?drdr
0 0

t
o f 2
0
t t

—56//Tk5(u5)u5u”2d:cd7'—25//Tk (us)uPufdxdr.

0 0

Une étude analogue & celle faite sur ’égalité (2.9) permet d’obtenir &
l'aide des estimations ii) et iii) du lemme 2.2 I'inégalité

2

o t
at) +2fy(p+1)//7'|uf;|pu”2da:dr
L 00

"2
st/kg(u(;)u dz + td, 5

Q

- 325 -



Brahim Hajouj, Monique Madaune-Tort

+2a/7'||u ||L2 d7'+20// lus|” ufdzdr <

ou C > 0 est une constante indépendante de ¢ € |0,£1[ et de § € ]0, 1[.

L’estimation iv) découle ainsi de cette derniére inégalité grace a I'inégalité
de Poincaré. O

Quand 9. = ¢, les estimations données par le lemme 2.2 ne sont pas suff-
isantes pour passer & la limite en € sur les termes non linéaires de I'équation
(1). Aussi, on compléte les résultats du lemme 2.2 par ceux du:

LEMME 2.3.— Sous les hypothéses H, Hy,, Hy et Ha, il existe o €
10,e1[,C > 0 tels que V 6 €]0,1[ , Ve € ]0,¢2] ,

\/I,:“Aué”L“}(O,T; L2) + ||u5||L°°(O,T; Hé) < C,

/ s .1
15l 220,; mg) + H|u5|2 6]l 20,1y 1) s¢

Démonstration.— Soit § > 0. On construit une nouvelle suite de fonc-
tions ”réguliéres” approchant us par la méthode de Galerkin. On consideére
espace V = H§ () N H2(Q), {vn}or, la base spéciale de V' constituée des
vecteurs propres de 'opérateur —A (—Av, = mpvn, n € N*, 7, € R) et
pour tout m € N*, V;, = [{vn}ney ) On introduit le probléme approché

trouver up, € Vp, telleque: Vp=1,...,m,
Pri (€& [ks(um)un,],vp) + Yea(um,vp) + (h(umvum) vp) = (£, vp), (2.16)
Um(2,0) = Pm(z), Up(T,0) = Ym(z),

p=m p=m

otl on a choisi Y, = Y v, et Yy = Y Bpup telles que v, — ug dans
p=1 p=1

V et ¢, — u; dans HE(Q).

1l est établi dans [5] et [8] que, pour tout m € N*, le probleme P,,, admet
une solution unique u,, dans C2([0,T]; V) et que, de plus, une suite extraite
de (Um )m, notée encore (U, )m, vérifie les propriétés de convergence faible
suivantes:

Um - ’11.5 dans L*(0,T; H}(Q)) faiblex,

up, — Ua dans L*(0,T; H}(Q)) faiblex,

u” —u dans L%*Q) faible,

Aum — Aus dans L*(0,T; L?(Q)) faiblex.

(2.17)
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En outre, le procédé utilisé pour établir les estimations i), ii) et iii) du
lemme 2.2, permet de prouver qu'’il existe C' > 0 indépendant de 6, ¢ et m
tel que

Ve € ]0,e1]s llumllp=(o,r; o2y < C Ve lupllzzg) < C- (2.18)

On établit d’abord les estimations du lemme 2.3 sur les solutions Um,
puis par passage a la limite en m on en déduira celles sur us.

=m
On considére la décomposition de up, dans Vi, upm = 3. p,m (v

On multiplie 'équation (2.16) par Tpdp.m (), P =1,...,m, puis on ajoute les
m égalités obtenues. On obtient:

0

(at (ks (um)un, ], Aul,) + 9 (Aup, Aul,)

~(ha(um) + ho(um) + hs(tpn, um), Aup,) = —(f, Aup,).

On integre cette derniére égalité de 0 a t € ]0,T[. Il vient aprés deux
intégrations par parties, utilisation de la formule de Green et multiplication

par 2:
] [0
e || Aum(t) ||L2 +ﬁ' U (t +2a//<%) dxdr (2.19)
L2 xr
0 O
t L\ 2 t N2
+2v(p+ 1)//lu§n|p (%”—) d$d7'+20//|um|“’ <6g—;") dxdr
0 Q 0 O
/ 8f / Oy, O 0
_ m u 9Um um ©m
—2/ 92 Ba ——dzdr —2X\(u+1) //|um| pw —dzdr +,6“
0 0

t
2 - Ouy, Ou’
018G =200 [ [ fuml ™ sglumugy, 2o P g

t

_25//&:( [kos (um )" ]) a;‘md dr.

0
On s’intéresse & 'étude des termes du second membre de 1'égalité (2.19).
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On convient de noter C' toute constante positive indépendante de m, ¢ et 9.

A P’aide des inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, on obtient

t

t
af du; o ol \? 6 af\’
m < = —m - - (2.
2/ 92 Bn —dxdr 6//( 8x) d:z:d*r+a//<ax> dxdr.(2.20)
0 Q

0 0 Q

D’apres ’hypothése Hs, 2u < w. L'inégalité de Holder-Young appliquée

N\ % R
au produit | |y, |* Oum Oum Ou
Oz Oz
¢

donne
—2X\(u+1) //lumx“ Otim 8(;‘ dzdr (2.21)

0

¢ ¢ ¢
o (Ou\? o ol \° Oum
<c//|um| (7’9?) da:dT-}—g//(-%—) dxdr +C//< ) dxdr.
0 Q 0 Q 0

Comme w > 1 et d’apres ’hypothése Ha, 2p — 2w — pw > 0, a l'aide

de I'inégalité de Holder-Young relative a (525, , QT—QZ‘ZL—T)E’ 2) appliquée au

2w 2)

avec le triplet (7“;-, RIS

produit
et (0 | [ (2 )P [T [
Um or Uml\ "5z Oz oz
on obtient:

¢
w1 8um oul,
— <
2cw//|um| 59 (U )iy, 5z Bz —Rdxdr| <
0 Q
/ oul\ 2 Yp+1) | oul \2
w m P m
+c//|um| (—8z) d.1:d7'-}————2 //Iuml (—_&z) dzdr
0 Q 0 Q
t
a o \°
- —__m : 2.
+6//(ax)dmd7' (2.22)
0 Q

Enfin, on considére la transformation
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/ / 9 (ou,\”
m A U”m
25// 2 (& [ks(um)u m]) da:d e//k(;(um)—at <_3x ) dzdr
0 0

+2T + 4T + 215 (2.23)

ou on a posé

et on utilise 'inégalité

i

o (oul,\? Om \ 2
6//k5(um)52 (%) dzxdr > —z—:/k(;(gam) (%) dx —T5.
Q

0 Q

On déduit alors de (2.19), en utilisant les relations (2.20) & (2.23) et les
propriétés de la suite (¢,,) que

t

0 | i (3 e

0

B | Mt ()2 +ﬂ’ Ouim ?)

t
3a oul \?2
—_ —_m <
+2//(8:c) dzxdr <
0 0

Il résulte de la définition de T}, la majoration

2
-_— dT-—2T1—3T2—2T3. (2.24)
2

/
! 2T1 aum -au—m dr.
oz

[t s
OQ

L2

Or HY(Q) — L*(Q), um € C([0,T]; HL(Q) N HQ(Q)) et d’apres (2.18) u
est uniformément borné dans L>(0,T; L*(2)), d’ol1, comme ¢ < 1,

t
27| < /'

2
!
ou,,

oz

d +C’/”\/_Aum|]L2 dr. (2.25)
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11 résulte de la définition de 75, la majoration

2
, (Oul \*
tm ( oz

et a I’aide de I'inégalité de Holder-Young relative a (p, ;f—l) on obtient

1372 < Ce (/t/IUMP(agi"Ydde—%j/(%)2&1&).
0 Q 0 Q

On pose selon que Y. = ¢ ou ¥, =9,

_ L i (2letD) @ (1 (v(p+]) @
sg—cmm< 5% ou €9 = min Cmm TG , 9] (2.26)

p—1

!
O dzdr

oz

t
|3T2] < Ce
0 Q

C étant la constante figurant dans I'inégalité précédente.

Pour ¢ < g9, il vient

t ; 2 t , 2
sy < 2D [ [ (Pm ) g 4 @ %n \" dpdr. (2.27)
2 m Oz 6 Or
0 Q 0 0

La définition de Tj et la propriété um, € C([0,T); H}(Q) N H*(Q)) en-
trainent grace & l'inclusion H!(Q) — L®(Q):
oul,
0

213 < c/ Va2 Ve | G2 |

C’/H\/_u 12, ||fAum||L2dT+ //( ) drdr.  (2.28)

Enfin, comme 8 peut étre nul, on utilise la relation

2
Oum

¢
{ax

<C+1t2 f I (851, ) dxdr. (2.29)

L2

On déduit alors de (2.24) grace aux relations (2.25) a (2.29)

//(f’“ ) dudr
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r N\ 2 ¢ o\ 2
vp+1) //|u;n|” (%ﬂ) d:vdTgC—i—Ct?//(Q(%"—l) dadr
0 Q

0

w0 [ (14 IvelEs) [Vt

0

Soit t, = v/a/ (2C) . Il résulte alors de 'estimation (2.18) et du lemme
de Gronwall que

AV 195 ”Aum”LOO(O,tO;LQ) + HUmHLm(O,tO;Hé) < C,

£
”u;TLHLZ(O,tO;Hé) + + “l’u,;nl 2 u;n

<
L2(0,t0; HY)

En répétant la démonstration précédente sur les intervalles [pt,, (p + 1) to)],
p € N*, on étend les estimations obtenues ci-dessus & Uintervalle [0, T], puis
par passage & la limite inférieure sur m, il vient grace aux propriétés de
convergence (2.17) et aux résultats classiques de compacité (cf. § 2.1.2)
I’estimation

Ve ||AU6||Loo(o,T; )+ ”Ué||Loc(o,T; HY) <G,

£
45 o o7, gy + || o1

<
L2(0,T; HY)

Ceci achéve la preuve du lemme 2.3. |

2.1.2 Passage a la limite en ¢

Convergence faible.— On déduit des estimations a priori i) et i.) du
lemme 2.2 que, pour tout € € ]0,&1[, il existe une suite extraite de (us)s>0
notée encore (us)s>o et une fonction v, telles que:

w — us dans L*(0,T; H&(Q)) faiblex,
u(S —ul dans L*(0,T; H}(R)) faiblex, (2.30)
uf = u” dans L?*(Q) faible.

Condition initiale satisfaite par u..— Pour tout espace de Hilbert X,
I'espace {v;v € L*(0,T; X), v' € L*(0,T; X)} muni de la norme du graphe
est inclus dans l'espace C(|0,7T]; X) et l’application injection est continue.
11 découle ainsi de (2.30) que:
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vt € [0,T), us(t) = uc(t) dans H(Q) faible,
Vt € [0,T], uj(t) = ul(t) dans L*(Q) faible,

d’ou les égalités:
p.p. € Q, uc(z,0) = up(z) et ul(z,0) =ui(z).

Convergence forte. — L’injection de {v;v € L*(0,T; H}()), v' € L*(Q)}
doté de la norme du graphe dans L?(0,T;C(Q)) est compacte (cf. J.L. Li-
ons [9], chap.1, § 5). On déduit donc des résultats (2.30) les propriétés de
convergence forte:

Wy —u. dans L2(0,T: C(Q)). (2:31)

{ us — ue dans L2(0,T; C(Q)),

En observant que les fonctions k, k', h; ho et hg sont de classe ct

donc lipschitziennes sur tout borné de R d’une part et en extrayant d’autre

part une nouvelle sous suite notée encore (us)s, en utilisant la continuité

des fonctions k, k', hy ho et hs et le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue, il vient: pour tout g € [1, 0],

us — Ue , ha(us) — ha(ue) dans L2(0,T; C(Q)) et dans LU(Q),

us — ul , hy(uf) — ha(ul) dans L2(0,T; C()) et dans LU(Q),
hs(uf, us) — ha(ul,ue) dans L2(0,T; C(Q2)) et dans L4(Q), (2.32)
ks(us) — k(uc) dans L2(0,T; C(Q)) et dans LI(Q),

kj(us) — K'(ue) dans L2(0,T; C(%2)) et dans LY(Q).

De plus, il résulte de 1'égalité 2 (ks(us)us) = ks(us)uy + k(';(uts)uf;2 et

ot
des estimations i) et i;) du lemme 2.2 que g [ks(us)uj) est bornée dans
L*®(0,T; L?()) indépendamment de § € ]0,1[. En outre, la propriété

(2.32) et la relation (5{ (ks(us)us), @) = —(kg(u(;)ug,%t(-e), vérifiée pour
tout ¢ € D(Q), entrainent la convergence de (7% [ks(us)us] dans D'(Q) vers
g—t [k(ue)ur] et par conséquent:

0

P [ks(us)uj) = —aa—t [k(ue)ul] dans L®(0,T; L2(Q2)) faiblex. (2.33)
A Taide des propriétés (2.30) et (2.33), on peut passer a la limite en

§ dans I’équation (2.1) du probleme P 5. On déduit alors que u. est une

solution de P.. De plus, I’équation (1) entraine gréce a la régularité sur u., k

et f, la propriété: u. € L>®(0,T; H%(Q)). Enfin, il résulte de (2.30), (2.32)
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et de I'estimation i) du lemme 2.2 que /k(uc)u? € L=(0,T; L2(Q)) et
k(us)uf — /k(ue)u” dans L°(0,T; L2(2)) faiblex. (2.34)
Nous venons de montrer que u, est une solution du probléme P, vérifiant

(2.0).

2.2. Unicité de la solution du probléme P.

Soient u. et w, deux solutions du probléme P, vérifiant (2.0) . On choisit
v = w, —u, (resp. v = u, — w.) dans égalité (1) satisfaite par u. (resp.
we). On ajoute les deux égalités obtenues. On pose s = u. — w, . Il vient:

el ()] — g (el )+ 02, 258 1 () — ), 52)

+(ho(ue) — ho(we), s;) + (ha(ug, ue) — ha(wl, we), s) = 0.
On integre cette égalité de 0 a t. On obtient aprés une transformation

du premier terme, deux intégrations par parties par rapport a t et grace &
la monotonie de 'application z — |z|’

9 t
o [hudsdoro.| S| 20 [l dr + Bl (2.35)
Q L2 0
t t
s [[(uel” ststhdr < =2 [[(fuel” ~ )l o)
0 0

—QA/(quI“ ue — |we |* we, s E)dT—FE//k’,(UE s2dxdr

-2 ([k(US) - k(we)] w;/’ sé)dT -2 (k,(us)u? - k/(ws) ;2v S )d
/ /

Dans toute la preuve, on convient de noter C toute constante positive.
On observe que &' (ue)uZ —k'(we)w? = k' (ue) (u? — w2)+(K (ue) — k' (w,))
w?. Par ailleurs, linclusion algébrique et topologique HE () C C(%) en-
traine que u. et u, (resp. we et w.) sont dans L°°(Q). Il résulte alors du
théoréme de la valeur moyenne les inégalités:
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||u€|“u€ |we|uw5| Clsel ;5 ||u6|w_|w61wi < C 5] (car w > 1) ;
[k(ue) — k(we)| < Clse| |k'( ) — K'(we)] < Clsel;
|lc'(u5)u'62 — k’(ws)w?[ < C’ |k (ue)st| + C|se] -

Par conséquent:

t

¢
~20/((|u5[“’ — |we|“) wl, sL)dr — 2)\/(|'u€|“u6 — |we|* we, sL)dr|  (2.36)
0 0

t t
+ 5//k' ue)ulsdxdr — 25/(k’(u5) — k' (we)w??, s.)dr
0 0

t : ;
< e [ [ W saar + % [1tiedr+0 [ lselfzar
0 Q 0 0

et

—2¢ [ ([k(ue) — k(we)] w?, st)dr (2.37)
Jo

t ¢
ds. ||
<C’/’ 83 “wgniz dr+%/l|s'€|]ig dr.
Z || 12 J
0

Comme k’(u¢) est borné sur @, on déduit de (2.35), (2.36) et (2.37),
I'inégalité

855

E/k(ue)s’fdx—Fﬂ .
Q

/ 15212 dr + B se 12 (2.38)

w232 dr.

t t
< Ce / 5|2 dr + C / lse2
0 0

t t
Comme /||s€||2Lz dr < t2/”3;“ig dr, on introduit T, = 3,/ et on
0 0

«
pose €3 = c ou C est la constante positive figurant dans ’inégalité (2.38).

Alors, pour tout € < €3 et pour tout t < T, il résulte de (2.38) grice & la
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propriété w” € L?(Q) et au lemme de Gronwall que s = u. — we = 0 sur
Q x ]0,T,[. Il vient ensuite par récurrence que u. — w, = 0 sur Q. On peut
donc énoncer le théoréme 2.1 ol &9 = min (&1,£9,£3) €1 ayant été déterminé
au lemme 2.2 en (2.10) et £ étant défini au lemme 2.3 par (2.26). O

3. Comportement de la solution u. quand ¢ — 04

On suppose dans ce paragraphe que les conditions H, Hy, H; ou Hy
sont satisfaites et que de plus, lorsque Y. = ¢, les hypothéses Hj et Hs sont
vérifiées.

3.1. Premiers résultats de convergence

On déduit des lemmes 2.2 et 2.3 et des propriétés (2.30), (2.32) et (2.34)
les estimations a priori suivantes sur u. :

COROLLAIRE 3.1.— Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout
e dans ]0,&9],

i) Huellm(o,nm) + ”u;”Lz(O,T; H}Y) + ”u;”Lw(o,T; Le+2) <C,

” /
VRGT | 1,0y VAV Il mtarmy
FVE I lagq) + VE |l u], <

GONG Hvt k(ue) uf Loz Ve [VEUL|| oo 0 11z
Vel + [ VBt

ii)e‘

k]

<C
L*(Q)

De plus, sous les conditions Hy et Ho,
. 2
0)VT At | e o 7, 1) + | 1 0

L2(0,T; HY)

En outre, il résulte de I’égalité: 5-—?— (k(ue)ul] = € k(ue)ul + e k' (ue)ul?

et des estimations i) et ii) du corollaire 3.1, Pestimation:

< Cv/e, C > 0 indépendante de ¢ € ]0,&;[. (3.1)
L2(Q)

o (el

Gréce au corollaire 3.1, on peut extraire une suite de (uc)c>¢ notée
encore (Ue)e>o et définir une fonction u telles que:

ue = u dans L>(0,T; H}(Q)) faiblex,
ul — u' dans L?(0,T; H}(2)) faible et L°(0, T; LP*2(Q)) faiblex, (3.2)
tu? — tu” dans L%*(Q) faible,
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avec de plus si J. = ¥,

tu! — tu’ dans L>(0,T; H}(Q)) faible . (3.3)

Les propriétés de convergence faible (3.2) et (3.3) entrainent, grace aux
résultats de compacité classiques et au théoréme de convergence dominée
de Lebesgue, qu’une nouvelle suite extraite encore notée (ug)e>o vérifie les
propriétés de convergence forte suivantes, ¢ € [1, 00],

sid, =9:

ue — u dans L*(0,T; C(Q)) et dans LI(Q),

ho(ue) — ho(u) dans L*(0,T; C(Q)) et dans LI(Q),

tul — tu’ dans L2(0,T; C(—)) et dans LI(Q), (3.4)
t”+1h1( "y — tPthy (') dans LY(Q),

tha(ul,u;) — ths(v/',u) dans L(Q),

et si 9. = &, puisque les conditions H}, et Hs sont supposées vraies, en
s . . £ ; . .
utilisant les estimations sur |ul|? u. données par le corollaire 3.1 iii) et iv) :

Ue — u, ho(ue) — ho(u) dans L*(0,T;C(Q)) et dans LI(Q),
2

tu. — tu’ dans L?(0,T;C(Q0)), thi(u.) — thi(u') dans L% (Q), (

€

tha(ul,uec) — tha(v',u) dans L*(Q),
tlul|ful > tj/|2 W dans L2(0,T; C(Q)).

3.5)

Les résultats (3.1), (3.2), (3.4) ou (3.5) permettent de faire tendre ¢ vers
0, dans Dégalité (1) et la propriété (3.2) entraine pour, tout t € [0,T], la
convergence dans L?() faible de u. (t) vers u (t).
Si ¥, =9 > 0, la limite u est une solution du probleme Py défini par:

u e L®(0,T; HY(Q)), v’ € L2(0,T; H}(Q)),
Vv € H§(Q), p.p- t €10, T,
P Ou Ov —) + (h1(«') + ha(u) + ha(v/, u),v) = (f,v), (3.6)

19(81: oz
u(z,0) = ug(x), p-p- T € €,

et si 9. = ¢, la fonction limite u est une solution du probléme Py défini par:
ue L®(0,T; HY(®), v’ € L*(0,T; HY(9),
Yo € H(Q), p-p- t €10, T,

(hl (’U,I) + h2(u) + h3(ulv u)a ’U) = (fa ’U), (37)
u(z,0) = uo(x), p.p- ¢ € Q.

&)

11 reste & montrer que le probleéme Py (resp. Py) admet une solution
unique.

- 336 -



Perturbations singuliéres pour une équation hyperbolique dégénérée
3.2. Unicité de la solution du probléme Py, ¥ >0

LEMME 3.2.— Quand ¥ > 0 (resp. 9 = 0 et 8 # 0) le probléme Py
admet une et une seule solution.

Démonstration. — Soient u et w deux solutions du probleme Py, ¥ > 0.
On pose s = u — w et on choisit v = u’ — w’ dans les égalités (3.6) (resp.
(3.7)) vérifiées par u et w lorsque ¥ > 0 (resp. ¥ = 0). On obtient:

2

ds(t) +204/||3,(T)”i"‘ dr + B|s (t)]13
L2 2

ox

’

t t
< —2/\/(Iu|"u — |w|* w, §")dr — 2c/((|ufw — |w|*)w’, s")dr.
0 0

On utilise comme au § 2.2 le théoréine de la valeur moyenne, I'inclusion
algébrique et topologique H}(2) C C(Q) et I'inégalité de Young. Il vient:

0s(t)
oz

’

9 t
4 a/ Is' (7)1 22 dr + Blls ()12
L2 0

<C / Is (7)1 7= d7 + Ce / [ ()17 lls(r)32 .
0 0

Puisque ou bien ¥ > 0 ou bien 8 > 0, le lemme de Gronwall permet de
conclure que s = 0 sur Q. En conséquence u = w.

3.3. Propriétés de convergence et estimations de u. — u

Nous pouvons maintenant énoncer & partir des propriétés (3.2), (3.3),
(3.4), (3.5) et du lemme 3.2 le

THEOREME 3.3. — La suite (u.).q des solutions des problémes ( Pe)cso
converge, quand € — 04, dans L>(0,T; H}(Q)) faible* versla solutionu du
probléme noté Py si 9. =9 > 0 et Py si ¥, = ¢.

(te)e>o0 converge vers u dans L2(0,T; C(Q)) et dans L4(Q) pour tout q dans
[1,00].

(ug)e>o convergevers o dans L*(0,T; H3(Q)) faible et L>°(0, T; LP+2(K2))
faiblex et (tu])e>o converge vers tu” dans L%(Q) faible.
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(tul)eso converge vers tu’ dans L?(0,T; C(Q)) et de plus,si 9. = ¥, dans
L9(Q) pourtout q € [1,00].

PROPRIETE 3.4. — La solution u du probléme Py, ¥ > 0 vérifie

Viu" e L2(Q).
Démonstration. — Pour chaque 7 € ]0,T], on note par @, le pavé ou-
vert 0 x |7, T[. Il résulte du corollaire 3.1 que H\/Z‘u”HLz(Q <C,ouC

est évidemment indépendante de 7. On dedult alors de (3. 2) que (ul)e>0
converge faiblement dans L2(Q,) vers u” et par conséquent u” satlsfalt
I'inégalité H\/fu”HLZ(Q ) < C. Tl en résulte que Viu' € L3(Q).

On pose p=p+ 2.

THEOREME 3.5. — Si ¥, = ¥ est indépendant de ¢,

1

(0) llue = ull poo (0,7, 113y + 1 = ¥'ll 2@ < OV, (#) [[ue — 'l o) < Ce7,

L1
(”Z) ”A Ue — ) Q) CEP 51-1- 7= 1, 1
. 2 1 1

() [|£¥ (ut “LZ(O,T; HY) S Ce?, (v) ‘ t3(ug — ') Lo (0.Ts L) < Ce?”
ot C >0 est une constante indépendante de € € 0, &o].
Si ¥ = ¢,

) 1
(vi) ue = tllpoe(ori12) SCVE (vit)  lug = Wl (q) < Ce?

ot C >0 est une constante indépendante de € € 0, &o].
Démonstration.

(i) et (ii)- On considere les équations (1) et (3.6) dans lesquelles on choisit
respectivement v = u. —u’. Par soustraction de ces deux égalités, en posant
We = Ue — U, ON obtient:

O we 8w6

oz’

V(—=— ) + (ha(ul) — hi(u), wl) + Blwe, wl) + c(lue“ wi,wl)  (3.8)

= —5(% [(ue)ul]  wl) = Alfuel* we =l u, wg) — e((Juel” = [ul*)u’, we).

On intégre (3.8) de 0 & t. On majore le second membre a l'aide de
P’estimation (3.1), la majoration uniforme de u dans L*(Q), le théoréme
de la valeur moyenne, la propriété u’ appartient & L2(0,T; H§(R)) et enfin
'inégalité de Young. Au premier membre, on utilise la minoration suivante
(cf. J.L. Lions [10}):

(jul]? ul—|u'|? v )l > o jwl]?, o >0, p.p. (z,t) € Q. (3.9)
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Il vient,
9 || Bwe (2) |2 t / 3
We
v toy / L2, dr +a / el 2 7 + 2 e ()12
2 oz L2 2
0 1]

N

t t
«
Ce+C [ [t 1wy lwdedr+ 5 [ utiear
0 0

Les estimations i ) et ii ) du théoréme 3.5 proviennent alors du lemme
de Gronwall.

(iii) On déduit des équations (1) et (3.6) que:
9 Al — ) = e [k(uehul] +haul) = () + ha(ue) —ha(w)  (3.10)

+ha(ul, ue) — ha(u', u).

Il suffit alors d’estimer la norme dans L? (Q) de chacun des termes du
second membre de (3.10). On utilise d’abord l’estimation (3.1).

Puis, on observe que

st = 11| gy < €l = oy - (3.11)

En effet (3.11) résulte de la relation:
el uf — [P’ < (p41) (Jutl” + [W/f°) [l — /| pp. (2,1) € Q,  (3.12)
de I'inégalité de Holder avec g = 5 et de P’estimation i) du corollaire 3.1.

On conclut ensuite & 1'aide du théoréme de la valeur moyenne, des esti-
mations i) et ii) du théoréme 3.5 et de I’estimation i) du corollaire 3.1.

(iv) et (v): On utilise une méthode de quotient différentiel. On considére
un réel 0, 0 < § < T, ’équation (1) satisfaite par u. aux instants 7 et 7 +

i (u(r) - /()

On soustrait les deux égalités obtenues. Il vient en utilisant la notation we
introduite dans la preuve du lemme 2.2,p.p. 7 €]0,T — 6],
0

7‘36((5 [k(ue)uclo, ug — ') + 750a(ue o, ul —u') + 7% ((ha (ul))o, ul — ')

avec 7 € ]0,T — [ ou I'on a choisi la fonction-test v =

+75((ha(ue) + ha(ul, ue))g, ul — ') = 75 (fo, ul — u').
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On procéde de maniére analogue avec 1’équation (3.6). Il vient:
89a(ug, vl — ') + T ((h1(u) + ha(u) + ha(vw/,u))e, ul — u')
= T%(fg, u’s—ul)v p-p.-T € ]Oa T - 0[ .

Maintenant, on soustrait ces deux derniéres égalités, puis on intégre de
04ate]0,T—0[. Comme p > 4, il vient:

t

A Dy [ (o= (a0 )o, —uir

0

t
3(u5 9 ug) O(ul —u')
9| T4
0/

¢
/Tg'_l(k(us)u'gﬁe,u'a —u')dr

— —et¥ (k(uchul g, — o) + ¢

>3

+e Tg(k(ua)ugyg, W —u")dr —e | TE((K (ue)ul)e wl (7 4 8) ,ul — u')dT
/ /
o B R (o S A
0 0
— [ A (@halu wo — (a0 =i
0

On fait tendre 6 vers 0,. Dans 1'’équation limite obtenue on fait deux
intégrations par parties par rapport & ¢ puis on pose we = u. — u. 1l vient:

19/7"41

t t
= —eth (kueutlut) 2 [P0 (et u)dr+ 55 [ 75 ) dr
0 0

E

dr+wt4(lu Pup— o) + St ke (3.13)

t
+/ [ngg'l(k(us)u’s’,wg) + sfg(k(ue)u’s’,w;’) — 5T§(k”(us)u’s3,w;)] dr
0
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t i
- / (ke ol = (' wtr — [ 8 (oo ) = oo ) wl
0

t
+’y§ T8l ul — o) o, wl)dr +7/T%(|u;|p ul — ||, w!)dr.
0

o\“

Soit ¢ € ]0,e9[. C désigne toute constante positive indépendante de .
Comme k(uc), k'(uc), k”(ue) et v/tul sont uniformément bornées dans
L>(Q) , comme vt u" est élément de LQ(Q) grace a la propriété 3.4, comme
Vtw! est bornée dans L*(Q), p > 4, il vient & I'aide de 'inégalité de Cauchy-
Schwarz des estimations i), ii) et iii) du corollaire 3.1, de D'estimation (i)
du théoréme 3.5 sur w:

/ g kel wl) + erf (el wl) — er 8 (K (ue)ul®, )| dr
0

t

t
+ —2€/T§(k’(u5)u’u" wL)dT + §§/T§‘l ”’U)é”iz dr| < Ce
0 0

et
2 "o Q.p 7112
‘8t4 (k(us)uevws” < Ce+ §t4 ”we“L2 :

En outre, on utilise 'inégalité de Holder avec p et p’ et la propriété (3. 11)
puis la propriété (3.12), vt u. est bornée dans L°°((QQ) indépendamment de
e, Vtu' € L®(Q), vt w! est bornée dans L?(Q) indépendamment de ¢,
Pinégalité de Holder—Young relative au triplet (i‘opﬁ, p+2,2), Iestimation
i) du corollaire 3.1, estimation (ii) du théoréme 3.5. On obtient:

¢ t
Wg/rﬁ‘l(fuglpu's - |u'lpu’,w;)d7'+’y/r§(|u2|pu; — /)P wl)dr
0 0
< Cg%
Enfin, grice a I'estimation (i) du théoréme 3.5, comme+/tu/ est bornée
dans LQ(Q) et vtu” est élément de L?(Q), il vient:

[ 78 et = mon wl) + 8 (sl )Y = (i) )]
0

< CVE.
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On déduit de (3.13) grace aux quatre derniéres inégalités, la propriété:

t
19/7'ﬁz
0

Pour obtenir les estimations (iv) et (v), on utilise la minoration (3.9) et
I'inégalité de Poincaré.

awl)|?
(;1;) dr + i (Wl ul — o'’ ', wl) < Cle + VE+e7).

L2

(vi) et (vii) — On considére les équations (1) et (3.7) puis on reprend
le procédé utilisé pour établir les estimations (i) et (ii) de ce théoreme; on
obtient alors I’analogue de (3.8):

(ha(ut) — ha(u'), wl) + Blwe, wg) + c(|ue|” wi, wy) = e(Aue, w) (3.14)

—e (57 hlue)ue] wp) = Mluel* ve = Jul* u, wp) = e((Juel” = ul*)w', wp).

On intégre (3.14) de 0 & t. On utilise 'estimation (3.1), I'estimation iv)
du corollaire 3.1, Iinégalité de Young, les propriétés u. est bornée dans
L°(Q), u’ appartient & L2(0,T; H{}(£2)), le théoréme de la valeur moyenne
et la minoration (3.9). On obtient, comme 3 # 0, les estimations (vi) et
(vii). O

4. Quelques remarques

REMARQUE 4.1.— Tous les résultats donnés dans cet article restent
valables lorsque la fonction k dépend du triplet (x,t,u) si on ajoute dans
I’hypothése Hy (resp. Hp) les conditions suivantes sur les dérivées k; , k; de
k, par rapport a t et a x:

Si k vérifie H, on ajoute |kj(z,t,v)| < C1 vft.
Si k vérifie Hy on ajoute ki(z,t,v) , ki(x,t,v) sont bornées sur Q x R.

REMARQUE 4.2.— On donne ici des exemples de choix des données
ug, u1, f de sorte que ’hypothése Hq(3) soit satisfaite dans les deux cas
selon que k vérifie 'hypothése Hy ou Hy,.

Pour tout réel z, on désigne par E(z) la partie entiére de x.

Si k vérifie ’hypothese H, et si 9. = 9, on va établir que la condition
Hj
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uo s’annule en un nombre fini de points ¢; (a =¢1 < ... < ¢, = b)
d’ordre de multiplicité m;,

au voisinage de chaque c;, ®. est de classe C4*t1 ou ¢, = E (z2),
34+ est bornée indépendamment de ¢ € 10, 1],

2 )
O(ci)=...= ! )(c,) =0,i=1,..,p,
est suffisante pour que H; (3) soit vérifide.
Soit n > 0 tel que n < min{=+—=; { =1,...,p — 1}. On pose

Iy= U leit+ncip = (4.1)

1<i<p—1
et on note par ® la fonction appartenant & L?(Q) définie par:

® = |k’ (uo)| uf+max(1,9) | Aug| +|f(z,0) — h(u1, ug)]. (4.2)

2
€

k(uo)
appartenant & L'(€), indépendamment de ¢.

On va montrer que la fonction ¥ = est bornée par une fonction

D’abord, on remarque grace a la minoration Cy |v|lZ < k(v) donnée par
I'hypothese H, que ¥ est bornée sur I,, par la fonction

— ; 2
T (:gg Ce |u0(:c)|€)(q)($)) :

De plus, au voisinage de chaque point ¢;, on considére la relation:

(Be(2))? _ 1 (|:c—cz-l"“)f{( %e(2) ]2_

k(uo) |u0(x)| T — ci)(mil)\Z

— 4.3

k(uo) = C(] ( )
Le second membre de (4.3) admet une limite quand z — ¢; et ceci grace

a la condition H3 et & la formule de Taylor-Lagrange qui permet d’écrire:

(x —c;)bt!

®e(z) = G+ 1)1

®&FV (0 + (1 — fci), 0< 0 < 1.

La fonction ¥ est bornée au voisinage de chaque point ¢; indépendamment
de e.

On va maintenant donner des choix de fonctions ug, u; et f vérifiant
I'hypothese Hj. Lorsque, par exemple, ug s’annule uniquement aux extrémités
a et b avec m; = my = 1, on peut choisir u; € H}(R2) tel que Supp(u) C I,,
puis f tel que f(x,0) = 0 aux voisinages de a et b. Alors dans ce cas ®, est
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réduit aux voisinages de a et b & ®. = YAug — ha(up). Les deux équations
différentielles:

y:la,a+n —R, z:[b—mn,b] = R,
(Ea)§ Uy" —ha(y) =0, (Ep) ¢ 92" — ho(z) =0,
y(a) =0; y'(a) = y1; y1 #0, 2(b) = 0; 2/(b) = 21; 21 # 0,

admettent des solutions qui ne s’annulent pas en dehors de a ou b et sont de
signe strictement positif (resp. négatif) si y; > 0 et z; < 0 (resp. si y1 <0
et z; > 0).

On pourra donc choisir ug solution de (E,) sur [a, a + 7}, de (Ep) sur
[b—m, b] et ug continue sur [a+mn, b—1n] de sorte que ug € H? () et
ug(z) > 0 sur Ja,b[. De méme, on pourra alors choisir ug solution de (E,)
sur [a, a + 7}, solution de (E}) sur [b — 1, b] et ug continue sur [a + 7, b — 7]
de sorte que ug € H2(Q) et up(z) < 0 sur Ja,b[. L’hypothése Hs est alors
vérifiée.

Si k vérifie I’hypothese Hy, et si 9. = ¢, on pose I = {z € R; k(z) =0},
I*=INRY et I- =INR".
Si0 ¢ Adh(I'), il existe alors, r > 0, telle que |0,7] N I* = . Dans ce cas,
on peut choisir ug telle que uo(Q2) C [0,7], qui entraine en particulier que
k(ug(z)) # 0 si up(z) # 0.

On suppose alors qu’il existe £ > 1 tel que L = lim (7) # 0 et tel que

z—0

I’hypothése Hj soit vérifiée.

2
€

k(uo)

La fonction ¥ =

est bornée sur I,, par la fonction

)(®(x))?

( 1
T — (sup ————
IGE k(U/O)

ott I, et ® sont définis par (4.1) et (4.2). Par ailleurs, au voisinage de chaque
point c;,

(3.@) _ (@) [@-c)™] [ o ]’
k(ug) — k(uo) [ uo(x) ] [(m_ci)(mie)\z}- (4.4)

Le second membre de (4.4) admet une limite supérieure finie quand
x — ¢;, grace A la formule de Taylor-Lagrange, & 'hypothese Hs et au fait
que L # 0. On conclut alors que ®. est bornée au voisinage de chaque point
¢; indépendamment de €.
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On prouve un résultat analogue si 0 ¢ Adh(I™). Si 0 € Adh(IT) N

Adh(I™), on choisit ug = u; = f(z,0) = 0.

2l
3]
(4]
(5]
(6]
(7
(8]
(9]

(10]
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