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Espaces de Sobolev et équations hyperboliques
sur des variétés riemanniennes )

FraNGois WaMoN (V)

RESUME. — On étudie quelques espaces de Sobolev sur des variétés rie-
manniennes et on démontre des inégalités de Sobolev pour les fonctions et
les champs de tenseurs dans ces espaces. On démontre ensuite, pour des
variétés riemanniennes de la forme V = R x S, des théorémes d’existence
et d’unicité de solutions du probleme de Cauchy pour les équations hyper-
boliques linéaires et pour les équations quasi-linéaires d’ordre quelconque
n = 2.

ABSTRACT. — We study some Sobolev spaces on riemannian manifolds
and we prove some Sobolev inequalities for functions and tensor fields
on these spaces. We next prove, for riemannian manifolds of the form
V =R x S, existence and uniqueness theorems for the Cauchy’s problem
for linear and quasi-linear hyperbolic equations of any order n > 2.

0. Introduction

Ce travail a pour but ’étude du probleme de Cauchy pour les équations
hyperboliques linéaires et quasi-linéaires d’ordre quelconque sur des variétés
riemanniennes.

L’étude des équations hyperboliques d’ordre quelconque dans les espaces
euclidiens a fait I’objet de plusieurs travaux dont ceux de P.A. Dionue [3].
Ce sont ces travaux que nous généralisons ici sur des variétés ricimanni-
ennes. F. Cagnac et Y. Choquet Bruhat ont étudié dans [9] les équations
hyperboliques d’ordre deux sur des variétés hyperboliques. Nous cherchons

(*) Regu le 15 décembre 1999, accepté le 14 juin 2001
(1) Université de Yaoundé I, Faculté des Sciences, Département de Mathématiques,
B.P. 812, Yaoundé (Cameroun).
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a obtenir, pour des équations d’ordre quelconque sur des variétés rieman-
niennes, des résultats d’une précision comparable & ceux obtenus dans [3]
pour les espaces euclidiens et dans [9] pour les équations d’ordre deux sur
des variétés.

Le cadre géométrique de ce travail est une variété riemannienne C* de
dimension n, de métrique g C*°, de la forme V = R x S, ol1 S est une variété
de dimension n — 1. Les variétés S; = {t} X S seront munies de la métrique
g induite par g sur S; et S sera munie de la métrique .

o

Une équation linéaire d’ordre m + 1 sur V se met sous la forme

> ax.VFu = v ol les aj sont des champs de tenseurs d’ordre k sur
k<m+1
V', v une fonction donnée sur V et u la fonction inconnue. Les espaces fonc-

tionnels utilisés dans I’étude d’une telle équation sont les espaces de Sobolev
WPE et VI qui sont les complétés des espaces de champs de tenseurs C®
sur V (d’ordre fixé) pour les normes respectives :

i A\
=0

A ces normes sont associées les quasi-normes:

m
> Iviz|
=0

1Zllwz, = et | Zlvy = 1Z]l~ +

Lr

i \
=1

Lp

1Zllwz,(s..v) =

LP(S:)

i |Véz|

=1

et || Z]

ves.v) = 1ZllL=(s,) +

Lr(S;)

On démontre des inégalités de Sobolev pour les champs de tenseurs
dans les espaces W}, et VP, pour les normes et les quasi-normes. Il s’agit
d’une généralisation des inégalités de Sobolev démontrées dans [2] pour les
fonctions dans les espaces WP,.

Pour les équations quasi-linéaires ar(z,u, Vu,...V™u).VFky =
q q
k<m+1
b(x,u,Vu,...V™u), les espaces fonctionnels utilisés sont des espaces de

Sobolev WE> et V> qui sont définis de la maniére suivante :

Soit Ty (V) I'espace des tenseurs covariants d’ordre k sur V et T2(V)
I'espace des tenseurs mixtes, a fois covariant, b fois contravariant sur V,
un ouvert de E = R xy T (V) Xy ... Xy T, (V) et 7 une application C* de
Q dans T2(V). L'étude des dérivées covariantes successives de I'application
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T — 7(x, Zo(x), . . . Zm(x)) conduit & définir des applications DiDZZZ ... Dé’jﬂ T
de Q dans T;ifﬁ%”“""ses (V). On note WE:>°(Q) (resp. V,2:>°(2)) le complété
de Pespace des applications 7, C* de Q dans T°(V) pour la norme

m

I8 O
||THW,I:°0(Q) = Z = Slzlp)en IDﬁDZO ...DZmT(m,ZO,...,Zm”
= o

(resp. ||Tllvz=) = [IT(z; Zo, - - -, Zs)||L=

m

+>.  sup |DiD% ...DFT(x,Z0s- s Zm)l|| )
y (Zo,..., Zm)EQ
=1 oy p . l=i Lp

ou Q, = QN ({z} x E;), E, étant la fibre de E au-dessus du point z.

On démontre des inégalités de Sobolev pour ces espaces et un théoreme
de substitution, fondamental dans I’étude du probleme quasi-linéaire, o1 I’'on
détermine des conditions pour que, étant donnée une application
T € WP(Q), en substituant Z;(z) & Z; dans 7(z, Zo, ... Zm), on obtient
une application appartenant a W2.

Le probléme linéaire considéré ici s’écrit :

au = Z ar.VFu = v sur Vp =] — T, T[xS
(1) k<m+1
u= woaatu =P1,.-- aat(m)u = @m Sur SO

oll Gmy1 € VNVIm et a;, € Wik pour k < m, avec 2 < ¢o < ... <
gm+1 S +00.

On généralise les inégalités démontrées pour les espaces euclidiens par
Dionne dans [3] & des opérateurs hyperboliques a sur V sous des hypotheses
convenables sur a, les variétés S; et V. On montre ensuite que, sous ces hy-
potheses, siv € Wg et si les données de Cauchy (o, ..., ¢m) sont prises dans
des espaces convenables K, (S,), alors, toute solution u € W72 +ur1(VT)
de (1) vérifie I'inégalité :

() ullw

m+u(st’v)

¢
<C [/0 ”v”wﬁ(S,.V)dT + ||U”wi_l(so,v) + 11(Pos - - -+ @m) ks (S0)

On utilise alors (2) et le théoréme d’existence C*° de J. Leray pour
montrer que (1) possede une solution et une seule u € W2 +u(Vr) et que

cette solution vérifie (2).
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Pour I’étude du probléme quasi-linéaire

au= 3 ap(z,u,Vu,...,V™).V*¥u = b(z,u, Vu,..., V™u)
k<m+1
®3) sur Vp =] — T, T[x S

a(m)

U= P, 01U = Q1,...,0; U= @psur S,

ol amt1 € VX NV2®, g € W2 pour k <metbe W3’°°, on utilise
comme dans (3] la méthode des approximations successives, & partir du
probléme de Cauchy linéaire. Cette méthode permet de montrer 1’existence
d’un réel T, > 0, et d’une solution u € W2, ,(Vr. ). On peut alors utiliser
la méthode qui consiste & reposer le probléme en faisant porter les données
de Cauchy par les hypersurfaces S_7_ . et St.__. et continuer ainsi pour
montrer ’existence d’une solution globale v € W2 m+u(VT) & condition que
le réel T, qui dépend de la norme de la solution, ne décroisse pas trop vite.

1. Espaces de Sobolev sur V

1.1. Définitions - Hypothéses - Notations

Soit V' une variété riemannienne C* de dimension n, de métrique g C°.
On note V la dérivation covariante dans V.

Pour s € N, on désigne par T5(V) (resp. T%(V)) I'espace des tenseurs sur
V, s fois covariant (resp. contravariant) et pour a,b € N, T2(V) est I'espace
des tenseurs mixtes, a fois covariant. b fois contravariant. Un élément de
T?(V) sera appelé un (b,a)-tenseur.

Soit Zy € Ti(V) (resp. Z¥ € T*(V)) ; on note Zy; (resp. Z*1),
I = (41,...,1k), ses composantes dans un systéme de coordonnées locales
de V et Zj 1o (resp. Z®I7) la composante définie par :

kY iy 1Vipgg..d
Z’C,I:,) = Zil...ir_l’v’ir+1...2;\ (resp‘ Z - Z ! ! +1 k)

DEFINITION. — Soit Z un tenseur d’ordre k sur V (covariant ou con-
travariant). La norme de Z pour la métrique g est définie par :

1Z1? =22 = Z,

T Tp
l]...ikZ k

— At1JI1 ThJh X e . . L. i1 3k 7J1. Jk
—g .- g Zl/---u Zjl---Jk _g‘UJI "'glk]kZ Z *

Si Z est un (b, a)-tenseur V. on définit la norme de Z par :

2 _ Jrrl JI-- ]b 1,, uk ik JI-- Jb tr...t
|Z| _ZIZ Z ], =g .9k “Girty - - g]bth ZI b
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DEFINITION. — Soit p € [1,+00], Z un champ de tenseurs sur V. On dit
que Z € LP si |Z| € LP et on note : || Z|| L = ||| Z]||Lr-

LEMME 1.1. — Pour tout champ de tenseurs Z C* sur 'V, on a :

IVIV™Z|| < |V™t1Z|, Vr e N. (1.1)

Preuve. — On développe le premier membre de I'inégalité :
(V,Z21.25 — Z1V,Z5) (VY2127 — 2TV Z7) > 0,

et on a l'inégalité :

IVIZ|| < [VZ]. (*)
On applique ensuite, pour r > 0, I'inégalité (*) aux champs de tenseurs
V"Z et on a le lemme.

Hypothése Hpy(m € N). — On dira que V' vérifie I’hypotheése H, si V a
un rayon d’injectivité d > 0 et la courbure sectionnelle est bornée sur V. V
vérifie ’hypothese H,, (m > 0) si V vérifie ’hypothése H, et si les fonctions
|VR| sont bornées sur V pour 0 < £ < m, R étant le tenseur de courbure
de V.

DEFINITION. — On dira que V vérifie la propriété du recouvrement uni-
formément localement fini, s’il existe un réel 6 > 0, un entier k (dépendant
éventuellement de §), et un recouvrement de V par des boules de rayon
inférieur ou égal a §, de telle sorte que tout point de V appartient a k
boules au plus.

On montre dans [1] que si V vérifie 'hypotheése H,, V est compléte et
vérifie la propriété du recouvrement uniformément localement fini.

1.2. Les espaces de Sobolev
1.2.1. Les espaces WP et V2

Soit m € N et p € [1,+00]. Soit EP, (resp. E'P,) 'espace des champs de
tenseurs Z de type (a, b) fixé, C*® sur V, tels que V¢Z € LP pour 0 < £ < m
(resp. Z € L™ et V¥Z € LP pour 1 < £ < m).

L’espace de Sobolev W2 ou W2 (V) (resp. V2 ou VE(V)) est le complété
de EP, (resp. E'P,) pour la norme :

i |V¢zZ| i |V¢Z|
=0

=1

121wz, = (resp. [|Z]lvg = [|Z]lL= +

Lp

)

Lp

- 551 -



Frangois Wamon
Dans [1], on montre :

PROPOSITION 1.1.— Si V' wérifie I’hypothése H,,, Uespace D(V) des
fonctions C* & support compact dans V est dense dans WP _,.

1.2.2. Les espaces WE'>™ et VP>
Soit s € N*, a,b € N. On désigne par E le fibré

E = TO(V) Xy Tl(V) Xy oo Xy TS(V) =R Xy TI(V) Xy ... Xy TS(V)

On vérifie qu’on a :

LEMME 1.2. — Si7: E —————— T?(V) est une application C™,

(x, Zo, ... Zs) — (X, Zoy ... Zs)

J
ot

0Z,,1

alors, Vr = 0,1, ..., les se transforment comme les composantes d’un

(r + b, a)-tenseur.

DEFINITION. — Pour r = 0,1,...s, on désigne par Dz, 7 lapplication
de E dans T>*"(V) dont les composantes, dans un systeme de coordonnées
locales sont données par :

On définit par récurrence Dz, Dz, ...Dz, par:

DZTIDZT2 .. 'DZTST = DZT1 (DZ

o Tt rs

On définit ainsi, pour £,, £1,....¢ entiers, D%’ODKZ‘1 ...D%:'r ; alors,
D% D3, ...D% 7 est une application de E dans ToTér+-+5ts(V) ; clest
lapplication qui, dans un systéme de coordonnées locales de V, est définie

1YY q Y
par :

lotctlsJ
0 T

T ozyozl, .07k,

lo N1 £
DZODZ1 ...DZST

"LEMME 1.3.— Soient 7: E T2(V) et
(%, Zo,...25) — (2, Zoy, ... Zs)
X:V —F des applications C*°. On pose U = 70 X.
z +— (z, Zo(z), ..., Zs(x))
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Alors, VU peut s’écrire :

VU =Dy70X + Y (Dz,70X).VZ,
k=0

ou . désigne le produit contracté. D, est une application de E dans

T? +1(V) ; c’est Uapplication telle que, dans tout systéme de coordonnées lo-

cales de V', les composantes de D, T au point de coordonnées (z°, Z,,, wZs L)
sont données par :

67‘
(DaT)dr = 7= + Z Z (Dz,7)1" 2y, 16 Tg, ()

k=0 p=1
+ZFZ:)\ ﬂ)T Zraz“ 7—I"'

ot lesT g/\(x[’ ) sont les coefficients de connexion au point (x?). De plus, on
a:
Dy (Dz,7) =Dz (D,7) Vk =0,1,...s.

Preuve.— On a :

3TI
ox™

53

k=0

VUi = o X

or{ or{
ZZkLA al,, ( Zk X)+(8Zk,LOX) ~vaZk,L

u=1
a
Z ,\(TI °X) - ZF():‘!‘LM(TI.];‘ ° X)
p=1

J
oty

k,L

D’apres le lemme 1.2, les sont les composantes d'un (b + k,a)-

ord
ZI Vo Zj,1 sont les composantes d’un (b, a+1)-tenseur.
k,L

tenseur, d’ou les

Comme les VU sont les composantes d’un (b, a+ 1)-tenseur, la somme des
termes restant au second membre forme donc les composantes d’un (b, a+1)-
tenseur, D,7. On vérifie par calcul que ’on a :

(Dz(Dz, 7)) = (Dz,(De7)) ] Yk =0,1,...5.
On a ainsi démontré le lemme.
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DEFINITION. — On définit par récurrence DﬁDé’o .. .DZZSST, c’est une ap-
plication de E dans Té’j:fl"““'“es (V).

NOTATION. — Si A est une application définie sur ’ensemble des couples
(#,p) 0 < p < s, 1 < p< 4y, on désigne par
(DﬁDé"o .. _D%‘ST o X) u®p VAP 7, le produit:

(DED% ...D3 70X)
VMO 7z . @V0hlz o . .@VAelz ... g Vet z,

On montre par récurrence sur k, en utilisant le lemme 1.3 qu’on a :

PROPOSITION 1.2. — Soient 7, X et U les applications C>® du lemme
1.3. Alors, pour k € N, les VFU sont des sommes de termes de la forme :

(chD%’o ...DéSST 0 X)® VXA Z, ot u parcourt l'ensemble des indices
B
0,1,...,s pour lesquels £, > 0 et p parcourt l’ensemble des valeurs 1,...,£,,

A, p) est une fonction & valeurs entiéres et on a :

L<A(pp)s £+ Awp)=k, £+ Li<k
P 1=0

Soit 2 un ouvert de E. Pour z € V, on désigne par E, la fibre de E
au-dessus du point z et on pose Q, = QN ({z} x E;). On suppose que
Vz €V, (z,0) € Q, 0 étant le vecteur nul de E.

Soit a,b € N, p € [1,+00]. Soit 7 une application C*° de €2 dans T2(V').
Pour r € N, soit U" I'application de V' dans R définie par :

U'(z) = Sup |D£Dé)0 . ..D‘ZZSST(:E, Zoy ey Zs)|.
(Zo,.., Zs)EQy
b+Lo+...+Ls=1

Soit EE;% (resp. E,2>) 'espace des applications 7 C* de Q dans T2(V)
telles que
m m
ZUT € LP (resp. U° € L™ et ZUT € LP)
r=0 r=1

L'espace W™ ou WE>(Q) (resp. VE> ou V2®(Q)) est le complété
de ER:*® (resp. E'P:*°) pour la norme :

>v
r=0

m

LU

r=1

)

(resp. [|7(lyz= = [[U°||L= +
Le

Illwz =

Lp
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1.3. Inégalités de Sobolev
1.3.1 Inégalités pour les espaces WP et VP

THEOREME 1.1. — Soit V une variété riemannienne vérifiant l’hypothése
Ho. Sip et q sont deux réels tels que 1 < p < q, m et £ deux entiers tels
que 0 < £ < m, alors :

1.1 ¢

Pour — 2 = — —, n 2 pl, on a les inégalités :
q p n

(1-2) 1Zllwe_, < ClZllwg,, VZ € WE,

(1-2)" 1 Zllvs_, < ClZllvg, VZ € Vi,

Pour n < ¢, on a les inégalités :
(13) | Zllw=_, < ClZllws,. ¥Z € W3,
(1-3) || Zllv= , < Cl|Z|lvz, VZ € V&.

Les constantes C ne dépendant que de m, n, p, q, du rayon d’injectivité
de V et de la borne de la courbure sectionnelle.

Preuve. — Remarquons d’abord que :
- Si m = ¢, les inégalités (1-2)’ et (1-3)’ sont évidentes.

- Si £ < m, (1-2)’ se déduit de (1-2) et (1-3)’ se déduit de (1-3). En effet,
supposons démontrée (1-2). Soit Z € V2, alors VZ € W’ _,. On applique
(1-2) & VZ et on utilise le lemme 1.1 pour montrer (1-2)".

On montre de méme que (1-3) entraine (1-3)’. Il reste donc & montrer
(1-2) et (1-3).

Dans [2], on montre (1-2) et (1-3) pour les fonctions sur V. On va donc
démontrer (1-2) et (1-3) pour les champs de tenseurs sur V.

Preuve de (1-2) pour les champs de tenseurs sur V.
a) Supposons d’abord m = ¢ = 1.

Pour les fonctions, (1-2) s’écrit :

|
S|

(%) [fllze < ClIfllze + IV FllLs] pour

D=
Q=
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Pour Z € WY, appliquant (*) & la fonction |Z| et utilisant le lemme 1.1,
ona:

1Z2llze < ClIZ]le + IV Z]| 7]

b) Cas général

Soit py le réel défini pour k € N par — = = — =, alors
P p 1
1 1 1 1 1 1 1
—_— = — — et — 2 - ==
Pk DPk-1 TN q DP¢ Pe-1 N

Soit Z € Wk, alors, pour 0 <7 < m—{, VZ € WP, d’ou d’aprés a), on
a en utilisant le lemme 1.1, Vr tel que 0 <r <m —¥¢,on a:

IV"Z) ow < Ci [V Zl| gy + V74 Z]| poe-s |
et [V'Z|Le < Ck (V" Z| pre-s + IV Z]| pre-s |

m—~ m—~
dou: Y [V'Z||. <C Y [[VFZ,,,
r=0 k=0
ce qui montre (1-2).
Preuve de (1-8) pour les champs de tenseurs sur V
Pour m = { =1, la preuve de (1-3) est identique & celle de (1-2).
Pour m > 1, on va distinguer les cas ¢ > met g<n<m—£.

Sig > n, soit Z € W3, alors, V*Z € W{ pour 0 < s <m — ¢, d’'olt
IV*Z| L= < C [V Z|La + |V Z| 1] < C|Z]wa.

Supposons g < n < m — £.

Soit k un entier tel que kg < n < (k+ 1)q

1 1 k
Si kg < n, on pose Pl et de l'inégalité (1-2), on a :
n

q
I1Zllw: _, < CllZllwg ; et comme r > n et k& < ¢, on a donc pour

0<ss<m—1{¢:
IVeZ| L= < ClIV*Z|lwy < C||Z]|w:,_, , d’ot I'inégalité dans ce cas.

Si kq = n, on choisit > max(n,q) et on a : || Z|wr
T
termine la preuve comme ci-dessus.

< C|Z[ws. On

k
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On va utiliser le théoréme 1.1 pour établir des inégalités pour les produits
tensoriels ou contractés de tenseurs sur V.

THEOREME 1.2. — Soient ¢,p € R tels que 1 < p < q < +oo, m, m/, ¢
et ¢ des entiers tels que £ <m et £ <m'.

SionaZ<m+m —0— 2, alors, on a les inégalités :
(1-4) |19y 11v¢ 21| < CUYllwg IZllwe, V(Y. 2) € WE, x WE,.

(1-5) [|[VY1IVE 21| < CIY gl Zllws, V(Y. 2) € Vi x W,

St de plus £’ # 0, alors, on a :

(1-6) |[Ive¥11v* 2]

t~

< CIYllvallZllve, Y(Y,Z) € Vi x V7.
P m
Les constantes C ayant les mémes propriétés que celles du théoréme 1.1.

Preuve. — Comme pour le théoréme 1.1, (1-5) et (1-6) se déduisent de
(1-4).

1 1
Preuve de (1-4).— Soient « et 3 des réels positifs tels que = + 3 =1.

Alors, on a:
91197 21|, <1941z 1 2] 10

Choisissons a et 3 tels que 'on ait

1.1 1 -¢ 1_ 1 1 -
(%) Sx—s>c- B gy —>-- 0
q pa q n p pB p n

I

/

1 1 1 A 1 1 4
alors, comme —+— =1,ona: — < m d’ot — < min (—,m ),
a 0 pa n pa q n
ce qui n’est possible que si on a :

1 -/ -
(%) - <z oul <m4m —(—0.
q n n q

Le théoréme 1.1 implique, compte tenu de (*) :
IVY || zre < CillZllws, et IV Zl|os < Col| Zllws,-
et (**) entraine qu'on a (1-4).
Du théoreéme 1.2, on déduit le corollaire suivant :
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COROLLAIRE 1.1.— Siona :m < m/, 1 < p< g < 400 et n < mg,
alors on a :

1Y © Zllwg, < CIY llws | Zlwe, V(Y. Z) € Wa x W2,
1Y @ Zllwy, < CIYlvallZlwe, V(Y. 2) € Vg x W,
1Y @ Zlwy, < CIYllvalZllvs, V(Y. 2) € Vi x V2,

1.3.2 Inégalités pour les espaces W™ et V2>

Soit 2 un ouvert de E = R xy T1(V) Xy ... xy Ts(V) vérifiant les
conditions de 1.2.2. Si 7 est une application de  dans T?(V'), pour simplifier
Iécriture, nous noterons 7(z, Z;(x)) le tenseur 7(z, Zo(2), ..., Zs()).

THEOREME 1.3. — Soient ¢,p € R tels que 1 < p < ¢ < 400, m, m/
et j des entiers tels que j < m < m'. Soient T € WE™(Q) et Z; € WP,
1 =0,1,...,s des champs de tenseurs sur V.

1 1 -7

Siona:ﬁ<m’—let—>——m ],

p qQ p n
alors, pour toute suite d’entiers £, 4, ..., Ls tels que £+ by + ... + 4, = j, on
a l'inégalité :

(1-7) HDﬁDé’O ... D%ﬂr(x, Zi(x))‘

Le
m s m—j
<C(m—j.n,p,q)||> U" <1+Z||Zk||w;;,>
h=j k=0

Lr

Preuve. — Supposons d’abord m =1 et j = 0 ; alors, on a : % <m -1
1 1 1

et — > priiel d’oui I'inégalité (1-2) du théoréme 1.1 implique qu’on a :

q n

I7(z, Zi(z)) ]|« < C lI7(z, Zi(@))l|zr + IV 7 (2, Zi(2))] e ]

et on sait du lemme 1.3 que :

V1(z, Zi(x)) = Do7(x, Zi(2)) + Y Dz, 7(x, Zi(2)).VZy,
k=0

n
et 'inégalité - <m’ —1 implique que I'on a ||V Zx||~ < C||Zy|lw»,, don
ona:
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(1-7)" (2, Zi(2))]| La

I7(z, Zi(z))llLr + | De7 (2, Zi())| Lo +Z Dz, 7(z, Zs(2))l| e | Zk w2,
k=0
d’ou I'inégalité dans ce cas.
; alors :

1
Dans le cas général, pour k£ € N*, posons : q_ =

1 101 1 1 1
- —Zet->

=
dk Qk—1 n q dm—j-1 n

On applique alors (1-7)’ au tenseur D:‘;Dé’o .. .DZZSST(QJ, Zi(x)),

en prenant p = gm—j—1 et aux tenseurs D“‘e De o+l ..DZZSSHST(x, Zi(x))
avec p = qx—1 €t ¢ = g, successivement pour k = m— j—1,..,k=1eton
obtient (1-7).

Voici un théoréme fondamental qui sera trés utile dans ’étude du pro-
bléme de Cauchy pour les équations quasi-linéaires.

THEOREME 1.4 (théoréme de substitution pour les variétés riemanni-
ennes)

Soient m et m’ deuz entiers tels que m < m’, p € [1,+00[. Soit
T € WP(Q) (resp. T € VEX(Q)).

n
On suppose : > <m' —1.

Alors, si Z; € WP,, i =0,1,...s, sont s + 1 champs de tenseurs sur V, le
champs de tenseurs 0 défini sur'V par 6(x) = 7(z, Z;(x)) vérifie U'inégalité :

(1-8) [bllwz, < C(m,n,p)|I7llwz= (1 +y IIZk||w;,>

k=0

(resp. 0]lyz < C(m,n,p)lI7|lve= (1 +2 IIZkllw::.,,)

k=0

Preuve. — Avec les théorémes 1.1, 1.2, et 1.3, la preuve du théoreme 1.4
est identique & celle faite dans [3] pour les espaces euclidiens.
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COROLLAIRE 1.2. — Avec les notations et les hypothéses du théoréme
1.4

SiY;, Z; e WP, i =0,1,...,s sont 2(s + 1) champs de tenseurs sur V

m

tels que Vr € [0,1],(z,Yo + 12, ...,Ys + 1Z5) € Q, alors on a :

(1-9)  |Ir(z,Ys(2) + Zi(x)) — 7(@, Yi(2))lwz_, < C(m,m’,p,n)||7||wz

s s s m—1
S 1 Zlwe, (1 -3 Wllwe, + anknw;,)
k=0 k=0 k=0

et siu € WP, _, est une fonction sur V, alors on a :

(1-10)  [[(7(=, Yi(z)+Zi(2)) =7 (z, Yi(2)))ullwr_, < Cm,m/,p,n)||7||wre

s s s m—1
A <1+ZHYk||W;, +znzknw,¢,)
k=0 k=0 k=0

Preuwve.— Soit 7 : Q@ — T2(V). Soit 77 (2*, Z; 1.(z*)) les composantes
de 7(x, Z;(x)) dans un systeme de coordonnées géodésiques. Alors :

(2, Zi(x))” = 7§ (2%, Zs,L (&)).75 (@, Zi, L))

Ona:
77 (@, YiL (@) + Zi (&) — 77 (22, Vi (2))

1
d
_ /0 = [ @ Yir (@) + 1Z:1(22))] dt

- ! 377] A A A
= E /(; Zk’LaZkL(x ,Y;’L(.’L’ )+tZi,L(.’L‘ ))dt
k=0 ’

D’otion a:
Varar [ (@ YiL(@) + Zin(2Y) — 1§ (@, YL (2*))]

. ! orf A A A
=3 [ Voo B g @ Vi) + 120 a
k=070

8Zk,L

Par hypothese, V' a un rayon d’injectivité d > 0, et la courbure section-
nelle est bornée sur V, d’ott dans un systéme de coordonnées géodésiques,
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pour tout champ de tenseurs T sur V, |T|? et 3 |T; |2 sont équivalents. On
rJ

en déduit que :
lVe['r(x, Yi(z) + tZ;(z) — (=, Yl(a:))]|

s 1
<oy / V8 (ZeDz(w, Yile) + 12:(2))]] dt
k=0"0

D’autre part, d’apres le théoreme 1.2, on a :

|1Zk-Dz,7(z, Yi(z) + tZi(x)) | wr
< Col|Zkllwe, 1Dz (2, Yi(x) +tZ:(z))llwz,

1
et on termine la preuve en utilisant le théoreme 1.4.

L’inégalité (1-10) se déduit de (1-9) et du théoreme 1.2.
2. Equations hyperboliques sur V
2.1. Propriétés géométriques de la variété V

Notations-Définitions- Hypothéses

Soit V' une variété riemannienne C*° de dimension n, de métrique g
C>®, de la forme V =R x S, ou S est une variété C> de dimension n — 1.
Pour t € R, on note S; la variété S; = {t} x S, et pour T > 0, on pose :
Vr =] —T,T[xS. Les variétés S; seront munies de la métrique ? induite par

g sur S; ; La variété S sera munie de la métrique .
o

DEFINITION. — A toute carte (U,p) de S correspond une carte
(R x U,Id x ¢) de V appelée carte adaptée de V. Un systeme de coor-
données adaptées de V est un systéme de coordonnées (x° = t,z*), ou (z*)
est un systéme de coordonnées locales de S.

On désigne par V la connexion de (V, g) et T, 5 les coefficients de connex-
ion de (V, g), les V ou ¥ la connexion de (St,g) et ffj ou 'ffj les coefficients
t . t
de connexion de (S:,9), du ou du(g) I’élément de volume de V' pour la
t

métrique g et du; ou du(?) I’élément de volume de S; pour la métrique g
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Si Z est un tenseur sur V, on note |Z| la norme de Z pour la métrique g
de V. Pour un tenseur Z sur S, | Z|7 désigne la norme de Z pour la métrique

?de St.

Dans toute la suite, les indices latins prendront les valeurs 1,...,n — 1 et
les indices grecs les valeurs 0,1,...n — 1.

On suppose dans la suite que, dans les cartes adaptées de V, go; = 0.

Soit X le champ de vecteurs des vecteurs tangents aux chemins t — (t,x)
et n le champ de vecteurs des normales unitaires aux hypersurfaces S,
orientés vers les ¢ > 0. Dans un systéme de coordonnées adaptées de V, on
a:

X° = l,Xi =0,n0 >0,n; =0, go0 = |X'2

2 oo

et n5g°° =1, Xo = goo €t N = g°%ny;

on a aussi du(g) = nodtdu(g), si 'gij désignent les composantes de la matrice
inverse de ?ij, ona: gij =g¥.

Hypothéses sur V et S;.— Dans la suite, on suppose que les variétés V
et S; satisfont les hypothéses suivantes :

— V est orientable, connexe, et vérifie I’hypothése H,,.

— Les variétés S; vérifient ’hypothese H,.

— Les métriques g sont uniformément équivalentes & la métrique J et il
t o

existe des contantes strictement positives § et v telles que : 0 < § < n, et
Xo <.

— La famille (d¢);cg des rayons d'injectivité de S; est minorée par une
constante d > 0.

Conséquences. — Les hypotheses ci-dessus impliquent qu’on a :

1) Dans tout systéme de coordonnées adaptées de V :

1 1
0<52<n§<ym.<uet;<g°°<6—2,

2) La métrique g est équivalentc a la métrique (indépendante du temps)
7 définie dans tout systéme de coordonnées adaptées de V par :

Yoo = 1. G0 = 0. 745 = g”
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On note V la connexion de (V,7) et f"; 3 les coefficients de connexion de
(V,7), dix ou dpu(7y) I'élément de volume de (V7).

2.2. Espaces de Sobolev et inégalités de Sobolev

Soient p € [1,4+00] et m € N.
Si Z € WP, (resp. Z € V), on note ||Z]|wz (s,,v) (tesp. | Z]lvz (s, v)) la

quasi-norme :

1Zllwz (s..v) = (resp. | Zllvg (s..v)

i |V¢zZ|
=0

LP(St)

m

> vtz

=1

=[1Zllze=(sy) + )-

LP(S:)

+oo ?
Pour 1 < p < +00 || Z|lwz est équivalente a (/_Oo “Z||€V,’,’1(S,,V)dt) .

Soit © un ouvert de E = R xy T1(V) xv ... xy Ts(V) vérifiant les condi-
tions de 1.2.2. Si T € WE>(Q), (resp. 7 € V1:>°(Q)), on note ||T||wz.>= s, )
(resp. ||T[lvz>=(s,,)) la quasi-norme:

> o

=0

(resp. |IZ||V,ﬁ'x(St,Q)
L7 (St)

1 Zllwe:>= (s, =

m

Q.U

=1

= |U°||Loe(s,) + )

LP(S:)

Les méthodes utilisées pour prouver les théoremes 1.1, 1.2, 1.3, et 1.4
permettent de montrer que ces théorémes sont encore vrais pour presque
toutes les valeurs de ¢, si on remplace les normes de Sobolev par les quasi-
norme correspondantes et n par n — 1 dans les hypotheses.

THEOREME 2.1. — On suppose que les variétés Sy et V vérifient l’hypothése
Ho. Soient m, £ € N tels que £ <m, p, ¢ €ER tels que 1 < p< g < +oo. Si
on a:

-1
i > n_ £, n>pl,
q p
alors, pour toutes les valeurs de t, on a les inégalités:
(2-1) 1Zllwa _,s.,v) < CllZllwz vy, VZ € Wg,
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(2-2) 1Zllva_,s0.v) < CllZllvavy, VZ €VE

Les constantes C ne dépendant que de m, n, p, q, du rayon d’injectivité de
So et de la borne de la courbure sectionnelle.

Preuve. — En utilisant les inégalités pour les espaces euclidiens et les

n—1_n
méthodes exposés dans [1], on montre quesip < getp < net > ——1,
p

alors pour toute fonction f € WF(V), on a:

Iflacsy) < Clifllwevy-

On proceéde ensuite comme au théoréeme 1.1 pour démontrer le théoreme
pour les champs de tenseurs sur V.

2.3. Tenseurs sur V et tenseurs sur S;

Soit p, s € N, 0 < p < s. Soit Z € Ty(V). Parmi les composantes
de Z,,..o, de Z dans une carte adaptée de V, on considere celles qui ont
I'indice 0 & p places fixées my,...,mp, 1 < 71 < ... < 7 < 5, et les indices
i = 1,...,n — 1 aux autres places. Elles constituent les composantes d’un
tenseur sur S, s — p fois covariant.

Soit 7 = (71, ..., Tp) un ensemble de places d’indices ; posons |7| = p. On
désigne par Z le tenseur sur S, dont les composantes, dans une carte locale
de S, sont les composantes de Z, dans la carte adaptée correspondante qui
ont des indices 0 aux places d’indices 7.

On définit de méme, pour Z s fois contravariant, Z™ et pour un (q,7)-
tenseur Z, Z* | || < r, |7'| < q.

Dans [4], on démontre les lemmes:

LEMME 2.1.— Pour toutes places d’indices m = (m1,...,7p) 0 < p < s,
on a l'égalité:

Viu=V""(@u)+ YV (0u).Arg

1<r49<z-1
ot les Argi ne dépendent que de la métrique g.

LEMME 2.2.— Les conditions |V*X|. |V*n| et |[V’R|, 0 < k < s,
0 < £ < s— 2 sont bornés sur Vp, entrainent que pour tout champ de
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(a,b)-tenseur U, C*° surV,

8
Z |VEU| et Z [V oque '|¢ sont équivalents sur Vr.
k=0 0<r+q<s ¢

o0’

LEMME 2.3. — Si les fonctions |V*X| et V¥n| sont bornées sur V pour
0 < k < s et les |V*R| sont bornées sur Vp pour 0 < £ < s — 2, alors les

quasi-normes de Sobolev :
s 2
ot / (Zﬁfmv) diiy
St \e=0

. 9 1/2
/ Z |Veu| | dus
St
sont uniformément équivalentes sur Vr.

1/2

£=0

2.4. Opérateurs hyperboliques sur V

2.4.1 Normes d’opérateurs différentiels

Soient m, p € N*, Q = (go)---r,Gm+1) € R™? tels que 2 < go <
v Gmy1 < 00 et p € [1,+00] et soit  un ouvert de E =R xy T1(V) xv
... Xy Tg(V) vérifiant les propriétés de 1.2.2. On désigne par ij’(V, m+ 1)
(resp. VE°(€2, m + 1) I'espace des opérateurs linéaires d’ordre < m + 1,

a=a(z,V)= Z ax. V¥ (resp. a = a(z, Zo,...,Zs,V)

k<m+1

de partie principale h = apm41.V™!, tels que :

am+1 € VN Vlf"’“ et a € W,‘f’“ pour k < m
(resp. am41 € V7O NVP et ax € W™ pour k < m).

VS(V, m+1) (resp. VE>°(Q2, m+1)) est un espace de Banach pour la norme :
@l (ymssy = lometllvge + lameallysmes + 3 laxllwas
k<m

(resp. |lallye=(@m+1) = [lamtallvee= + lam+1llve= + Z llallwz=><)
k<sm
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Pour a € VS(V, m+ 1) (resp. a € VP'*(Q,m + 1)), on pose :

la, VI2 = lamsillysmer + Y llak]wo

k<m

(resp. fla, QUIE = lamiillve= + D llarllvp=)

k<m
et on note ||a, S;, Vllﬁ2 (resp. ||, S;, Q|%*°) la quasi-norme associée.

Si Q= (gos .-y qm+1) VEC Go = ... = @pt1, ON NOtE VI(V,m+ 1) Pespace
V,?(V,m +1).

On déduit du théoréme 1.4 le lemme suivant:

LEMME 2.4.— Soient a € VE°(Q,m +1) et Z; € W2, i =0,1,...,s
des champs de tenseurs sur V. Sionap<metn—1< 2(m—1), alors
Uopérateur o’ défini sur V par:

a'(z,V) = a(z, Zo(2), ..., Zs(2), V)
vérifie l'inégalité:
e, Se, V)L < C(myn, ) la, S N2 + 3 1 Zkllwz (s,,v))*-
k=0
Et la partie principale b/ de o’ vérifie:

I, Se, VIIIF® < Clmym, w)|hs Sy N5 (1 + > 1 Zkllwz (s,v))-
k=0

S
Si Z | Zkllwz (s,,v) a une borne indépendante de t, alorsa’ € V2(V,m+1).
k=0
Soit a = a(z,V) = Z ar.VF € Vl?(V,m + 1) un opérateur linéaire

k<m+1
d’ordre m + 1 sur V, de partie principale h. Soit z = (t,z') € V et soit

£ =(&,&') € TX(V); on pose :

m+1

h#,€) = am41.(© ).

DEFINITION. — On dit que a vérifie I’hypothése de régularité si on a :
n—1<(m+upu—k)gsim+p—k>0et g =+ocosim+pu—k<O0.

- 566 —



Espaces de Sobolev

Notons a° le coefficient de V*! dans une carte adaptée de V' ; alors a® est
une fonction sur V : elle ne dépend pas de la carte adaptée choisie.

DEFINITION. — On dira que les hypersurfaces S; sont réguliérement spa-
tiales de caractere de régularité  si il existe une constante € > 0 telle que
la®| > ¢, le polynéme h(z,£) admet la factorisation :

m+1

h(z,€) = a°(@) [] (& — &.s(=:€))

j=1
ou les & j(z,£’) sont réels et distincts et si :

Vz € V: |§0,j(‘ra£,) - &0,1’(1‘56,)‘ > X|§/|,t-] pour { 7& ]

2.4.2. Inégalités énergétiques pour les opérateurs hyperboliques
sur V

L’hyperbolicité sera entendue ici au sens de J. Leray .

Remarque. — On va généraliser les inégalités de Dionne (3] aux opéra-
teurs hyperboliques sur V. Pour cela, on a besoin de les démontrer d’abord
pour les opérateurs hyperboliques sur R x U, ou U est un ouvert de R 1
mais ceci n’est pas vrai en général car, les inégalités de Dionne sont déduites
de celles de Garding [7], qui pour les démontrer, utilise comme outil essentiel
la transformée de Fourier par rapport aux variables d’espace. Nous utilisons
ici un cas particulier ol ces inégalités restent vraies sur R x U ; c’est le cas
ou les fonctions f considérées sont telles que Supp(f) C R x K, K compact
de R™! inclus dans U.

THEOREME 2.2.— Soit T > 0. Soit a € VE(V,m + 1) un opérateur
hyperbolique sur V. On suppose que a vérifie Uhypothése de régularité et que
les hypersurfaces S; sont réguliérement spatiales de caractére de régularité
Xx. On suppose en outre :

Les variétés Sy vérifient Uhypothése Hpmp.

Les fonctions |V*X|, |V¥n| et |V*R| sont bornées sur Vp pour 0 < k <
mtpetd<l<m+pu—2.

Alors, pour toute fonction w € W2, ,.1(Vr), on a Uinégalité :

t
@3 w0 <C | [ lavlwais, vydr + s s,
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ot C est une fonction continue de t, croissante de |t|, €, x, ||k, Vr||$°,
la, VTHS, Ik, Sol|$°, dépendant en outre de m, n, Q, u, du rayon d’injectivité
de S, et de la borne des fonctions |V*X|, |V*n| et |[V’R|, 0 <k <m+pu
et0<l<m+pu—2.

Démonstration. — Posons :

s 2
au= Y aViuet [ulws,.v,) = / <Z|VZ“|) dpiy
St

k<m+1 £=0

1/2

On montre dans [4] qu'on a :

au = au + Z (Zak VeuD“)

k<m+1 \{=1

ou . représente des produit tensoriels ou contractés par rapport a divers
indices et les Df’ ; e dépendent que de la métrique g. Le lemme 2.3 implique
que, pour montrer (2-3), il suffit de montrer:

t
@0 ulwz, s <C | [ aulwgis, vpdr + Tz, s,

Preuve de (2-4).— Soit C°(Vr) 'espace des restrictions & Vi des fonc-
tions C* sur V, dont le support est inclus dans R x K, K compact de S ;
C°(Vr) est dense dans W2 | u+1(V7), d'ott il suffit de faire la preuve pour
Supp(u) C] = T,T[x K, K compact de S.

Soit d un minorant (d > 0) de la famille (dt);c)—7 7| des rayons d’injec-
tivité de Sy et soit (B;,¢;)ic1 un atlas de S ou les B; = B(z;,d) forment
un recouvrement uniformément localement fini de S ; alors tout point de S
appartient & p boules B; au plus. Posons Q; =] — T, T[xB; et ¥; = Id x ¢;,
alors (€2;,%;)ic1 est un atlas de Vp formé de cartes adaptées.

Soit (h;);c1 une partition C*° de I'unité subordonnée au recouvrement

=k . . .
(Bi) de S telle que pour k < m+pu+1, les V h; /2 soient uniformément
bornés (I'existence d'une telle partition est prouvée dans [1]). Posons :

ait,z) = hi(w) et H= Sup [V*a;*(t,2)|
(t,w)EVT
ki
Soit (z1,...,2" 1) un systéme de coordonnées géodésiques dans B; et
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soit a’ I'expression locale de la restriction a €2; de a, alors on a :

duor) =auovt = 3 al (@)D (uouY)

lagm+1
Ne3
ou pour |a| = m + 1, al, est une composante ap 7™ de am41 et pour
la| = ¢ < m; al, est une somme a, = a;*"* + X ol \ est une somme

de produits des composantes de ar(k > ¢) par les dérivées d’ordre < £ —1
des 7Yo3. Comme (voir [1] ou [10]) les composantes du tenseur métrique
~ et leurs dérivées d’ordre < m + p sont bornées dans €2; par des cons-
tantes intrinséques, o’ € V‘?(wi(Qi), m + 1) et la partie principale A’ de o’
sécrit: h'g = Y. al, D%g, ou a,, est une composante de am41, d’olt @’
|a|=m+1

est régulierement hyperbolique et les hypersurfaces S; sont régulierement
spatiales de caractere de régularité x.

Pour u € W3, ,..1(Vr), a?u € W2, . ,41(Vr) et Supp(a 2y ¢,
d’ou
o Muoyrt € W2, (X) et Supp(a*uodi!) C R x ¢i(K)

ot X =] — T, T[xR""1,

On applique le résultat de la Remarque précédente a I'opérateur o’ et a

. 1/2 - .
la fonction ai/ u oY, 1 et on a, compte tenu du fait que les composantes
du tenseur métrique v et leurs dérivées d’ordre inférieur ou égal & m +
sont bornées dans €; :

o #ullws. 5.0y <€ [ [ @ s, eydr + 1ol ulhez_ 5,00

Le théoreme 1.2 et les hypotheses du théoreme 2.2 permettent de montrer
que :

1
>l *w)llwas. va) < € [l@ullwacs,, v,y + 1 Se1@Nulw  s.vs)
i€l

et

Z ]|a UHW;W(SO,VQ < Clullwz,  (s.v)
i€l

Enfin, un raisonnement par récurrence sur ¢ permet de montrer que pour
0<gs<m+py,ona:

~ ~ 1/2
/s |un|2d,ut < CZ ||ai/ u||3vq2(st,v7)

i€l
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d’otton a :

t
Iulhws.., sy < o [ aulwgcs, vydr

m4p

+Cy /O 1, S 12 hullwz,, (s, vpdr + Callulwa . s.vay:
et on a le théoreme en utilisant le lemme de Gronwall.
2.5. Probléme de Cauchy pour les équations hyperboliques sur V

2.5.1 Equations linéaires

Soit m € N*, g € N, ¢ > m. On désigne par Kq(S;) 'espace de (m + 1)-
uples (o, ..., Pm) qui est la complétion de D(S;) x ... x D(S;) pour la norme :

=

m q—k

1(@os - - s em)llc, (s0) = / > Z‘V w‘ dus

St k=0 ¢=0

LEMME 2.5.— Soit T > 0. Soit a € V,?(V,m + 1) un opérateur hyper-
bolique sur V., (po, ---m) € Km+,(Ss). On suppose que a vérifie ’hypothése
de régularité et que les hypersurfaces Sy sont réguliérement spatiales de car-
actére de régularité x. On suppose en outre :

Les variétés S; vérifient Uhypothése Hyy .

Les fonctions [V¥X|, |V¥*n| et |[V*R| sont bornées sur Vi pour 0 < k <
m+petd<l<m+pu—2.

Alors, toute solution u € W2, mtut+1(VT) du probléme de Cauchy
au=vsur Vp, v E Wﬁ(VT) donné
{u = (o, .. 8(m)u = O sur S,
vérifie l'inégalité:
(2-5) lullwz,  (s.v)
o[ [ Wiwacs.it + lhwz_ 5,0 + 16or ol

les constantes C ayant les mémes propriétés que celles du théoréme 2.2.
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Preuve. — Les hypotheses du théoréme 2.2 étant vérifiées, on a I'inégalité :

t
||U||w2mw(sz,V) <C [/0 lavllwz2(s, vydr + HUHWEHM(S.,,V)] .

Le lemme 2.3 entraine donc qu'il suffit de montrer que :

lellw . (s.2) < € [Iollwz._, s,y + 10 s omdllcmnisa)] - (1)

Comme sur S,, 03u = @, Vg <m,ona:

= =P
[Vrul> = 3 |V @glZ pour 7 < m, et pour r > m, on a:
p+g=r °
- - |2 =g |2
Vul= Y [Vl + > [V'0ul_.
pt+q=r Z ptg=r f
gsm q>m

Pour montrer le lemme, il suffit donc de montrer que pour p+¢q =1 <
m-+puetqg>m,ona:

vaf)gUHLz(so) <y |:”U“W3_1(SO,V) + (@05 - - -,wm)||rcm+,‘(so)}

Dans une carte adaptée de V:

au = a®9™ 'y + Z a% 1 Vit + Z ar.VFu

|o|<m k<m

9 1 am ]'
Montrons d’abord que -a—oam+1 eV, et E‘;ak € Wik.

. On sait que a® € V/™*'. D’autre part, Je, > 0 tel que |a®| > &,, d’ot
— € L*°.
aO
e 1
Les V — | sont des sommes de termes de la forme :
a
Vg ®...Q Via°
(ao)k+l

avec s < ket ly+...+4; =k.

Un raisonnement par récurrence sur s, permet de montrer, compte tenu
du théoreme 1.2 et de ’hypotheése de régularité qui entraine n < pugm+1
que :

[V@a° ® V2a° ® ... ® V0| pamer < Clla®||§ramss,
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. 1 —
ce qui montre que — € V,m+* et le théoréme 1.2 permet de conclure que
a

1 1
qm - 4
a°am+1 € Vit et aoak € Wi pour k <m.
Montrons (1) en raisonnant par récurrence sur q > m.

Preuve de (1) pour ¢ =m + 1.

Dans [4] , on montre qu’on a :

VFu=V*fu+ > Vau.Df,,
1<l<k—-1
2

ou les Df’i ne dépendent que de g. On a donc:

au = au — Z E ak.Veu.Dfﬂ-,

k<m+1 1<b<k—1
1

et I’égalité au = v entraine que pour r < p—1,0n a:

- —[1 —[1 - —[1 =
Vo y = ¥ [EU]_ Y v [Eafnﬂ.vz‘“u]—zv [a;ak.vku]

jolsm k<m

= |1 Se 1 s |1 s ok
- 2 \Y [Eamﬂ.v “'DZ‘+ ] - Z Z \Y [agak.v u.Dy;
léf_gm k<m lslgk—l

k3 7

et I'inégalité, n — 1 < (i — 1)@m+1 et le théoréme 1.2 entrainent :

— |1 1
B L2(S,) " lw2_ (So,Vy)
1
<C ey | [vllwa_, (s0,v4)s
v, (S0, V5)
et de méme :
v" 1 o 6m+1
'—gam+1. o u
@ L2(S,)
1 ~
+1
<0zt 195 w5,
VT (SonVs)

mais, sur S, :

=m+1—|o]|

6?4—1“ - Vm+1'-|0'16|00|u =V o>
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d’ou

Hvr I:alam_’_l Vm+1 :I

L2(S,)

o

SOl amp

[(Pos- -+ » Pl s (So)
VImHL(S,,V5) e

et on montre de méme que:
=r |1 =
\% —ak.V u
aO

Dans [4], on montre que les hypotheses sur X, n et g entrainent que
pour s < pu — 1, les VSDEZ- sont bornées sur Vi, d’otl on majore de méme
les

|

ce qui achéve la preuve de (1) pour ¢ =m + 1.

1
a0k

. ”(9007"'VQOm)HICmJ,“(SO)'
W | (So,Vy)

L2(So)

et pour k < m,

— | 1 ~
\% [;; Am+1 VZUDZZ]

=r |1 =~
‘V [ggak.V"u.DZi}

L2(So) L2(S,)

Supposons (1) démontrée pour ¢ = m+s,1 < s < p—1. L'égalité au = v
entraine que pour r +s < p—1

T olmtstlly =V o8 [513“}

— Z \Y 83 [ aj,i1- Vm+1 J Zvrag [%a;\..ﬁl"u]

|o|<sm k<m

VT ——am+1 Véu.DTE| — v o ak Viu.DF |
[

k<m 1<€<k—1

Onar+s<pu—1,dou:

”VTag iv]

aO

L3(S.) W2, (SouVsy)

On peut écrire:

v as [- m+1 Vm—}—l

— Z C,C, [ as (_am+1> ®vr "+m+1— la!()« +loly,
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Pour s’ =0,

=r |1 =r’+m+1l—|o| 44
Y [Eaan] ®V 9 Hloly,

L2(S,)

1
a_°a7n+1 ]|8§+|U|UHW727;+1+1‘*\0|(So)

<c|

Vi (So)

et 'hypothese de récurrence permet de conclure, car s + |o| < m + s.

Pour s’ > 0:
_’r" ’ 1 _TII+ +1—|0| " -
‘V 9 [—5a;’n+l] eV ™ g *loly
“ L2(S.)
7 1 17
< S — s” +|o|
s¢ % (aoam+1) vimt(g,) ”ao u”W72n+1+rf+s/_\.,;(So)
p—1 °

et comme s” + |o| < m + s, ’hypothése de récurrence permet de conclure.

On majore de méme les

b

L2(S,)

Vrag l:-al(—)-ak.%ku}

= [ 1 .
HV 60 [(—lzam+1.veu.D2i:|

L2(S,)

et

—_ 1 ~
‘vTag [Fak.veu.Dfi] pour k < m

L2(S,)

et le lemme est démontré.

LEMME 2.6. — Soient (SOA,]‘)jeN’ A=0,1,...,m, une suite de fonctions
de D(S,), (v;) une suite d’éléments de C°(Vr) et (ay ;) une suite de champs

de tenseurs C° sur Vr tels queVj € N, a; = > ax;.V* € VS(V, m+1),
k<m+1
est hyperbolique et les hypersurfaces Sy réguliérement spatiales de caractére

de régularité x;.
On suppose:
1).La suite (@o,j, .-y Pm,;) converge vers (o, ... om) dans Kmtu(So)-
2) Il existe un opérateur a = . > 1ak.Vk € fo(V,m + 1), hyperbolique
<m+

et tel que les hypersurfaces Sy sont réguliérement spatiales de caractére de
régularité x et tel que (a;) converge vers a dans VZ(V,m +1).
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3) La suite (vj) converge dans Wﬁ(VT) vers une fonction v et il existe
une suite (u;) de fonction de W,%W“H(VT) telle que Vj € N, u; est solution
du probléme de Cauchy:

a;u; =v; dans Vp
(2-6) { 7 Uj Jj

Uj = Qo,js+ -1 05" Uj = QO j SUT So
Alors, le probléeme de Cauchy:

au = v dans Vp
(2-7)

U= Qoy- -y OTU = Py SUT So
a une solution et une seuleu € W2, n “(VT) et cette solution vérifie l'inégalité:
“u”an_'_“(St,V)

t
< C [./O HUHWE(STqV)dT + ||v||W3_1(SO,V) + “(‘1001 ey cpm)”’Cm%-u(SO)

Preuve. — Par définition, on a:

|§g,r(m7 &l) - g,s (SC, gl)l

z€Vr,r#s8 |£/|§ ’
t

Xj =

ou les §g’r sont les racines du polynéme h;(z,&); d’olt x; converge vers X,
car par hypothése ||am1,j — @m+1//v< tend vers 0.

On a:
”uj”Wf,H_u(St,V)
t
<C [/0 lvjllwas, vydr + llvsllwz_ so,v) + (@05 - ,<,,~m,j)||,cm+“(so)}

et le théoréme 2.1 implique que I'on a: [|v;|lw2_ (s,.v) < Cllvjllwz(vy), d'ol

() llllwe

2, (sov) SC1 [||Uj||W3(VT) + ”(‘/70,]'"--v‘ﬂm,j)“lC,,,Jr,,(S(.)} -
Vi,j € N, u; — u; est solution du probleme:
{ ai(ui — Uj) =v; —V; + (ai — aj)uj dans Vp

— m j—
Us — Uj = Po,i — Po,jr- -+ O (Ug — Uj) = Pmi — Pm,j SUr So
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d’ou le lemme 2.5, ’hypothése de régularité n — 1 < (m + p — k)qx si
m+ u—k > 0 et le théoreme 1.2 permettent de montrer que:

llus — u’j”an_Hl_l

t ¢
<C [/O [[og —vjllwg_l(st,V)dT+/0 llas _aj7ST“S——l“uj||W12;+“(STV)dT:'

(8:,V)

+C [llv: = villwz (s, + las = as soll§—sluslwz s, vy

+(Posi = oygr -+ +»Pmi — P K m1(S0)]

et les hypotheses du lemme 2.6 impliquent que le second membre converge

vers 0, d’'ot  Sup |ju; — uj||W2+ ((5.,v) tend vers 0 quand i et j tendent
te]-T,T| mre=
72

vers +00. La suite (u;) converge donc dans Wy, ,_;(Vr) vers une fonction
u € W2, ,_1(Vr). D’autre part, d'aprés (*) la suite Sup ||u; |2 L (Se,v) st
t mtpTE

bornée. On peut donc extraire de (u;) une sous-suite qui converge faiblement
dans W2, ,(Vr); cette sous-suite converge nécessairement vers u, car (u;)
converge vers u dans W2, ,_;(Vr), ce qui montre que u € w2 +u(VT).

Montrons que u est solution du probleme de Cauchy (2-7).

Par hypothése, la suite (a;) converge vers a dans Vﬁ? (V,m +1) et nous
avons montré que la suite (u;) converge vers u dans W2 u—1(Vr), d’ot, la
suite (a;u;) converge vers au au sens des distributions. Comme la suite (v;)
converge vers v dans Wﬁ (Vr), donc converge vers v au sens des distributions,
I'égalité aju; = v; implique donc qu'on a au = v, d’oli u est solution du
probléme (2-7).

Montrons que u vérifie I'inégalité (2-5).
On a:

llullwz

m+u

(8¢,V)

t
<C [/0 lvillwzcs. vydr + llvjllwz  s,v) + 1(@ogs -+ s Pmg) icman(So) | -

D’autre part,

lv; —ollwz_ (s.,v) < Cllv; —vllwzi

ot
et [l = vlwzis, wdr < Clioy = vllwzvay
0

t
Les suites ||v; — UIIW,'fLI(So«‘/') et /0 llvj = vllwzs,,v)dr convergent donc
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vers 0 et aussi, la suite (o, ..-m,;) converge vers (@o, ...¢¢m) dans Km1,(So),
d’ou on a:
51wz

m+4p

t
<C [./0 ”'UHWE(ST,V)dT + ||U“W341(SQ,V) + (o, "'v‘Pm)“Km“(SO)] )

(S:,V)

Comme la suite (u;) converge faiblement vers u dans W3, ,(Vr), on a:
||u”W31+”(St,V) < jli}foo inf]|u; ||Wi+“(st,V)7
ce qui termine la preuve la preuve de (2-5)

THEOREME 2.3.— Soit T > 0. Soit a € V,?(V, m + 1) un opérateur hy-
perbolique sur V, (o, -.-pm) € Km+u(So). On suppose que a vérifie I’hypo-
thése de régularité et que les hypersurfaces Sy sont réguliérement spatiales
de caractére de régularité x. On suppose en outre :

Les variétés S, vérifient Uhypothése Hmyp.

Les fonctions |VEX|, |V*n| et |VR| sont bornées sur Vr pour 0 < k <
m+petd<e<m+u-—2

Alors, pour toute fonction v € Wﬁ (Vr), le probléme de Cauchy :

{au:v sur Vr,

u:goo,...,(')t(m)uzgom sur S,

a une solution et une seule u € W2, (V) et cette solution vérifie l'inégalité

(2-5).

Preuve.— Posons a = ) ax.V¥. On approche les données a,,41 et
k<m+1

les ay, dans V,/™*! et Wik respectivement par des suites am+1,; €t ak,; de
champs de tenseurs C* sur Vr, (¢o, ..., m) par une suite (Po j, ., Pm.j)
de D(S,) X ... x D(S,) dans Km4,(So) et v par une suite (v;) d’éléments
de CS°(Vr). D’apres le théoreme d’existence C*° de Leray, le probleme de
Cauchy :

{ajuj = v; dans Vp

— m —
Uj = Qo jy ey O Uj = P SUT Sy

a une solution et une seule u; € C3°(Vr). Le lemme 2.6 permet donc de
conclure.
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2.5.2. Equations quasi-linéaires

NOTATIONS ET HYPOTHESES

Soient m, p € N*, Q un ouvert de E = R xy T1(V) xv ... xy Tin(V),
Qs = QN ({z} x E;) et on suppose que Yz € V, (z,0) € Q.

Considérons le probléme de Cauchy quasi-linéaire :
a(z,u,...,. V™, V)u = b(z,u, ..., V™u) sur Vp
(2-8) (m)
U= Poyeees Op U= Py sUr Sy
On va résoudre (2-8) par approximations successives & partir du probléme
de Cauchy linéaire:
a(z,v,..., V™0, V)u = b(z,v,..., V™) sur Vr
U= Poyeeny 3t(m)u = Oy SUr S,
ol v est une fonction donnée sur Vr et u la fonction inconnue.

Si u est une solution de (2-8), alors le lemme 2.1 implique qu’on a :

Viu=V""oPy + Z V' 0Du. Ay, Vs €N,

1<r+g<s—1
i

pour toute place d’indices 7 = (71, ...,7p), p < s.

Sur S,, pour s < m, on a donc :

(%) Viu=V"p, + Z V' 0g-Argi
1<r+q§s—1
1

Les dérivées covariantes de u sur S, sont données par (*).

Soit ¥ 'application de S, dans E définie par ¥(z’) = (¢o(z'), ..., Ym(z))
ou les composantes de 1, sont données dans les cartes adaptées de V par :

k—|o] =T
(wk,a)zl‘.‘z‘k_w = Vil--.ik_m@lvl + Z <V ‘Pq'Arqi)
1<r+q<s—1
1

1. dko|o|

pour toutes places d’indices o tel que |o| < k.

On suppose dans la suite que Vz' € S, ¥(z') € Q.

- 578 -



Espaces de Sobolev

HYPOTHESES
(Hy) :a € Vﬁ""’(Q,m +1),be W3’°°(Q)
a est hyperbolique et les hypersurfaces S; régulierement spatiales.

(Hs) : Les variétés S, vérifient 'hypothese Hp, 4, et les fonctions |VEX]|,
|VEn| et [V¥R| sont bornées sur Vy pour 0 < k < m—+pet 0 <€ <m+p—2.

(H3) :n—1<2(p—1)

(H4) : ((1007 ey ‘pm) € ’Cm+u(So)

(Hs) : Q est tel que:

1l existe une constante C, > 0 telle que si (W, ..., W,,) € E et est dans
la fibre au-dessus du point = = (¢,z’) € V, si

Z Wi,o — ¥k,o(2')lg < Co, alors (W, ..., W) € Q.
|o|<k<m °

Wi, est le tenseur sur S, obtenu en mettant des zéros aux places d’indices
o et les indices ¢ = 1,...n — 1 aux autres places.

NOTATION. — Pour simplifier 1’écriture, nous noterons dans toute la
suite a(z, Viv(z), V) Popérateur a(z,v(z), ..., V™0(z), V) et b(z, Viv(z)) le
tenseur b(z,v(x), ..., Vv(x)).

LEMME 2.7.— Soit T, €]0,T]. Supposons donnée sur Vg, une fonction

v telle que Sup |[v|lw2  (s,,v) < +00 et telle que
¢ <To mts

(z,v(z),..., V™0(x)) € QVz € Vr,:
Alors, Y(@oy -y ©m) € Km+u(So), le probléme de Cauchy

a(z, Viv, V)u = b(z, Viv) sur Vr,
(2-9)
U= Po, ...,8t(m)u = @ sur S,

a une solution et une seule w € W3, ,(Vr,).

En posant M(t) = Sup HU”W2+ (S.,v): la solution u vérifie l'inégalité:
S e

lullwz, (s.,vy < F(2, M(2), M(0)),

ot F est une fonction continue de t, croissante de |t|, M(t), M(0) et qui
dépend en outre de:

lallyz=@mi1y: 10lwz@), 1(Potm)llicmin(se)s Nbllwz=(s,.q
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Preuve. — Par hypothese, v € W7, ,(Vr,). L'hypothése n — 1 < 2(u —
1) et le lemme 2.4 entrainent que a(z, V'v(z),V) € V2(V,,m + 1), est
hyperbolique et les hypersurfaces S; régulierement spatiales et
b(z, Viv(z)) € W2(Vr,), dott d’aprés le théoréme 2.3, le probleme (2-9) a
une solution et une seule u € W2, (Vr,) et cette solution vérifie 'inégalité

m+p
(2-5). On utilise ensuite le théoréme 1.4 pour conclure.

LEMME 2.8. — S0it (o, ..., m) € Km4u(So). Alors, il existe une fonc-
tion ¢ € W,%+M(VT) telle que sur S,, 6?‘)99 = x, VA =0,1,...,m et telle
que Sup [lgllwz  (s,v) < +o0.

|t|<T #

Preuve. — Prendre pour ¢ la solution du probléme (2-9).

LEMME 2.9. — Soit v une fonction définie sur Vp telle que

Sup |[v||Wz+ (S.,v) < +00. Posons M(t) = Sup Hvllwfn+ (S-,V)
lt|<T e N1 g

Si sur S, Ot(k)v = Bt(k)ga pour k < m, alors il existe une constante Cy ()
telle que Uinégalité |t|M(t) < Co(p) entraine
(z,v(z), Vo(x),..., V"0(2)) € Q.

Preuve. — L’hypothése n — 1 < 2(u — 1) implique qu’on a:

lvllwee, ,(s..v) < Cllvllwe

m+u(sf’v)’
d’ou, intégrant sur [0,¢], on a:
m+1

t
Z / |VEu(r,2')| dr < C1[t|M(t) ¥t €] — T, T|
¢=0 Y0

et la relation,

WV =Vt S V8,1V o,

s+s'<r—1
ot T désigne les coefficients de connexion de la métrique 9. On montre dans
t

[4] que I'hypothese (Hz) entraine que

{'v'“a};f vzl 1<u+v<m+pu—1

-
g9
t

sont bornés sur V.
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L’équivalence des normes

Z ‘V”agv

p+g<A

A

et > [V

£=0

et ’hypothese 8t(k) v = Bt(k)ap sur S, entrainent qu’on a:

Z,#@@m-#%w)

k+r<m

< Cult|M(t) ¥t €] — T, TY.

o Wl

D’autre part,

k—lol
wk,a = 7 Plo| + Z

1<r+g<k—1
i

<

(pq'Arqi

et
X =k—lo| 50 =T
Viu ="l Y VoA,

o
1<r+q<k—1
i

Z |VEu(t,2") — tr,0(2')|5 < Calt|M(2),
|o|<k<sm o

et 'hypotheése (Hs) entraine donc que si Cs|t|M(t) < C,, alors

(z,v(z),..., V™v(z)) € Q.

LEMME 2.10.— Les hypothéses étant celles du lemme 2.7. si v1 et v2
sont deux choizx de v, uy et uy les solutions respectives du probléme (2-9)
correspondantes, et si pourk < m+p—1, on a sur So: Vky, = Vku,, alors,
on a l’inégalité :

t
2 2
s =l s <C [ Ioa=aliia s,

ot C est une fonction continue de t, croissante par rapport & |t| et qui
dépend en outre de M(T), F(T, M(T),M(0)). |la, Q%> et ||b||Wﬁ.x(Q).

Preuve. — De I’hypotheése, u; — us est solution de 'équation :

a(z, Vive(z), V)u = bz, Viva(z)) — b(z, Vivi(z))
+la(z, Vivy(2), V) — a(z. V'va(2), V)]us,

avec données de Cauchy nulles sur S,.
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Compte tenu du fait que V*v; = V*u, sur S, pour k < m+pu—1,
'inégalité (2-3) et les théorémes 1.3 et 1.4 entrainent qu’on a :

lur —wzllwz  (s,v) < C’/O 8llw2.o (s, g llv1 = vellwz, (s, v)d7+
t
2,
€ [ oS os = valz,_ s,y
et I'inégalité de Schwartz permet de conclure.

Solution du probléme de Cauchy quasi-linéaire

Soit (o, -y Pm) € Km+u(So) et soit ¢ € W%+M(VT) la fonction intro-

duite au lemme 2.8. On prend comme premiére approximation u, = ¢ et
T, = T. Posons M,y(t) = Sup ||u0||Wz .(8,,v)- D'aprés le lemme 2.9, il

IrI<ltl
existe un réel T1 < T, tel que si [t| < T, alors (x, uo(z), ..., V™u,(2)) € Q,
et le lemme 2.7 entraine que le probléme:

a(z, Viue(z), V)u = b(z, Viue(z)) sur Vo,
U= P, ...,Bt(m)u = Qm sur S,
a une solution et une seule u; € W2 -t ”(VTI) telle que :

Mi(t) = Sup [lurllwz, (s,,v) < F(t, Mo(t), Mo(0)) < +o0.

ITI<[¢]

On construit ainsi une suite (T%) de réels strictement positifs et une suite

(uk) de fonctions de W2, (V) telles que :

- Mi(t) = Iigﬁl ||uk||w2 L(8.,v) < F(t, Mg-1(t), M_1(0)) < +o0 pour
[t] < Tk.
- 8((,£)uk = Bée)go sur S, pour £ < m
— ug, est solution du probléme de Cauchy :
{a(m, Viug—1(z), V)u = b(z, Viug_1(z)) sur Vp,

U= Po, .. 0(m) = (O, sur S,

= |t| < T—1 et |t|Mr—1(t) < Co(¢) implique |t| < Tk.
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- Si Vru = V> ug_q sur S, pour A < m+ u — 1, alors :
t
— 2 _ 2
luktr = ukllwz , (siv) S C/o lue = wk-1llwz (s, 04T

LEMME 2.11.— Sur S,, V ugyq = V> up, pourk > p et A <m+p—1.
Preuve. — D’apres le théoréme 2.3, ug4+1 — ug est solution du probléme
de Cauchy :

a(z, Viug(z), V)u = b(z, Viug(c)) — bz, Viuk-1(z))
+a(z, Viug—_1(z), V) — a(z, V'ur(z), V)]ur

Btwu =0sur S, pour A < m

Pour 1 < v < p— 1, le lemme 2.5 (appliqué pour ¢t = 0) entraine qu’on
a:

2 (s < C{Ible, Viur(@) — b, Viuroa@)llwz_s..v)

H(@(z, Viur-1(2), V) - alz, Vun(@), V)urlwz_s.v) |

luks1 — urllw2

et le corollaire 1.2 du théoréme 1.4 entraine qu’on a :

() luksr —ukllwz, s.,v)
< C(H“k”wglw(so,vy ”uk—l”WfMM(SO,V)) luk — uk-1llwz (s,

pour l<v<pu—1.

On fait dans (*¥) k = v+1 et on donne & v les valeurs successives 1, ..., u—1
et on a V u, 1 = V>u, sur S,. On fait ensuite dans (*) v = u— 1 et on
donne & k les valeurs successives 4+ 1, p+ 2,... et on a VX ur = Vg
sur S, pour k> pet A<m+pu—1.

LEMME 2.12.— 1) Il existe deuxr constantes M et T telles que
0< T € ... Ty € ... Ty < T, et telles que si |t] < T, alors
lurllwz, , (s.,v) < M VE.

2) La suite (ux) converge faiblement dans W7, ,(Vr..) vers une fonction
ue W2, ,(Vr,), solution du probléme quasi-linéaire.

Preuve. — 1) D’aprés le lemme 2.11, pour k& > u, Mj(0) est indépendant
de k, il existe donc une fonction F'(t, M) continue, croissante de |t|, et M,
qui ne dépend que du probléme de Cauchy posé, telle que :
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= My 41(t) < F(t, My(t)) < +oo pour |t| < Ty et k > p.
— F(0, M) ne dépend pas de M.
= Si [t| < Ty et [t|My(t) < Co(p), alors [t| < Tgi1.

On choisit M suffisamment grand pour que F(0, M) < M et ¢ suffisam-
ment petit pour que 0 < ¢’ < T, et M, ; < M. On choisit alors ¢ tel que
0 <<t et ML <Co(p) et F(¢,M) < M et on montre par récurrence sur
k que £ < T}, et My(¢) < M Vk > p.

La suite (T}) est décroissante et minorée par £ > 0, elle converge vers
T >0etonal< Ty < Tk, Vk.

2) Pour k > p les lemmes 2.10 et 2.11 entrainent:

9 AM2Ck—n|t|k—n

lluk+1 —ukllwz,(s.v) < TGl

d’ou la série de terme général |ug,; — Uk||w2+ L(8.,v) est uniformément
m4tpu—

convergente sur [—T,,Too] €t par conséquent, la suite (uy) est de Cauchy

dans W2, 1(Vr.) ; elle converge donc vers u € W2 1(Vr,) et

- b
|t|S<u£c [|uk U”Wiﬂ_l(st,v) converge vers 0. D’autre part ||uk“W,2,.,+u(VTx))

est borné, d’oli de la suite (u;), on peut extraire une sous-suite qui

converge faiblement vers u dans W2, ,(Vr, ), dot u € W2 +u(Vr) et

[lee|| vz ..(8:,v) est borné par une constante indépendante de ¢. Le théoréme
m+4p ’

1.4 et ses corollaires montrent que b(z, V'ui(z)) converge vers b(x, Viu(z))
et a(z, V'ug(z), V)ui converge vers a(z, Viu(z),V)u dans W2 _o(Vr,.) ;
u est donc solution du probleme de Cauchy (2-8). On utilise ensuite le
lemme 2.10 pour montrer 'unicité de la solution .

On a ainsi:

THEOREME 5.2. — Soient m. p € N*, Q un ouvert de
E=RxyTi(V) xv .. xy Tn(V), a € V2°(Qm +1) et b€ W22(Q).

Si les hypothéses (Hy), (Hs)...., (Hs) sont satisfaites, alors il existe un

réel To, €]0,T] tel que le probléeme de Cauchy :
a(z, Viu(z), V) = b(x, Viu(z)) sur Vp
{ U = o, oy Oy = ©m Sur S,
a une solution et une seule u € W2, +u(V1y ).
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