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Fibrations associées a un pinceau
de courbes planes®)

HELENE MAUGENDRE (), FRANGOISE MICHEL (?)

RESUME. — Soient f et g deux germes de fonctions analytiques & ’origine
dans C2 et N € N*. Nous calculons explicitement ’ensemble B des valeurs
atypiques du pinceau {f, = f+ag", a € C}. Avec notre description de B,
nous pouvons déterminer les valeurs irréguliéres a I’infini des applications
polyndémiales de C2? dans C (voir les exemples du chapitre 5). Nous com-
parons les fibrations de Milnor des germes f, du pinceau et nous exhibons
un facteur commun aux polyndmes caractéristiques de leurs monodromies.
Lorsque g = z, nous montrons que la répartition de la multiplicité par
dicritique est indépendante du paramétre a et nous décrivons la topologie
des membres génériques en fonction de la résolution minimale de f - z.

ABSTRACT. — Let f and g be two holomorphic germs at the origin in C2,
and let NV be in N*. We explicitly determine the set B of atypical values of
the pencil {f, = f +ag", a € C}. In section 5 we use our definition of B
to calculate the irregular values at infinity of a polynomial map from C2
to C. We compare the Milnor fibrations of the germs f,, a € C. We give
a common factor of the characteristic polynomials of the corresponding
monodromies. When g = z, we describe the topology of a generic germ of
the pencil in terms of the minimal resolution of f - z.

1. Introduction

NOTATIONS ET DEFINITIONS. — Si g; et g sont deux germes de fonc-
tions analytiques & l’origine de C?, la multiplicité d’intersection & I’origine
entre g; et g2 est notée (g1, 92)o-
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La multiplicité & 'origine de g; est notée (g1 )o.

Les germes g; et go sont topologiquements équivalents s’il existe un
germe d’homéomorphisme G : (C2,0) — (C2,0) de degré +1 tel que g; o
G= ga2.

Si g1 est un germe irréductible différent de z, une paramétrisation de
g1 est la donnée de m € N* et p(t) € C{t} tel que {g1 = 0} = {(t™, (t)),
t € C}, de plus on choisit m minimum. Le théoréme de Puiseux montre
Pexistence d’une telle paramétrisation.

La valuation en t de g2(t™, ¢(t)) est notée val;(g2(t™, ¢(t))). On rappelle
que, lorsque (t™,(t)) est une paramétrisation du germe irréductible g,
valy(g2(t™, ¢(t))) = (91, 92)o-

D’autre part une composante irréductible d’un germe de courbe est ap-
pelée “branche” de la courbe.

On note D" les boules de C™ de rayon ¢ et S2*~! leur bord.

Soient f et g deux germes de fonctions analytiques & singularité, non
nécessairement isolée, & origine de C2?, tels que f et g n’aient aucune
composante irréductible commune. Soient N un entier strictement positif
et @ un nombre complexe. Nous définissons f, : (C%,0) — (C,0) par
fa(z,y) = f(z,9) + a(g(z,y))"N. Nous considérons le germe d’application
analytique ®, = (g, f2) : (C?,0) — (C2,0) défini par :

(Da(x» y) = (g, fa)(z’y) = (g(a:, y)’fa(x> y))

Le germe @, est fini car g et f, n’ont aucune composante commune.

Le lieu des zéros D du déterminant D = (8g/8x)(8f/dy)—(8g/dy)(df /Ox)
de la matrice jacobienne de ®, est le lieu critique de ®,.

Le role de l'entier N, qui parait arbitraire dans la définition de f,, de-
viendra naturel dans I’étude détaillée des pinceaux de la forme f(z,y)+az™
(voir chapitre 4). De tels pinceaux déterminent le comportement & I'infini
des applications polynémiales P, de C? dans C. L’entier N est alors égal au
degré du polynéme P.

Par convention, nous choisissons des coordonnées dans C2? pour que

{z = 0} ne soit pas une composante de D U f~1(0).

ENONCE DES PRINCIPAUX RESULTATS.— Traditionnellement, I'ouvert
d’équisingularité du pinceau f + ag" est le plus grand ouvert U de C tel
que, quels que soient a,b € U, f, et f, ont méme type topologique.
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Ici nous construisons explicitement un ensemble fini B, de nombres com-
plexes, de la fagon suivante.

Considérons I’ensemble (éventuellement vide) des branches «v; de D, 1 <
J < k paramétrées par (t™7, ¢;(t)) telles que val, f((t™7, ¢;(t))) = N(g,7;)o-
Nous obtenons :

H(E™,0i(@) = bith e+ S o
12N(g,7j)o+1

g((t™, (1)) = dst @™ 4 N it
i2(g,75)o+1

Posons By = {——bjdj'N, 1<j<k}

Si f est non réduite ou s’il existe au moins une branche v de D paramétrée
par (t™,p(t)) telle que val, f((t™, ¢(t))) > N(g,7)o, alors B = B; U {0},
sinon B = B;.

Dans le chapitre 2 nous démontrons :

THEOREME 1. — L’ouvert C\B, est l'ouvert U d’équisingularité du pin-
ceau f +ag".

L’existence d’un tel ouvert est connue depuis O. Zariski (voir [Z] mais
aussi [T1]). Dans [L-W], D.T. Lé et C. Weber donnent une caractérisation
de P’ensemble fini C\U en fonction de la résolution minimale du pinceau.

Le théoreme 1 présente 1’avantage de déterminer B algorithmiquement
a partir de f et g sans référence au parameétre a. Il fournit aussi la car-
actérisation implicite suivante de U : “le paramétre a appartient & U si et
seulement si la multiplicité d’intersection de f, avec chaque branche de D
est minimale.”

Ensuite nous comparons les fibrations de Milnor des membres du pinceau
f + ag" et nous déterminons un facteur commun aux polyndmes caracté-
ristiques des monodromies associées.

Plus précisément, pour a € C* et € suffisamment petit, nous considérons
la. décomposition minimale de Waldhausen U Vs de S? admettant les com-
finie
posantes de ’entrelacs de ff,g pour feuilles de Seifert. A chaque variété
de Seifert Vs nous associons I'invariant topologique ¢(.S) (voir définition 5
paragraphe 3.1).
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THEOREME 2. — Pour tout a € C*, si N > ming(S), la variété de

Waldhausen WV = U Vs satisfait les propriétés suivantes :
q(S)<N

1. o = fo/lfal) : WN — S" et o = f/|f], : WN — S sont des
fibrations isomorphes ;

2. si F)Y est une fibre de ¢,, alors X(FN) = (g, fa)o — (fa. V)0 o
X(FN ) est la caractéristique d’Euler de FN, et TN est le produit des
composantes v de D telles que (f,7)o/(g,7)o <N ;

3. la résolution minimale de f - g définit un ensemble fini In et des en-
tiers positifs vy, vi(fa), et valg, (fa) ot i € In, tels que le polynéme
AN (t) défini par :

Ag[(t) =(t"™ — 1) H (t’l)alrz,i (fa) _ 1)vi(_f“)..2
i€IN

soit le polynéme caractéristique de la monodromie de fN. De plus,
AY divise le polynéme caractéristique de la monodromie de f et celus
de la monodromie de f,.

La variété W est construite (3.2 et 3.3) & I’aide du carrousel de Lé
(voir [L1]). Le théoréme 3 (3.3) montre que @, est une “sous-fibration de
Milnor” commune & tous les membres du pinceau et entraine les points 1 et
2 du théoreme 2. Le point 3 du théoréme 2 est démontré au paragraphe 4.1
(proposition 6).

En toutes dimensions, C. Caubel ([C1], [C2] et [C3]) étudie les fibrations
de Milnor des pinceaux de germes d’hypersurfaces et retrouve, en particulier,
les résultats de I.N. Iomdine, D.T. Lé, D. Siersma, M. Tibar (voir [I], [L2],
[S], [Ti]) qui concernaient les pinceaux de la forme f(2o, ..., 2n) + az{ avec
N “grand”. Pour d’autres familles voir aussi [Sc].

Lorsque I'on considére les valeurs atypiques & l'infini des applications
polynémiales de C? dans C, on est amené i regarder des pinceaux de la
forme f(r,y) + ax’¥. C’est pourquoi, au chapitre 4, nous faisons une étude
détaillée de ce pinceau au moyen de la résolution minimale de f - z. Les
résultats de ce chapitre 4 se généralisent directement aux pinceaux f +ag’v
lorsque g est irréductible. Au chapitre 5 (exemple 3) nous donnons des
exemples de détermination des valeurs atypiques & l'infini d’une application
polynémiale de C? dans C.

Pour les pinceaux f(z,y)+az™, {g(S)} est ’ensemble des quotients po-
laires de f pour la direction z (voir LMW1]). En 4.2 et 4.3, nous supposons
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N > min{q(S)}. Pour tout a € C*, nous considérons la résolution minimale
m du germe produit f - f, - . Nous notons A(f - f, - z) I'arbre orienté qui
représente 7. Etant donné un sommet dicritique S de A(f - fo - z) (voir le
corollaire 7 du paragraphe 4.2), nous notons ¢ ’aréte qui arrive en S. Pour
tout b € C, fp désigne le produit (avec multiplicité) des composantes de
fb dont la géodésique passe par € (voir le paragraphe 4.3). Nous montrons
(proposition 9) :

(fo,e, )0 = (fa,e» T)o, quel que soit b € C.

Cette égalité est non trivale si b appartient a B. Elle montre que la “répar-
tition de la multiplicité” par dicritique est indépendante de la valeur du
paramétre a de la déformation f(z,y) + az®. Ceci limite les variations de
la topologie des fibres spéciales et s’applique en particulier aux singularités
4 l'infini des applications polynomiales de C2? dans C.

Ensuite, pour tout a € U, nous déterminons, dans les théorémes 4 et 5
du paragraphe 4.4, ’arbre de la résolution minimale de f,-z et de f- f, -z
a partir de celui de f - z.

Les pinceaux f(z,y) +azx™ lorsque N < min{q(S)} sont dits dégénérés.

Ils sont étudiés au paragraphe 4.5.

2. Caractérisation des valeurs atypiques

Considérons ’ensemble fini B et 'ouvert d’équisingularité U = C\B
définis dans ’introduction.

DEFINITION 1. — Sia € U, a est une valeur réguliére du pinceau et f,
est un germe générique du pinceau.

Si b € B, b est une valeur atypique du pinceau et fy, est un germe spécial
du pinceau.

DEFINITION 2. — La courbe jacobienne de (g, f,) est l’adhérence du lieu
critique de ®, auquel on enléve les éventuelles branches de (f, - g)~*(0).

On obtient donc, pour tout a € C, I'y = D\({fo - g =0} N D).

La courbe discriminante A, est l'image de Ty, par Uapplication ®,.

REMARQUE 1. — Pour a € U, f, est a singularité isolée a l’origine et
T, est alors constituée de la réunion de la courbe jacobienne 'y de (g, f) et
des éventuelles composantes non réduites de f~1(0).
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Soient (u,v) les coordonnées complexes de ®,((C?,0)) et § une branche
de A,. Alors il existe un nombre rationnel gs/ps strictement positif
(pged(gs, ps)=1), un entier m > 0 tels qu'un développement de Puiseux
de 6 soit donné par :

u=v9/7 (a4 3 gob/m
keN=

avec a € C* (car {u = 0} n’est pas une branche de A,) et B, € C.

DEFINITION 3. — L’ensemble des quotients jacobiens de (g, f,) est l’en-
semble Q, des nombres rationnels ps/qs associés aux branches 6 de A,.

Si g est une forme linéaire, Qo est l’ensemble des quotients polaires de
fa pour la direction g.

Cet ensemble est un invariant du type topologique de la paire de ger-
mes (g, fo). Lorsque g est une forme linéaire transverse & f voir [L-M-
W1], sinon voir [Ma2]. La proposition suivante qui nous sera utile pour
les démonstrations se vérifie facilement (voir [L-M-W1] ou [Ma2]) :

PROPOSITION a.— L’ensemble Q, est égal & l’ensemble constitué des
nombres rationnels gy(fa) = (fa,7)o/(9,7)0, 0t 7y est une branche de T'y.

REMARQUE 2. — Si une branche v de T', (a # 0) n’est pas une branche
de Ty, alors~y est une branche de f~1(0) et correspond a un quotient jacobien
égal a N pour (g, fa).

PROPOSITION 1. — Si p/q appartient ¢ Qo et p/q < N alors p/q appar-
tient & Q, quel que soit a dans C. De plus, sia € U, alors mazQ, < N.

Démonstration. — Comme p/q < N, toute branche v de I'y de quotient
p/q est une branche de I',. On doit vérifier que le quotient est le méme pour
ToetI'y.

On a fu(z,y) = f(z,y) +a(g(z,y))V. Si (t™,p(t)) est une paramétrisa-
tion de 7, on a (fa,7)0/(97)o = val:(fa(t™, p(t)))/vals(g(t™, ¢ (2))) et

(fas Mo/ (9: 7)o = vale(F(E™, 0(2)) + alg(t™, o (1)) /vale(9(t™, (1))

Si valy(f(t™, ¢(t)))/vali(g(t™, ¢(t))) < N, c’est-a-dire si le quotient ja-
cobien de f associé & <y est strictement plus petit que N, alors le quotient
jacobien pour f, associé a v est le méme que celui de f.

Un calcul analogue montre que si a € U alors maxQ, < N. 0
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Nous appelons QY le sous-ensemble de Q, défini comme suit :

QY = {ps/as € Qa tels que ps/gs < N}.

Nous notons AY I’ensemble des branches de A, dont le quotient jacobien
associé appartient & QY. La proposition 1 implique :

COROLLAIRE 1. — Si N est strictement supérieur au plus petit quotient
jacobien de (g, f), alors, pour tout a € C, l'ensemble QY n'est pas vide, de
plus, QY = Qf'.

On va relier ’ensemble des valeurs atypiques B, défini dans I'introduction,
a la courbe jacobienne et aux quotients jacobiens de (g, f).

REMARQUE 3. — 1. Les définitions de B et de Qo impliquent que si N
n’appartient pas & Qo, alors, soit B est vide, soit B = {0}.

2. S’il existe b € C tel que f, soit non réduite, alors b € B. En effet, si
= 0 et si f, n'est pas réduite, c’est par définition ; si b # 0 et si f, nest
pas réduite, alors f,~ 1(0) et D ont une branche commune paramétrée par

(t™, ¢(t)), et fo(t™, @(t)) = 0, donc f(t™,p(t)) + b(g(t™ p(t))N =0, ce
qui tmplique b € B.

PROPOSITION 2. — Il eziste b € C tel que maz Qp = N si et seulement
si B # 0. Dans ce cas on a Q, = Q) U{N} quel que soita € U.

Démonstration. — Supposons qu’il existe b € C avec max Qp = N,
alors il existe une branche v de I', paramétrée par (t™,p(t)) telle que
valy fo(t™, ¢(t)) = N(g,7)o- On a aussi val,f(t™,¢(t)) = N(g,7)o. On a
ainsi fp(t™, p(t)) = ct™ + Z cit', c # 0.

i2n+1

On développe g(t™, ¢(t)) = dt97o 4 Z d;t'.
i2(g,7)o+1

Deux cas sont a considérer :

1. Si n > N(g,7)o, alors f(t™,p(t)) = —bdNtNV(97o 4 . et donc b € B.
2. Si n = N(g,7v)o, alors f(t™,¢(t)) = (c — bdN)tNV(eMo 4

Si ¢ # bd", alors b — cd™" € B.

Enfin si ¢ = bd", alors 0 € B car, soit on a f(t™,¢(t)) =0 et f est non
réduite, soit val; (f(t™,p(t))) > N(g,7)o et max Qo > N ; dans tous les
cas 0 € B par définition.
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On vient de montrer que s’il existe b tel que max Qp > N,on a B # (.

Si By # 0, alors max Q, > N pour tout a ¢ B;. Dans ce cas la propo-
sition 1 et le corollaire 1 impliquent Q, = QY U {N} pour tout a € U.

Sinon, B = {0}, et alors, soit f n’est pas réduite et donc Q, = Q¥ U{N}
pour tout a # 0, soit max Qo > N et alors il existe une branche ~ de
Ty paramétrée par (t™,p(t)) telle que val, (f(t™,0(t))) > N(g,7)o- Par

conséquent pour tout a # 0, val; (fo(t™,¢(t))) = N(g,7)o et Qo = QY U
{N}. O

La proposition 2 implique en particulier :

COROLLAIRE 2. — 8i B =0 alors Q, = Qo = Q{)V quel que soit a € C.

Démonstration du théoréme 1.— Comme a ¢ B, f, est réduite. Si
fo n’est pas réduite, alors b € B (d’aprés la remarque 3) et f, n’est pas
topologiquement équivalent a f,.

Maintenant il suffit donc de considérer le cas ol fj est réduite. Sic € C,
le germe jacobien I de (g, fec) est le produit des composantes de D qui ne

n

divisent pas g - f.. Si f, et fp sont réduites on a o =T = Hﬁ/i", ou les
et

germes irréductibles 4; et 4; sont distincts pour i # j.

Dans [Ma2], on montre que pour tout ¢ € C, il existe €,8,7, 0 < n K
6 < ¢ suffisamment petits tels que la restriction f;| de fc & X, = f& 1(S,%) N
g~ }(D?%) N D? soit (& isotopie pres) la fibration de Milnor de f. C’est une
version particuliére de la fibration de Milnor construite & partir du carrousel
de Lé. On note F, une fibre de f|. Comme dans [L1] on a:

X(Fa) = (g,fa)O - (f‘aafa)Oy

X(Fy) = (9, fo)o — (Cs, fo)o-

Comme fo(z,y) = fo(,y) + (a = b)(9(z,9))", on a (g, fa)o = (g, fo)o quel
que soit b € C.

D’autre part,

(Car fado = Y ki(%, fa)o et (Ts, fo)o = (Ta, fodo = Y ki(%i, fo)o

i=1 =1
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Soit (t™:, p;(t)) une paramétrisation de 4;. On a. :

oy = U (0)
e (9%

. ¥i)o
() _ val(fa(t™, ¢i(8)) + (b — a)g(t™, p() V)
gy (fo) = (9,320

Comme a € U, max @, < N (voir la proposition 1). Si g,,(fs) < N, par
(*), on a (%, fa)o = (Fi: fo)o-

Par conséquent :

1. sib¢ B, max Qp < N et (Lo, fa)o = (I‘b,fb)o De plus, f, et fp
sont & singularité isolée et en particulier F, et F}, sont connexes.
Donc x(Fs,) = x(Fp) implique rangz H(F,,Z) =rangz H;(Fy, Z). Le
théoréeme de p-constant pour les germes de courbes ([L1]) implique
alors que f, et fp sont topologiquement équivalentes ;

2. si b € B et f, est réduite, il existe des composantes irréductibles
Yigs s ¥i, de Ty = T'p telles que 5, (fo) > N = 2 (fa). Alors
(ﬁhfa)ﬂ = (’?iafb)o si 4 ¢ {Z],] =1,. S} et (,ufa 0= N(g771,)0 <
(% fo)o sii € {ij,7 =1,...,s}. Donc x(Fb) < x(F,), ce qui implique
que f, et fp ne sont pas topologiquement équivalentes. 0

Commentaires.— On peut montrer topologiquement, sans utiliser le
théoréme pu-constant, que si b ¢ B alors f, et f, sont topologiquement
équivalentes. Au paragraphe 3.2, la construction de la décomposition min-
imale de Waldhausen pour f, et f, donne, entre autre, une telle preuve
topologique directe.

3. Fibration commune
aux germes du pinceau f(z,y) + a(g(z,y))"

3.1. Graphe coloré de la décomposition minimale de Waldhausen
de S3 pour - f,-g

Soit £ un germe de fonction analytique & I’origine de C2.

DEFINITION 4. — Une décomposition de Waldhausen de S2 pour £ est
une décomposition de S3 en une réunion finie de variétés de Seifert (variétés
connezes qui sont munies d’un feuilletage orienté en cercles) telle que les
composantes de l'entrelacs orienté et pondéré Ky, = £71(0) N S2 soient des
feuilles de certaines de ces variétés.
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REMARQUE 4. — Deux variétés de Seifert d’une telle décomposition
s’intersectent en au plus un tore.

Le graphe de Waldhausen associé & une décomposition de Waldhausen
de S2 pour £, noté G(£) se construit comme suit.

Chaque sommet S de I’arbre correspond & une variété de Seifert Vs de
la décomposition de Waldhausen de S2 pour £ considérée. Deux sommets
sont reliés par une aréte si les variétés de Seifert qui leur correspondent
s’intersectent (toujours suivant un unique tore).

REMARQUE 5. — Comme le graphe G(£) représente une décomposition
de Waldhausen de S2, G(¢) est un arbre.

Soit a € C\{0}. Pour la construction de G(f - fa - g), on met autant de
flaches rouges (respectivement bleues, respectivement noires) & un sommet S
qu’il existe de feuilles de la variété de Seifert Vs (correspondant & ce sommet)
qui sont des composantes de K, (respectivement K7, respectivement Kj).

DEFINITION 5. — Si S est un sommet de G(f- fa- g), le quotient topolo-
gique de S pour f, (respectivement f), noté gq(S) (respectivement q(S))
est égal & L(Kj,,p)/L(Ky,p), (respectivement L(Ky,p)/L(Kq,p)), 0 p
est une feuille de la variété de Seifert Vg et L( , ) désigne le mombre
d’enlacement dans S3.

3.2. Obtention de la décomposition minimale de Waldhausen de
S3 pour f - f, - g via le carrousel

Dans ce paragraphe, N > min Qo et a € C\{0}. Le cas N < minQp est
dégénéré et traité au paragraphe 4.5.

D’aprés [Ma2], nous savons qu'il existe des réels strictement positifs
n,0, € vérifiant 0 < n < 6 < &, tels que pour Eq = [(f71(S3) N g~ (D)) U
(f71(D2) N g1(S3))] N D? on a le résultat suivant :

THEOREME b.— Il existe €,0,n des réels suffisamment petits, avec
0 < n <0 < ¢ tels qu’il existe un difféomorphisme (a coins) ¥ de
¥, sur S3 tel que \II(K?‘“) = Ky, \II(K}:;") = Ky, et ¥(Ky°) = K4 ot
K7« = f710) N T, Kfo = f71(0)N T et Kg» = g71(0) N T

Par conséquent, établir la décomposition minimale de Waldhausen de S3
pour f - f, - g revient & isotopie prés & construire la décomposition minimale
de Waldhausen de £, pour f- f, - g.
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Quitte & diminuer 7, 6, ¢, nous pouvons les choisir de sorte que l'inter-
section de A, avec le bord de D3 x D?, soit contenue dans D2 x Sa.

Par ailleurs, soit A, ; la réunion des composantes irréductibles de A,
qui admettent p;/g; pour quotient jacobien, 1 < i < k. Il est facile de
constater, 4 'aide des développements de Puiseux des branches de A,, que,
plus le quotient jacobien augmente, plus la tresse Ka, ; = Aq; N (D2 x S,l,)
s’éloigne de I’ame de (D} x S}).

Par conséquent, il existe un réel strictement positif ', 0 < ' < 0 tel
que :
(g U, ({f =0})) N (Dj x S53) = AY N (D x Sp).

REMARQUE 6. — La courbe {au? = v} est une branche de A, si et
seulement si f est @ singularité non isolée a 'origine.

On écrit
{N}UQa ={pi/ai,i =1,...,k, (Pi/@) < (Piv1/¢i+1), P-g-c.d. (pi, @) = 1}.
REMARQUE 7. — Il existe m, 1 < m < k, tel que ppmy1/qm+1 = N.
D’aprés [L-M-W1], chapitre 2, nous avons le résultat suivant :
LEMME c.— Il existe des réels x et 0;, 1 <1<k, avec 0 < a K 61 <
0y < --- < O tels que si :

Zy = (Dj, x Sp)\(DZ x8y)

Z; = (D, x SH\(Dj,_, x5;),2< i<k,

alors Ka, N Z; = Ay N (D3 x S))NZ; = Ka,;, pour tout i # m +1, et
(Ka, U{auN =v}) N Zmi1 = (Aa U B ({f = 0})) N (Df x S%) NZmi1 =
KAa,m-H U @a(Kf").

Les Z; sont appelées les zones jacobiennes.
On peut choisir 6’ tel que D3, x S} = (U~ Z:) U (D2 x S}).
Construction

Le moyen d’obtenir la décomposition minimale de Waldhausen de X,
pour f- fq - g est le suivant. Nous savons que la restriction @|z, de ®, & X,
est un revétement ramifié qui admet I'; N3, et les éventuelles composantes
non réduites de K, g4 pour lieu de ramification et Ko, = A, N (D x S}),
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union {0} x S} (respectivement S} x {0}) si g (respectivement f,) est non
réduite, pour valeurs de ramification. Nous construisons la décomposition

minimale de Waldhausen de (D3 x S})\(D2 x S}) qui admet les composantes
de Kao, U® (Kf ) = Ka, U ({au" = v} N (D} x S})) pour feuilles. Par
prolongement des feuilletages aux tores pleins D2 x S} et S} x DZ, on obtient
la décomposition minimale de Waldhausen de (D2 X Sl) U] (STi x D2) qui
admet Ka, U ({au™ = v} n (D3 x 8})) U ({0} x S3) U (S5 x {0}) pour
feuilles. Comme les valeurs de ramification de @z, constituent une réunion
de feuilles, le pull-back de la decompos1t10n minimale de Waldhausen de
(D3 x SE)U (S} x D2), qui a Ka, U ({au = v} N (Dg x S3)) U ({0} x Sp)uU
(S5 x {0} pour feullles, fournit une décomposition de Waldhausen (non
nécessairement minimale) de L, pour f- f, - g-T's, & partir de laquelle il
est facile d’obtenir une décomposition minimale de Waldhausen de £, pour
f- fa-g, comme décrit dans [Ma2] (ou [L-M-W1] pour g forme linéaire
transverse a f).

REMARQUE 8. — Etant donné une variété de Seifert S5 de la décompo-
sition minimale de Waldhausen de £, pour f - f, - g décrite ci-dessus, nous
posons Vg = ¥(Zg). Les variétés de Seifert Vs ainsi obtenues fournissent
une décomposition minimale de Waldhausen de S2 pour f - fo - g. Notons
G(f - fa - 9) le graphe de Waldhausen de cette décomposition.

COROLLAIRE 3. — 1. QU{N} = {q.(S) ot S parcourt les sommets de

G(f “fa- g)} 3
2. Qo U {N} = {q(S) ot S parcourt les sommets de G(f - fa- 9)} ;
3. Si S est un sommet de G(f- f,-g) tel que g(S) < N alors q(S) = ga(S5).

Démonstration.— Soit p une feuille réguliecre de Vs. II existe
i e {1,...,k} tel que ¥~1(p) appartienne & Z;. Compte-tenu des propnetes
du dlﬁeomorphlsme U et du fait que ®, induit un revétement fini de ¥=1(p)
sur ®,(¥~1(p)),on a: _
(K, p)/L£(Kgp) = £(S} % {0}, 8a(¥~1(0)))/L({0} x 52, 8a(¥~(p)) =
pi/qi, ou L( , ) est le nombre d’enlacement dans la sphere (D} x S}1)U(S; x
D2). D’ou le 1 et par symétrie le 2.

Le 3 est conséquence de 1 et 2 et du fait que si ¢(S) < N alors Vg
rencontre au moins une composante v commune a I'g et Iy, de sorte que
q(S) = ¢a4(S) par la proposition 1 et la proposition a. O
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3.3. Résultats

Comme au paragraphe 3.2, nous supposons ici que N > minQg et
a € C\{0}. Ceci implique que la variété TV, définie ci-dessous, contient
<I>|”Ela (Z1), et comme dans [Mal], on peut voir que % n’est pas une réunion
de tores pleins, voisinage tubulaire de K, dans %,.

DEFINITION 6. — On appelle =N la réunion des variétés de Seifert g
de la décomposition minimale de Waldhausen de ¥, pour f- f, - g (obtenues
en 3.2) qui sont telles que q(S) < N et on pose WN = ¥(TV).

THEOREME 3. — Les fibrations po = fo/|fal] : WN — S' et ¢ =
F/1fl,: WN — ST sont isomorphes.

Démonstration. — Le carrousel de Lé (voir [L1]) implique que les fibra-
tions de Milnor pour f et f, se restreignent 8 W. Donc ¢, et ¢ sont des
fibrations.

Notons 7;, 1 < j < I, les composantes de bord des morceaux seifertiques
de WN.

La fibration ¢, (resp. ¢) induit un homomorphisme v, ; (resp. ¥;) de
Hy(74,Z) sur Z et un homomorphisme 1, (resp. ¥) de H,(WN,Z) sur Z.
Si C est une courbe fermée simple sur 7;, alors 1, ;(C) (resp. ¥;(C)) est le
nombre d’enlacement dans S2 de C et de K, (resp. de C et de K) noté
L(C,Ky,) (resp. L(C, Ky)).

Comme WV est une variété de Waldhausen dans S3, si 9, ; = ¥; pour
tout j dans {1,---, 1}, alors 9, = 1 et les fibrations ¢, et ¢ sont isomorphes
(voir [E-N], p. 34).

Le théoréme 3 se déduit donc du lemme suivant :

LEMME 1. — On a Uégalité v, ; = 9;.

Démonstration. — Dans la décomposition de Waldhausen de S2 pour
f - fa - g, construite (en 3.2) & partir du carrousel, 7; est l'intersection de
deux variétés de Seifert V}, et Vj, telles que ¢,(S;,) < ¢2(S;,) < N. D’apres
le 3 du corollaire 3 et la définition de W, on a g,(S;,) = ¢(S},) < ¢a(S;,) =
q(Sj,) < N. Sur 7; soient p; une feuille de Seifert de Vj, et p> une feuille
de Seifert de Vj,.

On obtient alors v ;([p1]) = a(S;,) - L(p1, Kq) = q(S;,) - L(p1,Kg) =
¥;([p1]) et de méme g, ;([02]) = ¥;([p2])-
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Comme ®,(¥~1(p;1)) et ®,(¥~1(pz)) sont des feuilles de Seifert qui ap-
partiennent & des zones jacobiennes différentes, leurs classes engendrent un
sous-groupe d’indice fini dans H;(®,(¥~1(7;)),Z) ; il en est de méme pour
les classes de p; et po dans Hy(7;,Z), d’ou le lemme. O

On choisit une fibre F, de la fibration de Milnor f,/ | fs |: S3\ Ky, —
S1. On rappelle que FN = F,n W,

PROPOSITION 3. — Le morphisme Hy(FN,Z) — H,(F,,Z) induit par
Utnclusion est injectif.

Démonstration. — Par construction ¥=1(FN) est un morceau de la fil-
tration de la fibre de Milnor obtenue par le carrousel de Lé. Par conséquent
(voir [L1]), il existe une monodromie h : F, — F, de f,/ | fo | qui
se restreint en une monodromie de ¢, sur F, et F, est obtenue (a type
d’homotopie pres) & partir de F¥ en ajoutant des anses d’indice un. O

Notons AN (t) (resp. A4(t)) le polynéme caractéristique de ’endomor-
phisme induit par la monodromie de ¢, sur H;(FN,Z) (resp. par la mon-
odromie de f,/ | fo | sur H1(Fy,Z)).

COROLLAIRE 4. — Pour tout a € C, AN(t) = A} (t) divise A, (t) et
Ao(2)-

Dans la section 4.1, on obtient une formule explicite pour ALY (t) & partir
de la résolution minimale de f, - g (voir la proposition 6). Au paragraphe
4.1 nous utiliserons la proposition suivante pour calculer AY (¢).

PROPOSITION 4. — Soit A une composante conneze de T,\IV et soit

]
Ua un voisinage tubulaire de AN (K }:“ UK?:“). Alors A= A\U4 n’est ni un
tore plein ni un tore €paisst.

Démonstration. — Comme A se surjecte par ®, sur (U;?:m +12Z;)U(S§ x
Df,), A a une composante de bord commune avec TN, et A contient au

. . >
moins une composante de K}:“ et au moins une composante de K. Par

(o]
conséquent, 4 a au moins trois composantes de bord. O

COROLLAIRE 5. — Si une variété de Seifert Vs de la décomposition
minimale de Waldhausen de S2 pour f - f, - g rencontre Ky ou Kjy,, alors
q(S) = N et ga(S) =2 N.

Démonstration. — La décomposition minimale de Waldhausen de A est
non triviale et ne contient que des variétés de Seifert Vi telles que g(S’) > N
et ¢.(S') > N. O
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COROLLAIRE 6. — Si N est strictement supérieur au plus grand quotient
Jjacobien de (g, f) alors, pour tout a € C, AL (t) = Ao(t) divise Ag(t).

Q -
Démonstration. — Soit A comme dans la proposition 4. Notons A la

o
variété de Waldhausen obtenue en ajoutant & A les composantes connexes
de U4 qui contiennent une composante de K ¢ ; A a au moins deux com-
posantes de bord donc ce n’est pas un tore pleln

Si A n’était pas un tore épaissi, A contiendrait un morceau seifertique
essentiel V' dont le quotient topologique serait supérieur ou égal & N. Par
[Ma2] ce quotient serait un quotient jacobien pour (g, f), ce qui contredit
P hypothese A est donc un tore épaissi. Donc =V a le type d’homotopie de
b \K ¢. La fibration ¢ est alors homotope 4 la fibration de Milnor de f.

O
4. Point de vue de la résolution minimale

4.1. Résolution et calcul de AY(t)

Appelons 7 la résolution minimale de f - f, - g & 'origine de C2, a # 0.
Le diviseur exceptionnel 7~1(0) est constitué d’une réunion finie de com-
posantes irréductibles notées E;,i € N. La transformée totale de C =
(f - fa - 9)71(0) est #71(C) et la transformée stricte de C est adhérence
de 7=1(C\{0}). Une composante irréductible de la transformée stricte in-
tersecte une unique composante E; du diviseur exceptionnel en un unique
point.

On définit ’arbre de la résolution minimale de f- f, - g, noté A(f- f. - g),
comme suit.

Chaque E; fournit un sommet S; de P’arbre. Si deux composantes E; et
E; s’intersectent alors on relie les sommets S; et S; par une aréte. On attache
autant de fleches & un sommet S; qu’il existe de composantes irréductibles
de la transformée stricte de C qui rencontrent E;.

On factorise en produit de facteurs irréductibles premiers entre eux f -
farg =115 =1 Zj’ et on pondére par s; la fleche qui représente la transformée
stricte de ¢;.

DEFINITION 7. — La valuation valg,(£) de la composante irréductible E;
pour un germe £ & l'origine de C? est l’ordre de £ o m le long de E;.

Pour calculer valg, (£), on considére un germe de courbe lisse ¢; trans-
verse & E; passant par un point générique p de E;. Un tel germe de courbe
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est appelé une curvette de E;. On paramétrise 7(c;) par (t™,(t)). La val-
uation valg, (£) est la valuation en t de £(t™, ¢(t)).

Chaque sommet S; de I'arbre A(f - f, - g) est pondéré par les deux quo-
tients suivants : qs; (f) = Va'lEi (f)/va‘lE; (g) et gs; (fa) = ValEi(fa)/valEi (g)

Notons Q(f) = {gs;(f) ol S; est un sommet de A(f- fo-9)} (resp. Q(fa) =
{gs.(fa) ot S; est un sommet de A(f - fs - g)}).

PROPOSITION 5. — 8% gs,(f) < N alors gs,(fa) = gs.(f) < N, et de
méme, si qs,(fa) < N alors gs,(f) = qs,(fa) < N.

Démonstration. — Soit c; est une curvette de E; dont une paramétri-
sation de Puiseux de 7(c;) est donnée par (t™,¢(t)). On a ¢s,(f) = val;

(FE™, 0(t)))/vale(g(t™, ¢(t))) < N, d’ou :
(x) vals(f(t™, ¢(2))) < val:(g(t™, ¢(t)))N.

On calcule gs,(fa) = vale(fa(t™, ©(t)))/vale(g(t™, (1)), i-e gs,(fa) =
valy (F(t™, o(t)) + a(g(t™, ©(t)))N)/vale(g(t™, ©(t))).

D’aprés (*) on obtient gs,(fa) = val(f(t™, (t)))/val(9(t™, ¢(t))), d’o
le résultat.

Méme résultat lorsque 'on suppose vali(fo(t™,¢(t))) < valg(g(t™,
p@))N. O

DEFINITION 8. — La valence v; d’un sommet S; de A(f - fa-g) est égale
& la somme du nombre d’arétes et de fleches qui rencontrent S;. De plus,
vi(f) (resp. vi(fa)) est égal a la somme du nombre d’arétes et de fléches
qui représentent des composantes la transformée stricte de f (resp. fo) et
qui rencontrent S;.

REMARQUE 9. — On rappelle que la décomposition minimale de Wald-
hausen de S2 pour f - f, - g peut étre obtenue & partir de l’arbre pondéré
A(f - fa-g). A chaque sommet S; de A(f - f. - g) de valence v; > 3 cor-
respond un sommet S(i) de G(f - fo - g) et on a q.(S(?)) = g¢s,(fa) et
q(S(2)) = ¢s,(f)- De plus, st un sommet S; de A(f- fq-g) est tel que v; >3
et gs,(f) < N, on a, par le 3 du corollaire 3, qs,(fa) = gs.(f) < N et, par
le corollaire 5, vi(fa) = vi(f). De plus Qo C Q(f) et Qa C Q(fa). Donc
minQ(f.) <minQ,. A partir de maintenant et jusqu’d la fin de 4.4, on
étudie les pinceauz avec N > minQ(f). Vu que minQ(f) < minQo, le cas
N <minQ(f) fait partie des cas dégénérés traités en 4.5.

PROPOSITION 6. — Supposons N > minQ(f,). Appelons I l’ensemble
des indices i des sommets S; de A(f - fo - g) tels que gs,(fo) < N et Dy
l’ensemble des indices i des sommets S; tels que gs,(f,) = N.
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Le polynéme A (t) = (™7 - D], N(t""l’fi o) _ yuilfa)=2_ o) ry =
pPcmyer, upy (ValE; (fa)), est un facteur commun auz polyndmes caractéris-

tiques de la monodromie de f et de f,.

Démonstration. — Soit £ = (f o m)"}(S}) N U ot 7 est suffisamment
petit et U est un “bon” voisinage de 7~1(0). Soit F, une fibre de Milnor de
la fibration fyomsz : £ — S1. A tout sommet S; de A(f- fa-g) correspond
un morceau F; de £, défini comme dans [D-M] section 1.8. On construit
une monodromie h, : F, — F, qui se restreint en un difféomorphisme
h; : F; — F;. On considére malntenant FN = U F;.

i€IN

La remarque 9 implique que F‘N est isotope & la fibre FV considérée
dans la proposition 3 du paragraphe 3.3. Donc le polynome AN (t) est le
polynéme caractéristique de ’endomorphisme de H W(FN,zZ) mdult par la
restriction de h, 3 FN.

On a la suite exacte suivante de Mayer-Vietoris :

(1) ... — 0= Hy(FN) —

& zé} Hl(anF) — 6‘LEINI-II(F’i) I Hl(FN) -
1.7 N

& z<} HO(F OF ) B 69zEINIJO(F) —"HO(FN) —0
uje N

On note respectivement Py (t), AN (t), Pi(t) et AN (¢ ) les polynémes car-
actéristiques de la monodromie sur ®;e 1y Ho(F; )5 Ho(F ), @icry H1(F;) et
Hy(FY).

On a donc :

AN (t) - Po(t)

Pl(t) AN (@)
Py(t) - A (¢) .

1= Bo(t)

soit AN(t) =

Or AN(t) = (t™ —1), Po(t) = [] (¢" - 1)

€In
Py(t) = [ @V8le: ) - yntdd=2pm: _q),
i€IN

On utilise la proposition 1.7 de [D-M] et le fait que dans [D-M], D; est
obtenu & partir de F; en collant un disque & toutes les composantes de bord
de F;.
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De plus, les valences v; de [D-M] sont les valences v;(f,) de 1’énoncé de
la proposition 6.

LEMME 2 . Sii € In alors :
1. UalEi (fa) = 'UalEi (f) ;
2. 'Ui(fa) = 'Ui(f)'

La construction de la monodromie h, décrite ci-dessus est valable pour
a = 0. D’autre part, d’apres la proposition 3, AY (t) divise Ag(t). Par ailleurs,
en échangeant le réle de a et 0, nous obtenons AY (t) = A} () divise Ao(t)
et A, (t) ; donc le lemme implique la proposition 6. a

REMARQUE 10. — D’aprés le lemme 2, l’arbre A(f,-g) permet de déter-
miner A (t) avec la formule de la proposition 6.

Démonstration du lemme 2.— La définition de ¢s,(fs) et gs,(f) et la
proposition 5 impliquent le 1 du lemme.

Si v; > 3, comme ¢ € Iy, alors, d’apres la remarque 9, vi(f,) = vi(f).

Si v; = 2, et si v;(fa) = 1, alors une composante irréductible de la
transformée stricte de f ou de g rencontre E;. Si c’est une composante de
f,on ags,(fa) =N, ce qui est exclu. Si c’est une composante de g, on a

vi(fa) = vi(f) = 1.
De méme, v;(f) = 1 implique v;(fa) = 1.
Sinon, vi(fa) = vi(f) = 2.
Siv; = 1alors vi(fa) =vs(f) =1. O

4.2. Sommets dicritiques

Le cas g(z,y) = z est particulierement important puisqu’il s’applique
a I’étude des valeurs atypiques & l'infini des applications polyndmiales de
C? dans C. C’est pourquoi nous établissons des formules précises pour de
telles familles de pinceaux. Elles se généralisent facilement lorsque g est
irréductible. On suppose de plus N > min Q(f). Le cas N < min Q(f) sera
traité en 4.5.

On convient de noter Sp le sommet de A(f- f, -x) ou s’accroche la fleche
qui représente la transformée stricte de . On oriente les arétes de A(f: fo )
& partir du sommet Sg. On colorie en rouge (resp. bleu) les géodésiques
orientées qui vont de Sp & extrémité des fleches qui représentent les com-
posantes de la transformée stricte de f, (resp. f). L’arbre A(f - f, - ) ainsi
obtenu est pondéré, orienté et coloré.
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Un sommet S; de A(f - f, - x) est de rupture pour f, (resp. f) st vi(fa)
(resp. v;(f)) est supérieur ou égal & trois lorsque i # 0, et Sy est un sommet
de rupture pour f, (resp. f) si vo(fs) (resp. vo(f)) est supérieur ou égal &
deux.

Notons R(f,) (resp. R(f)) ensemble des indices i de S; qui sont tels
que S; est un sommet de rupture pour f, (resp.f).

Pour une démonstration des deux résultats suivants on pourra consulter
[L-M-W2] dans le cas ol z est transverse & f ou [Mal] pour le cas général.

PROPOSITION d. — L’ensemble des quotients gs,(fs),i € R(f,) (resp.
gs:(f),i € R(f)) est Uensemble des quotients polaires de f, (resp. f) pour
la direction x.

THEOREME DE CROISSANCE. — Il y a croissance stricte de qg,(f,)
(resp. gs.(f)) le long des géodésiques de f, (resp. f) et constance sur les
arétes incolores ou unicolores bleues (resp. incolores ou unicolores rouges ).

En particulier qs,(f) =minQ(f) (resp. qs,(fa) = minQ(fa)).

Comme on a supposé N >min Q(f), on adonc gs,(f) < N, et gs,(fa) =
qSo(f) <N.

PROPOSITION 7. — Soit S; un sommet bicolore de A(f - f, - x) dont au
moins une aréte (ou fleche) unicolore est issue. Alors aucune aréte sortante
de S; n’est bicolore et qs,(fa) = ¢s,(f) = N.

Démonstration. — On suppose que S; est un sommet bicolore auquel est
attachée une aréte (ou une fleche) unicolore bleue. Choisissons une curvette
¢ qui passe par le point singulier de la transformée totale de C symbolisé
par 'aréte ou la fleche bleue. Cette curvette est générique pour f, - z. Soit
(t™, (t)) une paramétrisation de m(c).

Soit ¢ une curvette de S; générique pour f-z et pour f,. Soit (™1, (t))
une paramétrisation de w(c;). Notons que m = m; car ¢ et c; sont les
curvettes d’'un méme sommet, génériques pour z.

Par choix decet c; on a:
vale(f(t™, ¢(t))) > vale(f(t™, 1 (t))) et

val;(fa(t™, ¢(t))) = valy(fa(t™, ¢1(2))).
Donc val(f(t™, ¢(t))+at™V) = val,(f(t™, p1(t))+at™N) et par conséquent

on obtient :
valy(fa(t™, 1(t))) = mN et
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val:(f(t™, ¢1(t))) = mN.
Ainsi on a gs,(fa) = N et gs,(f) > N.

Choisissons désormais une curvette c2 passant par le point singulier de la
transformée totale de C symbolisé par une aréte (ou fleche) rouge (unicolore
ou bicolore). Soit (t™, @2(t)) une paramétrisation de m(cz). On a forcément
valy (fa(t™, @2(t))) > mN ie. val;(f(t™, p2(t)) + at™V) > mN, ce qui im-
plique f(t™, p2(t)) = —at™N +. - - et par conséquent val;(f(t™, ps(t)) = mN
donc gs,(f) = N. Ceci prouve également que co est générique pour f et
par conséquent que ’aréte rouge est unicolore, ce qui achéve la démons-
tration. O

PROPOSITION 8. — Si S; est un sommet de A(f- fo-x) tel que gs;(fa) =
gs;(f) = N, alors aucune aréte sortante de S; n’est bicolore.

Démonstration. — Supposons qu’une aréte bicolore sorte par S;. On
choisit une géodésique, par exemple bleue, qui passe par cette aréte. Elle
aboutit & une fleche bleue. Soit S; le dernier sommet bicolore sur cette
géodésique. La géodésique choisie sort de S; par une aréte (ou fleche) uni-
colore bleue. Par la proposition 7, on a donc gs,(fs) = gs,(f) = N. Comme
S; se trouve apres Sj, ceci contredit le théoreme de croissance. O

Voici désormais quelques conséquences de ces résultats.

COROLLAIRE 7. — Dans A(f- fo-z), sur toute géodésique de f, il existe
un unique sommet S;, de quotient N qui est un sommet bicolore dont toutes
les arétes sortantes sont unicolores, et tel que gs, (fa) = gs,,(f) =N. Un
tel sommet S;, est dit “dicritique”.

Sur cette géodésique, les sommets précédant S;, sont bicolores et de quo-
tient strictement inférieur @ N pour f et f,. Les sommets succédant a S;,
sont unicolores de quotient égal ¢ N pour f,, et de quotient strictement
supérieur a N pour f.

COROLLAIRE 8. — Si S; est un sommet de A(f- fo-x) avecgs,(f) < N,
alors (on a gs,(f) = gs,(fa)) aucune aréte ou fleche unicolore ne rencontre
S;.

DEFINITION 9. — On définit An(f - fo-z) (respectivement An(f -z)) le
sous-graphe de A(f - fo - x) (respectivement A(f - x)) constitué des sommets
S; de A(f - fa - x) (respectivement A(f - x)) qui sont tels que gs,(f) < N,
de toutes les arétes attachées a ces sommets et de la fleche qui représente
la transformée stricte de x.
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REMARQUE 11. — Une fléche privée de sa pointe est considérée comme
une aréte.

COROLLAIRE 9. — Dans A(f- f,-x) on a :

(i) AN(f - fo - T) est conneze ; c’est donc un sous-arbre.

(it) An(f - z) est un sous-arbre de An(f - fo - ).

Démonstration. — La croissance stricte des quotients polaires sur les
géodésiques colorées et leur constance sur les arétes incolores prouve que
AN(f - fa - T) est connexe.

Comme Ay (f- fo-x) ne contient aucune aréte ou fleche unicolore et que
A(f - fo- ) est arbre de la résolution minimale de f- f, -z, on a (i3). O

4.3. Multiplicité sortante pour un dicritique

Préliminaires. — Soit £ un germe de fonction analytique, .A(£) un arbre
d’une résolution de £ & I'origine de C2, et soit = un axe qui n’est pas une com-
posante de £. Comme précédemment, on note Sy le sommet ou s’accroche la
transformée stricte de x. On oriente A(¢) & partir de Sp. Soit S; un sommet
de A(¢) et soit € une aréte issue de S;. On note S;+; autre extrémité de ¢.

Soit ¢; (respectivement c¢;1) une curvette de la composante irréductible
du diviseur exceptionnel correspondant & S; (respectivement S;4;) ; on dira
que c; est associée a S;. Soit z un axe transverse a x - £. Un développement
de Puiseux de 7(c;) est donné par :

k
zZ = E ajxmj/m.‘.nj +bi:1,'m"/"1"'n’°ni.

j=1

Un développement de Puiseux de m(c;4+1) est :

casI:

k

7= Zajxmj/nl...n,- + bzm‘-/nl...nkni + bi+1xm,-+1/n1...nknim+1’
j=1
casII :
k
2 = zajxmj/nl...n,- + bi+1xm;+1/n1...nkni+1’ avec
j=1
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m; mit1 m; mMi41
7 < 1 <..< P < pour le cas I et
ny...nj Nni...Nj41 ni.. NNy ny...NENMNG4+1
m; Mj41 m; M4+1
I < J <..< L < + pour le cas II,
ni...n; Nny...Nj41 ny.. kNG Ny...NENi41

les nj, n;, ni41 pouvant étre égaux a un et a;, bi, b, b;+1 étant des nombres
complexes non nuls.

DEFINITION 10. — Le sommet S; est caractéristique pour m(ci+1) si et
seulement sin; > 1 et b# 0, i.e. dans le cas I et n; > 1. Sinon S; n’est pas
caractéristique pour w(Cit1).

DEFINITION 11. — Sic, est une autre curvette associée a S;, on pose :
UORICH
7 ’n,,‘ .

Le couple d’entiers (l;,n;) (p.g-c.d(li,n;) = 1) est la paire associée au som-
met S;.

REMARQUE 12. — Nous rappelons que les l; satisfont les formules suiv-
antes (pour plus de détails voir [M-W] chapitre 5) :

(i) Si aucun sommet caractéristique pour m(c;) ne précéde S; sur la
géodésique de m(c;), alors l; = m,;.

(ii) Sinon, l; = m;+n;(lIn—m), ou (I,n) est le couple associé au dernier
sommet caractéristique pour m(c;) qui précéde S; sur la géodésique de m(c;).

Rappelons la proposition 5.4.1 du chapitre 5 de [M-W] qui nous sera
utile pour ce qui suit.

PROPOSITION e. — Soient £ et {5 deux composantes irréductibles d’un
germe de fonction analytique £ a Uorigine de C2. Désignons par (l;,n;), le
couple d’entiers associé au sommet S; ou se séparent les géodésiques de £y
et £5. Avec les notations précédentes nous avons :

l;
(£1,£2)0 = (£1,%)o - (£2,T)o - ann)ms

Notation. — On factorise £ en £ = £ - £z ou les géodésiques des facteurs
de ¢, (respectivement £z) passent par l'aréte ¢ (respectivement ne passent
pas par €).

DEFINITION 12. — Lo multiplicité sortante de £ par l'aréte €, notée
m.(£) est égale a :
(£e, m(ci))o (e, m(ci))

pour le cas I et 9 pour le cas IL

l;

lin;

~ 766 —



Fibrations associées & un pinceau de courbes planes

PROPOSITION 9. — Soit S; un sommet de A(f - fo-x). Si gs,(f) < N
et si € est une aréte de A(f - fo - ) qui a pour origine S; et pour extrémité

Siy1, alors m€(f) = me(fa) et (z, fe)o= (z, fa,e)o-

Démonstration. — Comme pour tout b € Con a (z, fo.c)o = me(fo)n1...nk,
il suffit de vérifier que pour tout a € C on a m.(f) = m.(f,).

D’apres la proposition 5, on a gs,(f) = gs;(fs). Par conséquent, si ¢;
désigne une curvette de S;, on obtient pour le cas I :

(m(ci), fe)o + (m(ci), fe)o _ (m(ci), fare)o + (m(ci), fae)o

(r(c2), 2)o N (r(ca), 2o ) soit
me(f) -l -ni + (n(ci), fe)o _ me(fa) - bi-ni + (m(ci), fa,e)0 d'ol
(m(ci), T)o (m(ci), x)o ’

me(f) - li - ni + (7w(ci), fe)o = me(fa) - Li - ni + (7(ci), fa,e)o (1).

Par ailleurs comme g¢s,(f) < N, d’aprés le corollaire 7, on sait que
le sommet S;;; est tel que gs,,, () = 4s:.: (fa) < N. Pour ce sommet,
4841 (f) = gs,4, (fa), donc d’apres la proposition e, ceci équivaut a m.(f) -
liv1 + nip1(m(ci), fe)o = me(fa) - liva + nipa(m(ci), fae)o (2)-

Avec (1) on a : (m(c;), fe)o — (7(ci), fa,e)o = (Me(fa) — me(f))i - ni, et
avec (2), niy1 - li - ni(me(fa) — me(f)) = lita(me(fa) — me(f))- Ainsi on
obtient Ni41 - li ‘n; = l,;+1 (*)

Ceci implique que niy; divise l;11 et donc n;yq divise m; ;. Par consé-
q + + + +

quent n;4; = 1. Considérons désormais deux cas : celui ou n; = 1 puis celui

oun; > 1.

Dans le premier cas (x) devient m; 41+ (In—m) = m;+(In—m), ou (I, n)
est le couple associé au sommet caractéristique pour 7(c;) qui précede S;
(s’il n’existe pas de tel sommet de rupture, dans les formules cela revient a
prendre | = m et n = 1). On obtient alors m; = m;;1, ce qui est impossible.

Dans le second cas, (*) devient : m; 41 + (lin; — m;) = l;n;. On obtient
encore m; = mj41, ce qui est absurde.

Pour le cas IT nous avons m.(f)-li+(7(c;), fe)o = me(fo)-li+(7(ci), fa,e)o
(1) et

me(f) -l + b (), fedo = me(fa) hivs + “oH (705, fac)o (2):

Avec (1’) et (2') on obtient alors I’égalité suivante : li4y - n; = I; -
N1 (**).
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Nous allons considérer deux cas, suivant qu’il existe un sommet car-
actéristique pour m(c;) qui précéde S; ou pas.

S’il n’existe pas de tel sommet, on a l;+; = m;y; et l; = m;. L'égalité
(x*) devient alors m;n;41 = miy1n;, ce qui équivaut & m;/n; = m;p1/ni41,
ce qui est impossible.

S’il existe un sommet de rupture qui précéde S;, avec les notations qui
précedent, (**) s’écrit : (m; + ni(ln — m))nip1 = (Mig1 + nig1(in — m))n,,
soit m;/n; = Mty /Nit+1, ce qui est impossible. O

Avec les mémes notations que dans la proposition 9 nous avons :

COROLLAIRE 10. — (i) (fa,&,m(ci))o = (fz,m(ci))o ;
(it) (z, fe)o = (z, fa,2)o 5

Démonstration. — (%) est une conséquence directe de la proposition 9 et
de la définition de mc(f) et m(f,). Pour (i:) on utilise le fait que gs,(f) =
gs,(fa) < N, ce qui implique que (z, f)o = (z, fa)o- On conclut en utilisant
la proposition 9. O

4.4. Détermination de A(f - f, - z) en fonction de A(f - z)

THEOREME 4. — Lorsque a est réguliére, A(f, - ) s’obtient a partir de
A(f - ) comme suit.

(i) On ajoute & AN(f - z) tous les sommets de quotient N de A(f - z).
On note AN (f - z) larbre ainsi obtenu.

(ii) Pour chaque aréte semi-ouverte € sortante de An(f - ), on note S¢
son sommet origine.

a Si lextrémité de € dans A(f-x) est une pointe de fléche de poids un,
alors on ajoute cette pointe.

b Si Uextrémité de € dans A(f-z) est un sommet S de quotient N pour
f et de paire (Is,ns), on accroche me(f)/ns fiéches de poids un a S
dans AN(f - ).

¢ Si Uextrémité de e dans A(f - x) est une pointe de fléeche de poids
strictement supérieur ¢ un ou un sommet S de quotient strictement
supérieur & N pour f, alors on raccroche a € une zone possédant
ezactement un sommet de rupture S’ de quotient N pour f,, et on
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ajoute m.(f)/ng fleches @ S'. La paire (ls',ng:) associée a S’ est
obtenue comme suit. Posons :
o Nval g (z) — val g (f2)
me(f)

(a) Si S; est un sommet caractéristique pour les branches de f., on
als /ng =w.

(B) Sinon, lg [ng = w/nse.

(iti) On efface la couleur bleu et on colorie en rouge les géodésiques des
composantes irréductibles de f,.

THEOREME 5. — Lorsque a est réguliére, on construit arbre A(f- fo-x)
comme suit. On prend Uarbre A(f, - x) et les composantes connezes de

A(f - e\AN(f - 2) = [T} As-

a Si A; est une pointe de fleche de poids un, dans A(f,-x) on remplace
l'aréte € et la pointe de fléche accrochée a € par une zone de la forme

ot le sommet S’ est dicritique, de paire associée (lg,ng/) avec
ng: =1 etlg = w, et le nombre de sommets ajoutés sur la géodésique
issue de S, est égal a lsr —lg ng, .

b Si A; a une aréte origine €; semi-ouverte, alors son sommet origine
S dans A(f - x) est tel que gs(f) = N, et alors dans A(f, - z) on
raccroche A; au sommet S de A(f, - x).

c (1) Si A; est une pointe de fléche de poids r; strictement supérieur a
un, on ajoute dans A(f, - ) une fleche de poids r; 4 S’ sing =1
(ot S’ est le sommet de quotient N défini au (c) du théoréme 4) ou
au sommet de valence un, extrémité de la zone de rupture associée a
S’ sing > 1.

(2) Sinon, A; a un sommet origine S” et gs»(f) > N. Sing: =1, on
raccroche A; a A(f, - ) en mettant une aréte entre S’ et S” (ou S’
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est le sommet de quotient N défini au (c) du théoréme 4). Sing > 1,
on insére dans A; la partie incolore de A(f, - =) qui s’accroche ¢ S’
en tenant compte de la résolution des composantes de f..

On colorie en rouge et bleu en suivant les géodésiques des composantes
irréductibles de f, et de f respectivement.

REMARQUE 13. — (i) Dans le cas a des théorémes 4 et 5, on a m.(f) =
1. Si S, n’est pas caractéristique pour la composante de f., on a ng, = 1
car £ est un support pour la fleche qui représente f..

(ii) Le cas ng > 1 du ¢(2) du théoréme 5 se fait explicitement en utilisant
les paires de Zariski des branches de f-1(0) comme dans [M-W] chapitre 6.
Avec les arbres topologiques de satellisation, on raccrocherait directement
le bout d’arbre correspondant & A; a la fourche correspondant & S’ (voir
[M-W] chapitre 3).

Démonstration des théorémes 4 et 5.— Nous avons l'inclusion An(f -

z) C A(f - fa - x).
Soit ¢ une aréte sortante de An(f - z).

Si extrémité S de € dans A(f - =) est un sommet de quotient N, alors
fa,e correspond & des curvettes de S, et les b des théorémes 4 et 5 sont
évidents.

Si I’extrémité S de ¢ dans A(f - z) est une pointe de fleche de poids un,
alors on a m(f) = 1 = me(f,), et donc fo o (et fc) est irréductible et sa
géodésique dans A(f- f, - ) ne contient pas de sommet caractéristique apres
S (d’apres la remarque 13 (i)).

Par conséquent le a du théoréme 4 est clair.

Pour le a du théoréme 5, on a ajouté le sommet S’ de quotient N, de
paire (lg/,ng') avec ng: =1 (par la remarque 13 (i)), et f, . et fo sont des
curvettes de S’. D’apres la définition 11, on a donc ls = (fa.e, fe)o, €t on
obtient :

N = (.fa: fs)O - (f,fa,s)() — (fsa fa,e)0+(f§»fa,s)0
(23, fE)O (zst)O (x?fE)O ’

car (z, fe)o = (z, fa,e)o = val g/(z), d’ou 'on tire N(z, fe)o — (fz, fae)o =
(fs:a fa,e)O = lS’-

Soit ¢ une curvette associée & S.. Comme ngs = 1, on a : (z,m(c))o =

(xa f5)0 et (.fé'aﬂ'(c))O = (fE, fa,s)O-
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Le calcul de (fe, fa,c)o exprimé & I'aide de ls, montre que le nombre de
sommets a ajouter est mg: —ms, =lg/ —lg ng,.

Les points ¢ des théoremes 4 et 5 se démontrent comme suit.

Si me(f) > 1 et si gs, (f) < N, alors on considére la géodésique d’une
composante de f, . dans A(f - f, - ). Elle contient exactement un sommet
S’ de quotient N, et les branches de f,° 1(0) sont résolues en des curvettes
de S’. De plus, € est une aréte de A(f - f, - =) et toutes les géodésiques de
fe passent par S’ dans A(f - f, - ) (d’apres la proposition 7).

On calcule la paire (lg/,ng/) associée & S’. Soit ¢’ une curvette associée
a S’ et c une curvette associée & S.. On obtient :

N = (f,m(c))o — (fa,m(c))o
@ m(@))o  (z,7(c))o
Par conséquent on a : N(z,7(c'))o = (fa,7(c'))o = (f,7(c'))o, ou encore

N(z,m(¢))o = (fe; m(¢))o + (fe, 7(¢))o = (fa.es T())o + (fa,e, 7('))o-

Comme (fa,7(c))o = (fa,es 7(€))o+(fa,e, m(c))o et (f,m(c))o = (fe, 7(c))o+
(fe;m(c))o, par le corollaire 10 on a (fo.&,7(c))o = (fe: 7(c))o-

Dans le cas I on obtient alors Nng: (z,7(c))o = ns'(fz, m(¢c))o+lsme(f),
d’out lsf/’nsf = Ww.

ng

Dans le cas II nous avons N—-(z,m(c))o = s (fe,m(c))o + lgme(f),
Se

n

€

d’ol ls//nsi = w/nse.

Ceci démontre le ¢ du théoréeme 4 et la remarque 13 (ii) permet de
conclure au ¢ du théoréme 5 . O

4.5. Cas dégénérés

Les cas dégénérés concernent les valeurs de N qui sont inférieures ou
égales au plus petit quotient polaire de f. On trouve I’ensemble B des
valeurs atypiques du pinceau f(z,y) + az’ comme nous I’avons expliqué
dans lintroduction. Ici on décrit le type topologique d’une fibre réguliére
en fonction du type topologique de f - z.

THEOREME 6. — Pour a réguliére, lorsque N est inférieur ou égal au
plus petit quotient polaire de f, alors le complémentaire dans S2 d’un voisi-
nage tubulaire de l'entrelacs f;1(0) N S2 est une variété de Seifert.

Ce théoréeme est une conséquence directe du lemme suivant :
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LEMME 3. — Pour a réguliére, lorsque N est inférieur ou égal au plus
petit quotient polaire de f, on a Q, = {N}.

Démonstration. — La vérification de ce résultat est identique & la dé-
monstration de la proposition 1 du paragraphe 2. 0

Ce lemme peut aussi étre obtenu & partir de résultats de B. Teissier
([T2]). Dans ce cas f+ag” = 0 apparait comme I'intersection de f+az" =0
avec la surface z = g(z,y).

Démonstration du théoréme 6.— Le fait que Q, soit égal & {N} se
traduit par l’existence d’une unique zone polaire Z;. Le lemme 2.5.2 de
[L-M-W1] nous dit alors que X, N ®;1(Z;) est connexe par arcs ; donc T,
est connexe et par conséquent le complémentaire dans £, d’un voisinage
tubulaire de I'entrelacs (f, - )~(0) N £, est une variété de Seifert. 0

COROLLAIRE 11. — Pour a réguliére, ’arbre A(f,-x) posséde un unique
sommet de rupture et les fleches qui représentent la transformée stricte de
f21(0) s’accrochent & ce sommet de rupture. En particulier f, a le type
topologique de ™ — y™ oum = (f,x)o et n =min(N, (f,y)o).

Démonstration. — Nous venons de démontrer que le complémentaire
dans S® d’un voisinage tubulaire de 'entrelacs (f, - )7*(0) N S2 est une
variété de Seifert. La correspondance biunivoque entre les variétés de Seifert
de la décomposition minimale de Waldhausen du complémentaire dans S2
d’un voisinage tubulaire de 'entrelacs (f, - £)~1(0) N S2 et les sommets de
rupture de A(f, - =) prouve la premiere partie du corollaire.

Soit b une autre valeur réguliere. L’image par ®, de f, 1(0) est 1a courbe
d’équation v = (a — b)u”. C’est une feuille régulitre. Par conséquent elle se
reléve par ®, en un nombre fini de feuilles réguliéres. Les composantes de
fy Loyn S3 sont donc des feuilles régulieres ; par conséquent leurs trans-
formées strictes dans A(f, - ) sont symbolisées par des fleches du sommet
de rupture. Comme a et b sont régulieres, les types topologiques de f, et f
sont les mémes, d’ou le résultat. O

5. Exemples

5.1. Exemple 1

Dans la suite la fleche blanche représente la transformée stricte de {z =
0}, les fleches noires les transformées strictes des composantes de {f = 0}
et les fleches grises celles de {f, = 0}.
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Considérons ®, donné par ®o(z,y) = (z, (z° — y*)?). Dans P’arbre A(f -
z), chaque sommet S; est pondéré par le quotient de contact gs,(f) =
valg, (f)/valg,(z) (voir figure 1).

On a D(z,y) = —6y%(z® — y®) ; D71(0) posséde donc deux branches.
Pour (25 —y®), dont une paramétrisation de Puiseux est donnée par (¢3,1%),
on obtient f(¢3,t%) = 0 ; pour {y = 0}, dont une paramétrisation de Puiseux
est donnée par (t,0), on obtient val,(f(¢,0)) = 10 et (z,y)o = 1.

L’ensemble Qg est constitué du singleton {10}.

(51.10)
figure 1
(S3.10)
(S‘JO) ¢ (S‘JO)
9 (5,6
N (SUS)
figure 2 figure 3

a) Pour N = 20, ’arbre A2o(f - =) est représenté figure 2.
Dans ce cas B; = 0 et B = {0} car f n’est pas réduite.

Nous obtenons @, = {10;20} et en utilisant les théorémes 4 et 5 nous
trouvons que la zone de rupture créée est de paire (30, 1), ce qui nous permet
de construire I’arbre A(f- fo-z), ol chaque sommet est pondéré par gs,(f.) =
valg, (fo)/valg, (z) (voir figure 3).

b) Pour N = 10 (voir 'arbre A;o(f - z) figure 4), on a val:(f(¢,0)) =
N(z,y)o. Par conséquent, By = {—1} et B = {0, —1} car f n’est pas réduite.
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Sia € C\B, Q, = {10} et la zone de rupture ajoutée est du type (5, 3),
d’ou la construction de A(f - f, - =) (figure 5).

c) Pour N =8, B; =0 et B = {0} car Qo = {10}. Par définition ce cas
est dégénéré, et pour a réguliére 'arbre A(f, - =) est représenté figure 6.

S,.6 (S,6) —— -
o V\, 2 Cof) 5,8 5,8
(SO.G) (S 0.6) (80.6)

figurc 4 figure § figure 6

5.2. Exemple 2

,
Considérons f = H f{iour > 2 et les f; sont lisses et transverses deux

i=1

-
a deux. La multiplicité a V’origine de f est donc égale a Zei. On étudie

i=1

™ T
f(z,y) + az™N avec N > Zei. On a ¢s,(f) = Zei ou S; est le sommet
i=1 i=1
de A(f - z) représentant le diviseur obtenu en éclatant 1'origine dans C2.

r
LEMME 4 . Si N > Z e; alors 0 est la seule valeur atypique éventuelle
=1
du pinceau f + az™.

Démonstration. — Si z est transverse a f alors Qo = {3°;_, e;} et N est
strictement supérieur a 'unique quotient polaire de f pour la direction z.

Dans le cas ou z n’est pas transverse a f, le quotient associé & Sy est un
quotient polaire de f pour la direction x. Par le théoréme de croissance, il
est strictement inférieur & 3 ;_, e;, donc & N. De plus,sir > 3, > _, e; est
un deuxiéme quotient polaire pour f. Dans tous les cas N est strictement
supérieur aux quotients polaires de f pour la direction z.
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La remarque 3 permet alors de conclure : si f est réduite B est vide,
sinon B = {0}. |

En appliquant le théoréme 4, a et c, on construit A(f,-z) & partir de A(f-
z). Dans le cas ¢, on remplace chaque pointe de fleche correspondant & une
composante irréductible f; de f de poids e; > 1 par une zone possédant un
unique sommet de rupture, de paire associée (l(;),n(;)), auquel on accroche
ei/n;) fleches et pour lequel on a :

N(z, fiJo — 2,4 €
€; )

Lay/ngy = wiy =

5.3. Exemple 3

Comme dit dans I'introduction, notre caractérisation des valeurs atyp-
iques d’un pinceau permet de déterminer les valeurs irrégulieres & P'infini
d’une application polynémiale de C2 dans C associée & un polynéme de
C[z,y]. Voici des exemples qui illustrent la méthode.

N
a) Supposons que Q(z,y) est de la forme H(m — a;), les a; non nécessai-

i=1
rement distincts. Les fibres de P’application polyndmiale @ sont des droites
paralleles. Les valeurs irrégulieres de Q sont les valeurs ¢ € C telles que
Q(z) = c est non réduite. On les détermine de la fagon suivante.

N
Soit P(X,Z) = H(X — a;Z) ’homogénéisée de Q. Le pinceau associé
=1
est P(X,Z) 4+ aZV = P(X,2Z), et Po(X,Z)N{Z =0} =(0:1:0) =
{A}. On localise au point A et on calcule les valeurs atypiques du pinceau
local P(z,z) + az". Le germe D défini dans I'introduction est le lieu des

N-1
zéros de H (z — ¢;2), ot les c; sont les racines de la dérivée du polynéme
j=1

=1
N
Quel que soit j on a : P(c;z,z) = (H(cj —a;))z". On pose b; =
=1
N
H(Cj — a;). L’ensemble des valeurs atypiques de Q est B = {—b;,j =
i=1

1,...,N — 1} (les b; ne sont pas forcément distincts).
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b) En appliquant la méme méthode qu’en a), on montre que R(z,y) =
N

y? + H('c — a;) est régulier & l'infinisig>1et ¢g# N.

1=1

c) Soit S(z,y) = z + z°y® avec a > 1 et B > 1. Les fibres de S in-
tersectent la droite & I'infinien A = (0:1:0) et A’ = (1:0:0). Apres
localisation en A (resp. A’) on obtient les pinceaux : £z*+#~1 4+ 1 4 q2+8
(resp. 208~ 4 B 4 azoFF),

En A’ le germe D est ByP~! et alors B = 0.

En A le germe D est z2t#=1 4 az®~1. Les branches de D ont une
paramétrisation de la forme (z = t*~1,z = gt**#~1) avec 1 + ao*~! = 0.
Alors B = {0}. Donc la seule valeur atypique de S & 'infini est 0.
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