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- 745 -

Fibrations associées à un pinceau
de courbes planes(*)

HÉLÈNE MAUGENDRE (1), FRANÇOISE MICHEL (2)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. X, n° 4, 2001
pp. 745-777

RÉSUMÉ. - Soient f et g deux germes de fonctions analytiques à l’origine
dans C2 et N E N*. Nous calculons explicitement l’ensemble B des valeurs
atypiques du pinceau { fa = a E ~~. Avec notre description de B,
nous pouvons déterminer les valeurs irrégulières à l’infini des applications
polynômiales de C2 dans C (voir les exemples du chapitre 5). Nous com-
parons les fibrations de Milnor des germes fa du pinceau et nous exhibons
un facteur commun aux polynômes caractéristiques de leurs monodromies.
Lorsque g = x, nous montrons que la répartition de la multiplicité par
dicritique est indépendante du paramètre a et nous décrivons la topologie
des membres génériques en fonction de la résolution minimale de f r.

ABSTRACT. - Let f and g be two holomorphic germs at the origin in C2,
and let .~V be in N*. We explicitly determine the set B of atypical values of
the pencil { fa = f + agN, a E C). In section 5 we use our definition of B
to calculate the irregular values at infinity of a polynomial map from C2
to C. We compare the Milnor fibrations of the germs fa, a E C. We give
a common factor of the characteristic polynomials of the corresponding
monodromies. When g = x, we describe the topology of a generic germ of
the pencil in terms of the minimal resolution of f . x.

1. Introduction

NOTATIONS ET DÉFINITIONS. - Si 91 et g2 sont deux germes de fonc-
tions analytiques à l’origine de cC2, la multiplicité d’intersection à l’origine
entre gi et g2 est notée {gl , g2 ) o ~
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La multiplicité à l’origine de gi est notée (gl )o.

Les germes 91 et g2 sont topologiquements équivalents s’il existe un
germe d’homéomorphisme G : (C2, 0) ~ (C2, 0) de degré +1 tel que g1 0
G = g2.

Si gi est un germe irréductible différent de x, une paramétrisation de
91 est la donnée de m E N* et p(t) E ~C~t~ tel que {pi = o~ = 
t E C}, de plus on choisit m minimum. Le théorème de Puiseux montre
l’existence d’une telle paramétrisation.

La valuation en t de cp(t)) est notée , c~ (t) ) ) On rappelle
que, lorsque c~(t)) est une paramétrisation du germe irréductible g1,

cp(t))) = (91~ 92)o-

D’autre part une composante irréductible d’un germe de courbe est ap-
pelée "branche" de la courbe.

On note D;n les boules de cn de rayon 6- et S~’~-1 leur bord.

Soient f et g deux germes de fonctions analytiques à singularité, non
nécessairement isolée, à l’origine de C2, tels que f et g n’aient aucune
composante irréductible commune. Soient N un entier strictement positif
et a un nombre complexe. Nous définissons fa : (cC2, 0) --~ (C,0) par
fa(x, y) = f(x,y) + a(g(x, y))N. Nous considérons le germe d’application
analytique ~~ = (p,~) : : ((~2, 0) ---~ ((~2, 0) défini par :

Le germe Oa est fini car g et fa n’ont aucune composante commune.

Le lieu des zéros D du déterminant D = (ag% âx) (a f /ây) -(ag/ay) (â f /ax)
de la matrice jacobienne de ~~ est le lieu critique de ~~ .

Le rôle de l’entier N, qui paraît arbitraire dans la définition de fa, de-
viendra naturel dans l’étude détaillée des pinceaux de la forme f (x, y) 
(voir chapitre 4). De tels pinceaux déterminent le comportement à l’infini
des applications polynômiales P, de C2 dans C. L’entier N est alors égal au
degré du polynôme P.

Par convention, nous choisissons des coordonnées dans C2 pour que
{x = 0~ ne soit pas une composante de D U f ~ ~ (4) .

ÉNONCÉ DES PRINCIPAUX RÉSULTATS. - Traditionnellement, l’ouvert
d’équisingularité du pinceau f + agN est le plus grand ouvert U de C tel
que, quels que soient a, b E U, f â et f h ont même type topologique.



Ici nous construisons explicitement un ensemble fini B, de nombres com-
plexes, de la façon suivante.

Considérons l’ensemble (éventuellement vide) des branches ~y~ de D, 1 ~
j  1~ paramétrées par telles que = N(g, /j)o.
Nous obtenons :

Posons Bi = f -b~ d~ ~,1  j  1~~.
Si f est non réduite ou s’il existe au moins une branche -y de D paramétrée

par (t"2, cp(t)) telle que > alors B = B1 U ~0~,
sinon B = Bi.

Dans le chapitre 2 nous démontrons :

THÉORÈME 1. cCBB, est l ’ouvert U d’équisingularité du pin-
ceau f + agN. .

L’existence d’un tel ouvert est connue depuis O. Zariski (voir [Z] mais
aussi [Tl]). Dans [L-W], D.T. Lê et C. Weber donnent une caractérisation
de l’ensemble fini CB!7 en fonction de la résolution minimale du pinceau.

Le théorème 1 présente l’avantage de déterminer B algorithmiquement
à partir de f et g sans référence au paramètre a. Il fournit aussi la car-
actérisation implicite suivante de U : : "le paramètre a appartient à U si et
seulement si la multiplicité d’intersection de fa avec chaque branche de D
est minimale."

Ensuite nous comparons les fibrations de Milnor des membres du pinceau
f + agN et nous déterminons un facteur commun aux polynômes caracté-
ristiques des monodromies associées.

Plus précisément, pour a E C* et e suffisamment petit, nous considérons
la décomposition minimale de Waldhausen U VS de S3~ admettant les com-

finie

posantes de l’entrelacs de f fag pour feuilles de Seifert. À chaque variété
de Seifert Vs nous associons l’invariant topologique q(S) (voir définition 5
paragraphe 3.1).



THÉORÈME 2. Pour tout a E (~*, si N > minq(S), la variété de

Waldhausen = U Vs satisfait les propriétés suivantes :

q(S)N

1. ~pd = : WN --~ S1 et p = : --~ sont des
fibrations isomorphes ;

2. si Fa est une fibre de wa, alors = (g, - ( fa, où
est la, caractéristique d’Euler de F~ , et est le produit des

composantes 03B3 de D telles que ( f, -y)o/(g,  N ;

3. la résolution minimale de f . g définit un ensemble fini IN et des en-
tiers positifs rN, et valEZ ( fa) où i E IN, tels que le polynôme
11â (t) défini par. :

soit le polynôme caractéristique de la monodromie de fâ . De plus,
A~ divise le polynôme caractéristique de la monodromie de f et celui
de la monodromie de fa.

La variété W N est construite (3.2 et 3.3) à l’aide du carrousel de Lê
(voir Le théorème 3 (3.3) montre que ~pa est une "sous-fibration de
Milnor" commune à tous les membres du pinceau et entraîne les points 1 et
2 du théorème 2. Le point 3 du théorème 2 est démontré au paragraphe 4.1
(proposition 6).

En toutes dimensions, C. Caubel ([Cl], [C2] et [C3]) étudie les fibrations
de Milnor des pinceaux de germes d’hypersurfaces et retrouve, en particulier,
les résultats de I.N. Iomdine, D.T. Lê, D. Siersma, M. Tibar (voir [I], [L2],
[S], [Ti]) qui concernaient les pinceaux de la forme f(zo ..., zn ) + azô avec
N "grand". Pour d’autres familles voir aussi [Se].

Lorsque l’on considère les valeurs atypiques à l’infini des applications
polynômiales de C~ dans C, on est amené à regarder des pinceaux de la
forme f (x, y) + axN. C’est pourquoi, au chapitre 4, nous faisons une étude
détaillée de ce pinceau au moyen de la résolution minimale de f . x. Les
résultats de ce chapitre 4 se généralisent directement aux pinceaux f + agN
lorsque g est irréductible. Au chapitre 5 (exemple 3) nous donnons des
exemples de détermination des valeurs atypiques à l’infini d’une application
polynômiale de C2 dans C.

Pour les pinceaux f (x, y) ~q(S’) ~ est l’ensemble des quotients po-
laires de f pour la direction x (voir [LMW1]). En 4.2 et 4.3, nous supposons



N > min~q(S’)~. Pour tout a E C*, nous considérons la résolution minimale
7r du germe produit f . fa ~ x. Nous notons .4(/ ’ ~ fa ~ x) l’arbre orienté qui
représente 7r. Étant donné un sommet dicritique S de .,4( f ~ f a ~ x) (voir le
corollaire 7 du paragraphe 4.2), nous notons 6: l’arête qui arrive en S. Pour
tout bEC, fb,e désigne le produit (avec multiplicité) des composantes de
f b dont la géodésique passe par ê (voir le paragraphe 4.3). Nous montrons
(proposition 9) :

Cette égalité est non trivale si b appartient à B. Elle montre que la "répar-
tition de la multiplicité" par dicritique est indépendante de la valeur du
paramètre a de la déformation f(x,y) . Ceci limite les variations de
la topologie des fibres spéciales et s’applique en particulier aux singularités
à l’infini des applications polynômiales de C~ dans C.

Ensuite, pour tout a E U, nous déterminons, dans les théorèmes 4 et 5
du paragraphe 4.4, l’arbre de la résolution minimale de f a - x et de f 
à partir de celui de f - x.

Les pinceaux f(x,y) + axN lorsque min~q (S’) ~ sont dits dégénérés.
Ils sont étudiés au paragraphe 4.5.

2. Caractérisation des valeurs atypiques

Considérons l’ensemble fini B et l’ouvert d’équisingularité U = cCBB
définis dans l’introduction.

DÉFINITION 1. - Si a E U, a est une valeur régulière du pinceau et fa
est un germe gén.érique du pinceau.

Si b E B, b est une valeur atypique du pinceau et fb est un germe spécial
du pinceau.

DÉFINITION 2. - La courbe jacobienne de (g, fa) est l’adhérence du lieu
critique de lfa auquel on enlève les éventuelles branches de ( fa - g)-1{0). .

On obtient donc, pour tout a E ~, ra = - g = 0~ r1 D). .

La courbe discriminante Da est l’image de ra par l’application ~a .

REMARQUE 1. - Pour a E U, fa est à singularité isolée à l’origine et
ra est alors constituée de la réunion de la courbe jacobienne ro de (g, f) et
des éventuelles composantes non réduites de f -1 (0) .



Soient (2~, v) les coordonnées complexes de  a ( ((C2, 0) ) et b une branche
de Aa. . Alors il existe un nombre rationnel strictement positif
(pgcd(qb, pa)=1), un entier m > 0 tels qu’un développement de Puiseux
de $ soit donné par :

avec a E C* (car ~u = 0~ n’est pas une branche de et ~3k E C.

DÉFINITION 3. - L’ensemble des quotients jacobiens de (g, fa) est l’en-
semble Qa des nombres rationnels associés aux branches b de Aa .

Si g est une forme linéaire, Qa est l’ensemble des quotients polaires de
fa pour la direction g.

Cet ensemble est un invariant du type topologique de la paire de ger-
mes (g, fa). . Lorsque g est une forme linéaire transverse à f voir [L-M-
Wl], sinon voir [Ma2]. La proposition suivante qui nous sera utile pour
les démonstrations se vérifie facilement (voir ou ~Ma2~) :

PROPOSITION a. - L ’ensemble Qa est égal à l’ensemble constitué des
nombres rationnels = ( fa, -y)o/(g, où -y est une branche de r a. .

REMARQUE 2. - Si une branche 03B3 de ra (a ~ 0) n’est pa.s une branche
de ro, alors 03B3 est une branche de f -1 (0) et correspond à un quotient jacobien
égal à N pour (g, 

PROPOSITION 1. - Si p/q appartient à Qo et p/q  N alors p/q appar-
tient à Qa quel que soit a dans C. De plus, si a E U, alors max Qa  N.

Démonstration. Comme p/q  N, toute branche, de ro de quotient
p/q est une branche de ra. On doit vérifier que le quotient est le même pour
ro et ra.

On a = f(x,y) Si est une paramétrisa-
tion de ~y, on a = et

= + ~P(t)))~

Si  N, c’est-à-dire si le quotient ja-
cobien de f associé à -y est strictement plus petit que N, alors le quotient
jacobien pour fa associé à ~y est le même que celui de f .

Un calcul analogue montre que si a E U alors maxQa  N. Il



Nous appelons Qâ le sous-ensemble de Qa défini comme suit :

- E Qa tels que  N~.
Nous notons 0~ l’ensemble des branches de Da dont le quotient jacobien
associé appartient à La proposition 1 implique :

COROLLAIRE 1. - Si N est strictement supérieur au plus petit quotient
jacobien de (g, f), alors, pour tout a E ~, l’ensemble Qâ n’est pas vide, de
plus, Qâ = Qô .

On va relier l’ensemble des valeurs atypiques B, défini dans l’introduction,
à la courbe j acobienne et aux quotients j acobiens de (g, ,~’ ) . .

REMARQUE 3. 1. Les définitions de B et de Qo impliquent que si N
n’appartient pas à Qo, alors, soit B est vide, soit B = ~0~ .

2. S’il existe b ~ C tel que f b soit non réduite, alors b E B. . En effet, si

b = 0 et si fb n’est pas réduite, c’est par définition ; si b ~ 0 et si fb n’est
pas réduite, alors et D ont une branche commune pammétrée par

, et = ~~ donc + = 0, ce

qui implique b E B .

PROPOSITION 2. Il existe b ~ C tel que max Qb > N si et seulement
si B ~ (~. Dans ce cas on a Qa = Qô U ~N~ quel que soit a E U.

Démonstration. Supposons qu’il existe b ~ C avec max Qb > N,
alors il existe une branche, de rb paramétrée par telle que

> N(g, ̂~)o. On a aussi > N(g, -y)o. On a
ainsi = ctn + 03A3 cit2, c ~ 0.

On développe g(t"’t, = + ~ ditz.

Deux cas sont à considérer : :

1. Si n > N(g, alors = +... et donc b E B.

2. Si n = alors = (c - + ....

Si c ~ bdN, alors b - E B.

Enfin si c = alors 0 E B car, soit on a = 0 et f est non
réduite, soit valt > et max Qo > N ; dans tous les

cas 0 E B par définition.



On vient de montrer que s’il existe b tel que max N, on a J3 7~ 0.

Si 0, alors max Qa > N pour tout a ~ BI. Dans ce cas la propo-
sition 1 et le corollaire 1 impliquent Qa = Q~ U {7V} pour tout a E U.

Sinon, B = {0~, et alors, soit f n’est pas réduite et donc Qa = Qô U {N~
pour tout a 7~ 0, soit max Qo > N et alors il existe une branche, de
Fo paramétrée par (t’’’’L, telle que valt > Par

conséquent pour tout a 7~ 0, valt = N(g, y)o et Qa = ~ô U
{7V}. 0

La proposition 2 implique en particulier : :

COROLLAIRE 2. - Si B = 0 alors Qa = Qo = Q~ quel que soit a E ~.

Démonstration du théorème 1. Comme a ~ B, fa est réduite. Si

fb n’est pas réduite, alors b E B (d’après la remarque 3) et fb n’est pas
topologiquement équivalent à fa . .

Maintenant il suffit donc de considérer le cas où f b est réduite. Si c E C,
le germe jacobien r~ de (g, fc) est le produit des composantes de D qui ne

n

divisent pas 9 . fc. Si f a et f b sont réduites on a ra = ~ où les
1=1

germes irréductibles i et j sont distincts pour i ~ j. .

Dans [Ma2], on montre que pour tout c E C, il existe ~, 8, q, 0  r~ «

0 ~ ~ suffisamment petits tels que la restriction f ~ de fc à X ~ = n

n D~ soit (à isotopie près) la fibration de Milnor de fc. C’est une
version particulière de la fibration de Milnor construite à partir du carrousel
de Lê. On note Fc une fibre de Comme dans [Ll] on a :

Comme fa(x,y) = + ~a - (9, fa)o = quel
que soit 

D’autre part,



Soit , cpi (t) ) une paramétrisation de On a :

Comme a E U, max N (voir la proposition 1). Si N, par
(*), on a (’YZ, f a)0 = 

Par conséquent :

1. si B, max Qb  N et (ra, fa)o = (rb, fb)o. De plus, fa et fb
sont à singularité isolée et en particulier Fa et Fb sont connexes.
Donc x(Fa) = x(Fb) implique rangzH1(Fa,Z) =rangzH1(Fb,Z). Le
théorème de -constant pour les germes de courbes ([Ll]) implique
alors que f a et f b sont topologiquement équivalentes ;

2. si b E B et f b est réduite, il existe des composantes irréductibles

1’il’ ..., de ra - rb telles que (fb) > N = q00FF‘? ( f a ) . Alors

f a)0 - fb)0 si Z ~ - 1, ..., s} et (’;~Z, fa)0 - N(9, Î~i)0 
si i E ~ij, j = l, ..., s~. Donc x(Fb)  X(Fa), ce qui implique

que f a et f b ne sont pas topologiquement équivalentes. C7

Commentaires. On peut montrer topologiquement, sans utiliser le
théorème p-constant, que si B alors ,fa et fb sont topologiquement
équivalentes. Au paragraphe 3.2, la construction de la décomposition min-
imale de Waldhausen pour f a et f b donne, entre autre, une telle preuve
topologique directe.

3. Fibration commune
aux germes du pinceau y) + y))N

3.1. Graphe coloré de la décomposition minimale de Waldhausen
pour f . fa ~ g

Soit f un germe de fonction analytique à l’origine de ((:2. .

DÉFINITION 4. - Une décomposition de Waldhausen de S~ pour .~ est

une décomposition de S~ en une réunion finie de variétés de Seifert (variétés
connexes qui sont munies d’un feuilletage orienté en cercles) telle que les
composantes de l’entrelacs orienté et pondéré Ke = .~-1 (o) n ~SÉ soient des
feuilles de certaines de ces variétés.



REMARQUE 4. 2014 Deux variétés de Seifert d’une telle décomposition
s’intersectent en au plus un tore.

Le graphe de Waldhausen associé à une décomposition de Waldhausen
de S~ pour ~, noté G(l) se construit comme suit.

Chaque sommet S de l’arbre correspond à une variété de Seifert VS de
la décomposition de Waldhausen de S~ pour l considérée. Deux sommets
sont reliés par une arête si les variétés de Seifert qui leur correspondent
s’intersectent (toujours suivant un unique tore). .

REMARQUE 5. - Comme le graphe représente une décomposition
de Waldhausen de S~ , est un arbre.

Soit a E ~B ~0 ~ . Pour la construction de G ( f . fa ~ g ) , on met autant de
flèches rouges (respectivement bleues, respectivement noires) à un sommet S
qu’il existe de feuilles de la variété de Seifert VS (correspondant à ce sommet)
qui sont des composantes de Klu (respectivement KI, respectivement Kg). .

DÉFINITION 5. - Si 6’ est un sommet de G( f ~ fa ~ g), le quotient topolo-
gique de S pour fa (respectivement f ), noté qa(S) (respectivement q(S) )
est égal à , (respectivement ~C{K f, p)/G{K9, p)), où p
est une feuille de la variété de Seifert Vs et ~C( , ) désigne le nombre

d’enlacement dans S) .

3.2. Obtention de la décomposition minimale de Waldhausen de

,S’~ pour f . fa . g via le carrousel

Dans ce paragraphe, N > min Qo et a E ~B~0~. Le cas 7V ~ minQo est
dégénéré et traité au paragraphe 4.5.

D’après [Ma2], nous savons qu’il existe des réels strictement positifs
r~, 8, ~ vérifiant 0  r~ « 9 « ~, tels que pour ~a = ~( f ~ 1 (S~ ) n g-1 (De ) ) U
( f~ 1 (D~ ) n n D~ on a le résultat suivant :

THÉORÈME b. - Il existe e, 03B8, ~ des réels suffisamment petits, avec

o  ~ « e « e, tels qu’il existe un difféomorphisme (à coins) 03A8 de

~a sur S: tel que ~(K f ") - Kfa et 

K~~l - Ea, f-1 {0) n ~~ et K9 « - ~~

Par conséquent, établir la décomposition minimale de Waldhausen de S~
pour f . fa . 9 revient à isotopie près à construire la décomposition minimale
de Waldhausen de ~a pour f ~ f a g.



Quitte à diminuer r~, 8, ~, nous pouvons les choisir de sorte que l’inter-
section de Aa avec le bord de Dé x D~ soit contenue dans Dé x 5~. .

Par ailleurs, soit la réunion des composantes irréductibles de 0~
qui admettent pi/qi pour quotient j acobien, 1  i  k. Il est facile de

constater, à l’aide des développements de Puiseux des branches de que,

plus le quotient jacobien augmente, plus la tresse n (Dâ x 
s’éloigne de l’âme de (Dé x S~ ). 

Par conséquent, il existe un réel strictement positif 8’, 0  8’  9 tel
que :

REMARQUE 6. La courbe = v~ est une branche de Da si et

seulement si f est à singularité non isolée à l’origine.

On écrit

= Z = 1, ... , ~, Cp2/q2)  p.g.C.d. = il.

REMARQUE 7. Il existe ni, 1 fi m  k, tel que = N.

D’après [L-M-Wl], chapitre 2, nous avons le résultat suivant :

LEMME c. Il existe des réels a et Bi, 1 fi i fi k, avec 0  a « 91 
82  ~ ~ ~  8~ tels que si :

alors n Zi = Aa n (Dé x S~ ) n Zi = , pour tout i ~ m + 1, et

u {auN = vÎ) n Zm+i = (Da u = ~I)) n ~Dé x s~) n Zm+1 -
U .

Les Zi sont appelées les zones jacobiennes. -

On peut choisir 9’ tel que Dâ, x S1~ = (~mi=1 Zi) U (Dâ x S1~).
Construction

Le moyen d’obtenir la décomposition minimale de Waldhausen de ~a
pour f est le suivant. Nous savons que la restriction de ~a à ~a
est un revêtement ramifié qui admet Fa n ~a et les éventuelles composantes
non réduites de Kfag pour lieu de ramification et K0394a = 0394a n (Dé x S1~),



union {0} x S,~ (respectivement SJ x {0}) si g (respectivement fa) est non
réduite, pour valeurs de ramification. Nous construisons la décomposition

0

minimale de Waldhausen de (Dé  S1~) qui admet les composantes
de U = Ko" u = v~ n (DB x S~)) pour feuilles. Par
prolongement des feuilletages aux tores pleins Dâ x 5~ et SJ x D2, on obtient
la décomposition minimale de Waldhausen de (Dé x S~) U x D~) qui
admet Koa U = v} n (Dé x S.~)) U ({0~ x S~) U (SB x {0}) pour
feuilles. Comme les valeurs de ramification de constituent une réunion

de feuilles; le pull-back de la décomposition minimale de Waldhausen de
(Dé x U (Sl x D~), qui a U = v} n (DB x S~)) U ( f 0} x S~) U
(SJ x f 0~) pour feuilles, fournit une décomposition de Waldhausen (non
nécessairement minimale) de Ea pour f fa . g. Fa, à partir de laquelle il

est facile d’obtenir une décomposition minimale de Waldhausen de Ea pour
f . la ~ g, comme décrit dans [Ma2] (ou [L-M-Wl] pour g forme linéaire
transverse à f ).

REMARQUE 8. - Étant donné une variété de Seifert Es de la décompo-
sition minimale de Waldhausen de Ea pour f . fa . g décrite ci-dessus, nous

posons Vs = ~(ES). . Les variétés de Seifert Vs ainsi obtenues fournissent
une décomposition minimale de Waldhausen de SÉ f . fa . g. Notons

G( f . g) le graphe de Waldhausen de cette décomposition.

COROLLAIRE 3. - 1. = où S parcourt les sommets de

s

2. Qo U {N} = {q(S) où S parcourt les sommets de G( f ~ fa . g)} ;

3. Si S est un sommet de G( f ~ fa ~g) tel que q(S)  N alors q(S) = qa (S).

Démonstration. - Soit p une feuille régulière de Vs. Il existe

i E {1, ... , k} tel que appartienne à Z2. Compte-tenu des propriétés
du difféomorphisme 03A8 et du fait que &#x26;a induit un revêtement fini de w-1(p)
sur on a : :_

ioÎ~~a(~ 1(P>))~~(~oÎ X s~~~a(~ 1(P))) =
où jC( , ) est le nombre d’enlacement dans la sphère (DÂ x S~) U (SB x

D~). D’où le 1 et par symétrie le 2.

Le 3 est conséquence de 1 et 2 et du fait que si q(S)  N alors Vs
rencontre au moins une composante y commune à Fo et ra, de sorte que
q(S) = qa(S) par la proposition 1 et la proposition a. D



3.3. Résultats

Comme au paragraphe 3.2, nous supposons ici que N > minQo et
a E (CB~0~. Ceci implique que la variété EN, définie ci-dessous, contient
~ ~ ~a (Zi), et comme dans on peut voir que EN n’est pas une réunion
de tores pleins, voisinage tubulaire de Kg dans ~a .

DÉFINITION 6. - On appelle la réunion des variétés de Seifert ~S
de la décomposition minimale de Waldhausen de ~a pour f fa. - g (obtenues
en 3.2) qui sont telles que q(S)  N et on pose = ~ ( ~N ) .

THÉORÈME 3. - Les fibrations pa = ~ : WN ---~ S’1 et p =

~ sont isomorphes.

Démonstration. Le carrousel de Lê (voir ~L1J ) implique que les fibra-
tions de Milnor pour f et fa se restreignent à W N Donc ~pa et ~p sont des
fibrations.

Notons Tj, , 1  j  J!, les composantes de bord des morceaux seifertiques
de W N .

La fibration ’Pa (resp. ’P) induit un homomorphisme (resp. de
sur Z et un homomorphisme (resp. ~) de sur Z.

Si C est une courbe fermée simple sur alors (C) (resp. ~~ (C) ) est le
nombre d’enlacement dans ~5’~ de C et de Kfa (resp. de C et de Kf) noté
,C(C, K (resp. ,C(C, .F~ f)).

Comme W N est une variété de Waldhausen dans S’E si - ~~ pour
tout j dans ~1, - - - , l~, alors et les fibrations ~pa et /? sont isomorphes
(voir [E-N], p. 34).

Le théorème 3 se déduit donc du lemme suivant :

LEMME 1. - On a l’égalité = 
.

Démonstration. Dans la décomposition de Waldhausen de S~ pour
f . fa g, çonstruite (en 3.2) à partir du carrousel, Tj est l’intersection de
deux variétés de Seifert V~1 et V~2 telles que  qa (S’j2 )  N. D’après
le 3 du corollaire 3 et la définition de W N, on a qa =  qa ( S32 ) =
q(,S’~2 )  N. Sur Tj soient pi une feuille de Seifert de V~1 et P2 une feuille
de Seifert de V~2.

On obtient alors = = -

et de même = ~~ ( (P2 J ) -



Comme ~a ( ~- ~ (p1 ) ) et ~~ ( ~-1 (p2 ) ) sont des feuilles de Seifert qui ap-
partiennent à des zones jacobiennes différentes, leurs classes engendrent un
sous-groupe d’indice fini dans il en est de même pour
les classes de pi et p2 dans H1 ( Tj , 7~), d’où le lemme. D

On choisit une fibre Fa de la fibration de Milnor fa/ fa ~ : ---~

On rappelle que Ff = Fa n W ~.

PROPOSITION 3. - Le morphisme Z) --~ Z) induit par
l’inclusion est injectif.

Démonstration. Par construction est un morceau de la fil-
tration de la fibre de Milnor obtenue par le carrousel de Lê. Par conséquent
(voir [Ll]), il existe une monodromie h : Fd --~ Fa de fa/ ~ fa ~ qui
se restreint en une monodromie de pa sur et Fa est obtenue (à type
d’homotopie près) à partir de Fâ en ajoutant des anses d’indice un. D

Notons (resp. Aa(t)) le polynôme caractéristique de l’endomor-
phisme induit par la monodromie de cpa sur H~ (Fâ , Z) (resp. par la mon-
odromie de f a / fa sur .

COROLLAIRE 4. - Pour tout a E C, = divise et

Ao ( t ) . .

Dans la section 4.1, on obtient une formule explicite pour l1 â (t) à partir
de la résolution minimale de fa . g (voir la proposition 6). Au paragraphe
4.1 nous utiliserons la proposition suivante pour calculer ~lâ (t).

PROPOSITION 4. - Soit A une composante connexe de Ea BEN et soit

UA un voisinage tubulaire de A n (K f a . Alors A= ABUA n’est ni un
tore plein ni un tore épaissi. 

"

Démonstration. 2014 Comme A se surjecte par 03A6a sur U (Sj x
D~), A a une composante de bord commune avec EN, et A contient au
moins une composante de et au moins une composante de Par

conséquent, A a au moins trois composantes de bord. D

COROLLAIRE 5. - Si une var~iété de Seifert Vs de la décomposition
minirnale de Waldhausen de ,S~ pour f fa . g rencontre .K f ou , alors

q{,S’) > N et N.

Démonstration. La décomposition minimale de Waldhausen de A est
non triviale et ne contient que des variétés de Seifert VS~ telles que q ( S’ ) > N
et q~ (S’) > N. D



COROLLAIRE 6. - Si N est strictement supérieur au plus grand quotient
jacobien de (g, f) alors, pour tout a ~ C, ~â (t) = Ao(t) divise Aa(t). .

0 
_

Démonstration. Soit A comme dans la proposition 4. Notons A la
variété de Waldhausen obtenue en ajoutant à A les composantes connexes
de UA qui contiennent une composante de K’fa ; Ã a au moins deux com-
posantes de bord donc ce n’est pas un tore plein.

Si j4 n’était pas un tore épaissi, ~1 contiendrait un morceau seifertique
essentiel V dont le quotient topologique serait supérieur ou égal à N. Par
[Ma2] ce quotient serait un quotient jacobien pour (g, f ), ce qui contredit
l’hypothèse ; ~4 est donc un tore épaissi. Donc a le type d’homotopie de

La fibration ~p est alors homotope à la fibration de Milnor de f .
D

4. Point de vue de la résolution minimale

4.1. Résolution et calcul de 

Appelons 7r la résolution minimale de f ~ fa - g à l’origine de (C2, a ~ 0.
Le diviseur exceptionnel ~r-I (o) est constitué d’une réunion finie de com-
posantes irréductibles notées Ei, i E N. La transformée totale de C =

( f . fa . est et la transformée stricte de C est l’adhérence
de 03C0-1(CB{0}). Une composante irréductible de la transformée stricte in-
tersecte une unique composante du diviseur exceptionnel en un unique
point.

On définit l’arbre de la résolution minimale de f ~ fa ~ g, noté fa. ~ g),
comme suit.

Chaque Ei fournit un sommet Si de l’arbre. Si deux composantes Ei et
Ej s’intersectent alors on relie les sommets S2 et Sj par une arête. On attache
autant de flèches à un sommet Si qu’il existe de composantes irréductibles
de la transformée stricte de C qui rencontrent E; .

On factorise en produit de facteurs irréductibles premiers entre eux f ~ .
fa. g = et on pondère par sj la flèche qui représente la transformée
stricte de .

DÉFINITION 7. - La valuation valEi (l) de la composante irréductible Ei
pour un germe ~ à l’origine de ~2 est l’ordre de .~ o ~ le long de EZ.

Pour calculer valEs (~), on considère un germe de courbe lisse Ci trans-
verse à Ei passant par un point générique p de E;. Un tel germe de courbe



est appelé une curvette de E~. On paramétrise par cp(t.)). La val-
uation valEi (e) est la valuation en t de cp(t)).

Chaque sommet Si de l’arbre A( f fa . g) est pondéré par les deux quo-
tients suivants qSi ( f ) = valE, (9) et qSi ( fa) = valEi(fa)/valEi (g).
Notons Q( f ) = où Si est un sommet de A( f ~ fa -g)~ (resp. Q(fa) =

(fa) où Si est un sommet de A( f ~ fa . g)}).
PROPOSITION 5. - Si qs; ( f )  N alors qs~ ( fa) = qs= (f )  N, et de

même, si  N alors qSi(f) =  N.

Démonstration. - Soit ci est une curvette de Ei dont une paramétri-
sation de Puiseux de est donnée par (t"‘, cp(t)). On a = valt

 N, d°Ù ?

On calcule qs’i(fa) = Le qsz {.fa) =
+ 

D’après (*) on obtient qSi(fa) = d’où
le résultat.

Même résultat lorsque l’on suppose  

cp(t)))N. D

DÉFINITION 8. La valence v2 d’un sommet 5’2 de ,r4( f - fa - g) est égale
à la somme du nombre d’arêtes et de flèches qui rencontrent S’~ . De plus,
vZ { f ) (resp. est égal à la somme du nombre d’arêtes et de flèches
qui représentent des composantes la transformée stricte de f (resp. fa ) et
qui rencontrent S’Z .

REMARQUE 9. - On rappelle que la décomposition minimale de Wald-
hausen de S’~ pour f fa . g peut être obtenue à partir de l’arbre pondéré

fa . g). . À chaque sommet S’2 de ,A( f fa . g) de valence vi > 3 cor-
respond un sommet de G( f fa . g) et on a qa{,S’(i)) = qsi ( fa) et

= qsi ( f ). De plus, si un sommet SZ de A(f. fa.. - g) est tel que vi > 3
et qs~ ( f )  N, on a, par le ~~ du corollaire 3, ( fa) = qsi ( f )  N et, par
le corollaire 5, v2( fa) = vi(f). De plus Qo C Q( f) et Qa C Q( fa). Donc

 min Qa. À partir de maintenant et jusqu’à la fin de 4.4, on
étudie les pinceaux avec N > minQ(f). . Vu que fi minQo, le cas
N  fait partie des cas dégénérés traités en .~. 5.

PROPOSITION 6. - Supposons N > minQ(fa). Appelons IN l’ensemble
des indices i. des sommets S’Z de A(f . - fa - g) tels que qs~ ( fa)  N et DN
l’ensemble des indices i des sommets S’Z tels que qs4 { fa) = N.



Le polynôme = r~v =

(fa)), est un facteur commun aux polynômes caractéris-
tiques de la monodromie de f et de /~.

Démonstration. - Soit E = (fa. o 03C0)-1(S1~) n U où ~ est suffisamment
petit et U est un "bon" voisinage de 03C0-1(0). Soit a une fibre de Milnor de
la fibration fa Ë 2014~ ~. À tout sommet Si de A(f. fa. ~) correspond
un morceau Q de ~ défini comme dans [D-M] section 1.8. On construit
une monodromie ha : ~a 2014~ ~o qui se restreint en un difféomorphisme
hj : Fi 2014~ On considère maintenant f~ = U ~.

~I/v

La remarque 9 implique que jF~ est isotope à la fibre J~ considérée
dans la proposition 3 du paragraphe 3.3. Donc le polynôme est le

polynôme caractéristique de l’endomorphisme de induit par la
restriction de /~ à 

On a la suite exacte suivante de Mayer-Vietoris :

On note respectivement Po (t), (t), Pl (t) et l~â (t) les polynômes car-
actéristiques de la monodromie sur ~i~IN H0(Fi), Ho(Fa ), ~i~INH1(Fi) et
~I1 .

On a donc :

On utilise la proposition 1.7 de et le fait que dans [D-M], Di est
obtenu à partir de FZ en collant un disque à toutes les composantes de bord
de F2 .



De plus, les valences v.z de [D-M] sont les valences vi ( fa) de l’énoncé de
la proposition 6.

LEMME 2 . Si z E IN alors :

1. valEi (fa) = valEi ( f ) ;
2. v2(fa) = vZ(f )-

La construction de la monodromie ha décrite ci-dessus est valable pour
a = 0. D’autre part, d’après la proposition 3, (t) divise Ao(t). Par ailleurs,
en échangeant le rôle de a et 0, nous obtenons ~1~ (t) = ~1ô (t) divise Ao (t)
et Aa (t) donc le lemme implique la proposition 6. D

REMARQUE 10. 2014 D’après le lemme 2, l’arbre . g) permet de déter-
miner avec la formule de la proposition 6.

Démonstration du lemme 2. La définition de qs,~ ( fa ) et qsz Cf) et la
proposition 5 impliquent le 1 du lemme.

Si vi  3, comme i E IN, alors, d’après la remarque 9, = vi(f).

Si Vi = 2, et si vi( fa) = 1, alors une composante irréductible de la
transformée stricte de f ou de g rencontre E2. Si c’est une composante de
f, on a qs; (fa) = N, ce qui est exclu. Si c’est une composante de g, on a
vi(fa) = vi(f) = 1.

De même, vi ( f ) = 1 implique vZ ( f d ) = 1.

Sinon, v2 ( f a ) = vi ( f) = 2. .

S i vi = 1 alors vi( fa) = vi ( f ) = 1. D

4.2. Sommets dicritiques

Le cas g{x, y) = x est particulièrement important puisqu’il s’applique
à l’étude des valeurs atypiques à l’infini des applications polynômiales de
C2 dans C. C’est pourquoi nous établissons des formules précises pour de
telles familles de pinceaux. Elles se généralisent facilement lorsque g est
irréductible. On suppose de plus N > min Q ( f ) Le cas N  min Q(f) sera
traité en 4.5.

On convient de noter So le sommet de A( f fa . x) où s’accroche la flèche
qui représente la transformée stricte de x. On oriente les arêtes de A(f. fa -x)
à partir du sommet So . On colorie en rouge (resp. bleu) les géodésiques
orientées qui vont de S0 à l’extrémité des flèches qui représentent les com-
posantes de la transformée stricte de fa (resp. f ). L’arbre A( f fa - x) ainsi
obtenu est pondéré, orienté et coloré.



Un sommet Si de A(f . fa . x) est de rupture pour fa (resp. f) si vi(fa)
(resp. vi ( f) ) est supérieur ou égal à trois lorsque i ~ 0, et S’c est un sommet
de rupture pour fa (resp. f) si vo ( fa ) (resp. vo ( f ) ) est supérieur ou égal à
deux.

Notons R( fa) (resp. R( f)) l’ensemble des indices i de Si qui sont tels
que Si est un sommet de rupture pour fa (resp. f ).

Pour une démonstration des deux résultats suivants on pourra consulter
~L-M-W2~ dans le cas où x est transverse à f ou pour le cas général.

PROPOSITION d. - L’ensemble des quotients qs~ ( fa), i E R( fa) (resp.
qsi ( f ), i E ,R{ f )) est l’ensemble des quotients polaires de fa (resp. f ) pour
la direction x.

THÉORÈME DE CROISSANCE. - Il y a croissance stricte de ( fa)
(resp. qsZ ( f )) le long des géodésiques de fd (resp. f) et constance sur les
arêtes incolores ou unicolores bleues (resp. incolores ou unicolores rouges).
En particulier qso(f) = minQ( f ) (resp. = minQ(fa)).

Comme on a supposé N > min Q { f ) on a donc qso ( f )  N, et qso (fa) =
qsa (f )  N.

PROPOSITION 7. - Soit S2 un sommet bicolore de A( f fa . x) dont au
moins une arête (ou flèche) unicolore est issue. Alors aucune arête sortante
de Si n’est bicolore et qsi ( fa) = ( f ) = N.

Démonstration. On suppose que S’? est un sommet bicolore auquel est
attachée une arête (ou une flèche) unicolore bleue. Choisissons une curvette
c qui passe par le point singulier de la transformée totale de C symbolisé
par l’arête ou la flèche bleue. Cette curvette est générique pour fa - x. Soit

une paramétrisation de 

Soit ci une curvette de Si générique pour f.x et pour f a Soit ~ 1 (t ) )
une paramétrisation de Notons que m = mi car c et ci sont les
curvettes d’un même sommet, génériques pour x.

Par choix de c et ci on a :

Donc = et par conséquent
on obtient :



Ainsi on a qsi ( fa) = N et qsi ( f ) > N.

Choisissons désormais une curvette c2 passant par le point singulier de la
transformée totale de C symbolisé par une arête (ou flèche) rouge (unicolore
ou bicolore). Soit {t"’t , cp2 (t) ) une paramétrisation de ~r (c2 ) . On a forcément

> mN Le. +atmN) > mN, ce qui im-
plique c,p2(t)) = et par conséquent = mN

donc qs2 ( f ) = N. Ceci prouve également que c2 est générique pour f et
par conséquent que l’arête rouge est unicolore, ce qui achève la démons-
tration. Cl

PROPOSITION 8. - Si Sj est un sommet de .,4( f fa . x) tel que qs~ ( fa) =
qs~ ( f ) = N, alors aucune arête sortante de Sj n’est bicolore.

Démonstration. Supposons qu’une arête bicolore sorte par S~ . On
choisit une géodésique, par exemple bleue, qui passe par cette arête. Elle
aboutit à une flèche bleue. Soit Si le dernier sommet bicolore sur cette

géodésique. La géodésique choisie sort de S‘q par une arête (ou flèche) uni-
colore bleue. Par la proposition 7, on a donc qsz ( fa) = qsi ( f ) = N. Comme
Si se trouve après Sj, ceci contredit le théorème de croissance. D

Voici désormais quelques conséquences de ces résultats.

COROLLAIRE 7. - Dans A(f. fa -x), sur toute géodésique de f, il existe
un unique sommet S’io de quotient N qui est un sommet bicolore dont toutes
les arêtes sortantes sont unicolores, et tel que qsio ( fa) = ( f ) = N. Un
tel sommet Si0 est dit "dicritique ".

Sur cette géodésique, les sommets précédant S’io sont bicolores et de quo-
tient strictement inférieur à N pour f et fa. . Les sommets succédant à S2o
sont unicolores de quotient égal à N pour fa, et de quotient strictement
supérieur à N pour f. .

COROLLAIRE 8. - Si SZ est un sommet de ,r4( f - fa - x) avec ( f )  N,
alors (on a qSi ( f ) = qsi (fa)) aucune arête ou flèche unicolore ne rencontre
Si. .

DÉFINITION 9. - On définit AN(f. - fa ~ x) (respectivement AN(f. - x)~ le
sous-gmphe de fa . x) (respectivement ,A( f ~ x)) constitué des sommets
Si de ,A{ f ! a . x) (respectivement A(f . - x)) qui sont tels que qs‘ Cf)  N,
de toutes les arêtes attachées à ces sommets et de la flèche qui rep~résente
la transformée stricte de x.



REMARQUE 11. - Une privée de sa pointe est considérée comme
une arête.

COROLLAIRE 9. - Dans ~(/ ’ fa 1t) on a :

(i) AN( f fa - x) est connexe ; c’est donc un sous-arbre.

(ii) AN(f. x) est un sous-arbre de fa . x) .

Démonstration. La croissance stricte des quotients polaires sur les
géodésiques colorées et leur constance sur les arêtes incolores prouve que
AN(f . fa - .x) est connexe.

Comme AN (f . - f a x) ne contient aucune arête ou flèche unicolore et que
A( f fa - x ) est l’arbre de la résolution minimale de f - x, on a ( ü ) . . D

4.3. Multiplicité sortante pour un dicritique

Préliminaires. Soit ~ un germe de fonction analytique, un arbre
d’une résolution de t à l’origine de (C2, et soit x un axe qui n’est pas une com-
posante de t. Comme précédemment, on note So le sommet où s’accroche la
transformée stricte de x. On oriente à partir de So. Soit Si un sommet
de A(t) et soit 6’ une arête issue de Si. On note l’autre extrémité de 6;.

Soit Ci (respectivement une curvette de la composante irréductible
du diviseur exceptionnel correspondant à Si (respectivement on dira

que ci est associée à Si . Soit z un axe transverse à x .~. Un développement
de Puiseux de 7r(Ci) est donné par :

Un développement de Puiseux de est :



les n~ ni, ni+1 pouvant être égaux à un et aj, bi, b, b2+1 étant des nombres

complexes non nuls.

DÉFINITION 10. Le sommet SZ est caractéristique pour si et

seulement si ni > 1 et b ~ 0, i. e. dans le cas I et ni > 1. . Sinon Si n’est pas
caractéristique pour 

DÉFINITION 11. - Si ci est une autre curvette associée à S2, on pose :

Le couple d’entiers (li, ni) (p.g.c.d(li, ni) = 1) est la paire associée au som-
met Si. .

REMARQUE 12. - Nous rappelons que les l~ satisfont les formules suiv-
antes (pour plus de détails voir ~M W~ chapitre 5) :

(i) Si aucun sommet caractéristique pour ne précède S2 sur la

géodésique de , alors li = mi.

(ii) Sinon, li = mi +n2(ln - m), où (l, n) est le couple associé au dernier
sommet caractéristique pour qui précède Si sur la géodésique de 

Rappelons la proposition 5.4.1 du chapitre 5 de ~M-W~ qui nous sera
utile pour ce qui suit.

PROPOSITION e. Soient .~1 et .~2 deux composantes irréductibles d’un

germe de fonction analytique .~ à l’origine de (C2. . Désignons par (lZ, ni), le

couple d’entiers associé au sommet Si où se séparent les géodésiques de .~1
et .~2. . Avec les notations précédentes nous avons :

Notation. On factorise .~ en .~ = .~~ où les géodésiques des facteurs
de l~ (respectivement passent par l’arête ~ (respectivement ne passent
pas par ~) .

DÉFINITION 12. - La multiplicité sortante de ~ par l’arête ~, notée
est égale à :



PROPOSITION 9. - Soit un sommet de ,~4( f ~ fa ~ x) . Si qsi ( f )  N
et si ~ est une arête de A(f . . fa . x) qui a pour origine Si et pour extrémité
,S‘Z+i, , alors = me (fa) et (x, = (x, 

Démonstration. Comme pour tout b E (C on a (x, = 

il suffit de vérifier que pour tout a E (C on a mE ( f ) = me(fa). .

D’après la proposition 5, on a qs~ ( f ) = qs~ ( fa). Par conséquent, si ci
désigne une curvette de Si, on obtient pour le cas 1 :

Par ailleurs comme qsi ( f )  N, d’après le corollaire 7, on sait que
le sommet est tel que ( f ) = ( f a ) fi N. Pour ce sommet,

{f ) = (fa ), donc d’après la proposition e, ceci équivaut à .

li+1 + = + (2).

Avec (1) on a : = (me (fa) - et

avec (2), - l2 . ni(me( fa) - = - Ainsi on

obtient = li+1 (*).

Ceci implique que divise et donc ni+l divise Par consé-

quent ni+l = 1. Considérons désormais deux cas : celui où ni = 1 puis celui
où ni > 1.

Dans le premier cas (*) devient mi+l +(ln-m) = rrz2 + (l n - m), où (l, n)
est le couple associé au sommet caractéristique pour qui précède Si
(s’il n’existe pas de tel sommet de rupture, dans les formules cela revient à
prendre ~==met~==l). On obtient alors mi = mi+ 1, ce qui est impossible.

Dans le second cas, (*) devient + mi) = On obtient

encore mi = m2+1, ce qui est absurde.

Pour le cas II nous avons = .fd,É)o
( l’) et

Avec (1’) et (2’) on obtient alors l’égalité suivante : = li ~

n2+1 (**).



Nous allons considérer deux cas, suivant qu’il existe un sommet car-
actéristique pour qui précède S’Z ou pas.

S’il n’existe pas de tel sommet, on a li+1 - m.z+1 et li = mi. L’égalité
(**) devient alors mZn2+1 = m2+lni, ce qui équivaut à mi/ni = 
ce qui est impossible.

S’il existe un sommet de rupture qui précède 5’i, avec les notations qui
précèdent, (**) s’écrit : (mi + n2(ln - m))ni+I = + n2+1(ln - m) )ni,
soit mi/ni = m2+ 1 /n2+ 1, ce qui est impossible. D

Avec les mêmes notations que dans la proposition 9 nous avons :

COROLLAIRE 10. - (i) ?r(Ci))p = 

(ii) (x, (x~ ~

Démonstration. (i) est une conséquence directe de la proposition 9 et
de la définition de et Pour (ii) on utilise le fait que qso(f) =

qso ( fa )  N, ce qui implique que (x, f )o = (x, fa)o. On conclut en utilisant
la proposition 9. L

4.4. Détermination de .~4( f fa - x) en fonction de .A.( f - x)

THÉORÈME 4. - Lorsque a est régulière, .A( fa - x) s’obtient à partir de
,A.( f - x) comme suit.

(i) On ajoute à AN(f . - ~) tous les sommets de quotient N de ,r4( f - x) .
On note - x) l’arbre ainsi obtenu.

(ii) Pour chaque arête semi-ouverte t sortante de AN(f - x), , on note SE
son somm.et origine.

a Si l’extrémité de ~ dans A(f . - ~) est une pointe de flèche de poids un,
alors on ajoute cette pointe.

b Si l’extrémité de ~ dans A(f - ~) est un sommet S de quotient N pour
f et de paire (ls, ns); on accroche flèches de poids un à S
dans - x ) .

c Si l’extrémité de ~ dans A(f . - x) est une pointe de fl’èche de poids
strictement supérieur à un ou un sommet S de quotient strictement
supérieur à N pour!, , alors on raccroche à ~ une zone possédant
exactement un sommet de rupture S’ de quotient N pour fa, et on



ajoute flèches à S’. La paire (ls~ , ns~ ) associée à S’ est
obtenue comme suit. Posons : :

(a) Si ,S~ est un sommet caractéristique pour les branches de fe , on
a = w.

(,~) Sinon, = w .

(iii) On efface la couleur bleu et on colorie en rouge les géodésiques des
composantes irréductibles de fa .

THÉORÈME 5. - Lorsque a est régulière, on construit l’arbre .r4( f ~ fa -x)
comme suit. On prend l’arbre .A( fa ~ x) et les composantes connexes de

A(f . ’ x) = Ai. .

a Si AZ est une pointe de flèche de poids un, dans A(fa . ~ x) on remplace
l’arête ~ et la pointe de flèche accrochée à ~ par une zone de la forme

où le sommet S’ est dicritique, de paire associée avec

ns~ = 1 et ls~ = o, et le nombre de sommets ajoutés sur la géodésique
issue de Se est égal à nsE .

b Si Ai a une arête origine ~2 semi-ouverte, alors son sommet origine
S dans A(f . ~ x) est tel que qs( f ) = N, et alors dans A(fa . - x) on
raccroche Ai au sommet S de .A( fa ~ x) .

c ( 1 ) Si Ai est une pointe de flèche de poids ri strictement supérieur à
un, on ajoute dans A(fa . ~ x) une flèche de poids ri à S’ si ns~ = 1
(où S’ est le sommet de quotient N défini au (c) du théorème 4) ou
au sommet de valence un, extrémité de la zone de rupture associée à

S‘’sins~ >1. .

(2) Sinon, Ai a un sommet origine S" et qs» ( f ) > N. Si = 1, on
raccroche Ai à A(fa . ~ x) en mettant une arête entre S’ et S" (où S’



est le sommet de quotient N défini au (c) du théorème l~). Si ns~ > 1, ,
on insère dans Ai la partie incolore de A( fa x) qui s’accroche à S’
en tenant compte de la résolution des composantes de f~ .

On colorie en rouge et bleu en suivant les géodésiques des composantes
irréductibles de fa et de f respectivement.

REMARQUE 13. - (i) Dans le cas a des théorèmes 4 et 5, on a me(f) =
1. Si Se n’est pas caractéristique pour la composante de fe, on a nsE = 1
car e est un support pour la flèche qui représente fe.

(ii) Le cas ns’ > 1 du c(2) du théorème 5 se fait explicitement en utilisant
les paires de Zariski des branches de f~ ~ (o) comme dans [NI-W] chapitre 6.
Avec les arbres topologiques de satellisation, on raccrocherait directement
le bout d’arbre correspondant à Ai à la fourche correspondant à S’ (voir
[M-W] chapitre 3). .

Démonstration des théorèmes .~ et 5. Nous avons l’inclusion AN(f .

Soit 6’ une arête sortante de AN(f . x). .

Si l’extrémité S de ~ dans A(f . x) est un sommet de quotient N, alors
correspond à des curvettes de S, et les b des théorèmes 4 et 5 sont

évidents.

Si l’extrémité S de ~ dans A(f . x) est une pointe de flèche de poids un,
alors on a me( f) = 1 = et donc fa,e (et fe) est irréductible et sa
géodésique dans A(f. fa -x) ne contient pas de sommet caractéristique après
Se (d’après la remarque 13 (i) ) .

Par conséquent le a du théorème 4 est clair.

Pour le a du théorème 5, on a ajouté le sommet S’ de quotient N, de
paire (ls, ns.) avec ns~ = 1 (par la remarque 13 (i)), et et fE sont des
curvettes de S’. D’après la définition 11, on a donc ls’ = et on

obtient :

car (x, fe)o = (x, = val E~ (x), d’où l’on tire N(x, fe)o - fa,e)o =
= l s- 

Soit c une curvette associée à Comme ns~ - 1, on a : =

(x, fe)o et = 



Le calcul de (Je, fa,e)o exprimé à l’aide de lS~ montre que le nombre de
sommets à ajouter est mS’ - mS~ = lS’ - lS~ nsE .

Les points c des théorèmes 4 et 5 se démontrent comme suit.

Si me(f) > 1 et si qS~ ( f )  N, alors on considère la géodésique d’une
composante de dans ~(/ - fa - ~). Elle contient exactement un sommet
S’ de quotient N, et les branches de f~,~ {o) sont résolues en des curvettes
de S’. De plus, 6’ est une arête de A(f - x) et toutes les géodésiques de
f~ passent par S’ dans ,~l( f fa - .x) (d’après la proposition 7).

On calcule la paire (ls~, ns~ ) associée à S’. Soit c’ une curvette associée
à S’ et c une curvette associée à Se. On obtient :

Par conséquent on a : = ( fa, 7r(c’))o = ( f, ~(c’))o, ou encore
~’(c~))o = (f~~ ~’(c~))o + ~’(c’))o = ~(c’))o + ~(c’))o.

Comme (fa~ ~(c))o = et (f~ -- 

par le corollaire 10 on a = 

Dans le cas I on obtient alors = 
,

d’où /ns~ = w.

Dans le cas II nous avons N = ns~ ( f~, 7r(c))o + ls,me(f),
nsE nsE

d’où ls~ /ns~ = .

Ceci démontre le c du théorème 4 et la remarque 13 (ü) permet de
conclure au c du théorème 5 . f~

4.5. Cas dégénérés

Les cas dégénérés concernent les valeurs de N qui sont inférieures ou
égales au plus petit quotient polaire de f . On trouve l’ensemble B des
valeurs atypiques du pinceau f(x, y) + axN comme nous l’avons expliqué
dans l’introduction. Ici on décrit le type topologique d’une fibre régulière
en fonction du type topologique de f ~ x.

THÉORÈME 6. - Pour a régulière, lorsque N est inférieur ou égal au
plus petit quotient polaire de f, , alors le complémentaire dans s~ d’un voisi-
nage tubulaire de l’entrelacs n S’~ est une variété de Seifert.

Ce théorème est une conséquence directe du lemme suivant :



LEMME 3. - Pour a régulière, lorsque N est inférieur ou égal au plus
petit quotient polaire de f, , on a Qa = ~N}.

Démonstration. La vérification de ce résultat est identique à la dé-
monstration de la proposition 1 du paragraphe 2. D

Ce lemme peut aussi être obtenu à partir de résultats de B. Teissier
([T2]). Dans ce cas = 0 apparaît comme l’intersection de f+azN = 0
avec la surface z = g(x, y ) .

Démonstration du théorème 6. Le fait que Qa soit égal à ~N} se
traduit par l’existence d’une unique zone polaire Zi. Le lemme 2.5.2 de
[L-M-W1] nous dit alors que Ea n est connexe par arcs ; donc ~~,
est connexe et par conséquent le complémentaire dans ~a d’un voisinage
tubulaire de l’entrelacs (fa. n ~a est une variété de Seifert. D

COROLLAIRE 11. - Pour a régulière, l’arbre A( fa ~x) possède un unique
sommet de rupture et les flèches qui représentent la transformée stricte de

s’accrochent à ce sommet de rupture. En particulier fa a le type
topologique de x’~ - où m = ( f, x)o et n = min (N, ( f; ; y)o).

Démonstration. Nous venons de démontrer que le complémentaire
dans ,S~ d’un voisinage tubulaire de l’entrelacs ( fa n S’~ est une
variété de Seifert. La correspondance biunivoque entre les variétés de Seifert
de la décomposition minimale de Waldhausen du complémentaire dans S’~
d’un voisinage tubulaire de l’entrelacs ( fa n S’~ et les sommets de
rupture de A( f a ~ x) prouve la première partie du corollaire.

Soit b une autre valeur régulière. L’image par ~~ de est la courbe

d’équation v = (a - C’est une feuille régulière. Par conséquent elle se
relève par &#x26;a en un nombre fini de feuilles régulières. Les composantes de

n S’~ sont donc des feuilles régulières ; par conséquent leurs trans-
formées strictes dans A( fa ~ x) sont symbolisées par des flèches du sommet
de rupture. Comme a et b sont régulières, les types topologiques de f a et f b
sont les mêmes, d’où le résultat. D

5. Exemples

5.1. Exemple 1

Dans la suite la flèche blanche représente la transformée stricte de {x =
0}, les flèches noires les transformées strictes des composantes = 0}
et les flèches grises celles = 0 } .



Considérons ~o donné par y) = (x, (x5 - y3)2). Dans l’arbre A(! ~
x), chaque sommet Si est pondéré par le quotient de contact qs= ( f ) =
valEi. (x ) (voir figure i).

On a D(x,y) = -6y2(~s _ y3) ; possède donc deux branches.
Pour (x5 - y3), dont une paramétrisation de Puiseux est donnée par (t3, t5),
on obtient f (t3, t5) = 0 ; pour {y = 0}, dont une paramétrisation de Puiseux
est donnée par (t, 0), on obtient valt( f (t, 0)) = 10 et (x, y)o = 1.

L’ensemble Qo est constitué du singleton {10}.

a) Pour N = 20, l’arbre x) est représenté figure 2.

Dans ce cas Bi = 0 et B = {0~ car f n’est pas réduite.

Nous obtenons Qa = {10; 20~ et en utilisant les théorèmes 4 et 5 nous
trouvons que la zone de rupture créée est de paire (30,1), ce qui nous permet
de construire l’arbre A(f. fa -x) où chaque sommet est pondéré par qsz ( f a ) =
valEZ (fa) /valEi (x) (voir figure 3).

b) Pour N = 10 (voir l’arbre x) figure 4), on a valt(f(t,O)) =
N(x, y)o. Par conséquent, Bi = {-1~ et B = {0, -1~ car f n’est pas réduite.



Si a E CBB, Qa = {10} et la zone de rupture ajoutée est du type (5, 3),
d’où la construction de A(f . ~ fa ~ x) (figure 5).

c) Pour N = 8, Bi = 0 et B = {0} car Qo = {10}. Par définition ce cas
est dégénéré, et pour a régulière l’arbre A( fa . ~ x) est représenté figure 6.

5.2. Exemple 2

r

Considérons f = ~ f i s où r > 2 et les fi sont lisses et transverses deux
i=l

r

à deux. La multiplicité à l’origine de f est donc égale à Lei. On étudie
i= 2

r r

f(x, y) + axN avec N > On a qSl ( f ) = 03A3ei où Si est le sommet
i=l i=i

de A(f . ~ x) représentant le diviseur obtenu en éclatant l’origine dans ~2. .

r

LEMME 4 . Si N > ~~ ei alors 0 est la seule valeur atypique éventuelle
i=1

du pinceau f + axN. .

Démonstration. Si x est transverse à f alors Qo = ~~Z 1 et N est
strictement supérieur à l’unique quotient polaire de f pour la direction x.

Dans le cas où x n’est pas transverse à. f, le quotient associé à S0 est un
quotient polaire de f pour la direction x. Par le théorème de croissance, il
est strictement inférieur à e2, donc à N. De plus, si r > 3, ei est

un deuxième quotient polaire pour f. Dans tous les cas N est strictement
supérieur aux quotients polaires de f pour la direction x.



La remarque 3 permet alors de conclure : si f est réduite B est vide,
sinon B = ~0~. Q 

~

En appliquant le théorème 4, a et c, on construit à partir de A( f 
x) . Dans le cas c, on remplace chaque pointe de flèche correspondant à une
composante irréductible fi de f de poids ei > 1 par une zone possédant un
unique sommet de rupture, de paire associée (L(i~, n(i~), auquel on accroche
e2/n(i) flèches et pour lequel on a :

5.3. Exemple 3

Comme dit dans l’introduction, notre caractérisation des valeurs atyp-
iques d’un pinceau permet de déterminer les valeurs irrégulières à l’infini
d’une application polynômiale de C2 dans C associée à un polynôme de

y~ Voici des exemples qui illustrent la méthode.

N

a) Supposons que Q(x, y) est de la forme (x - a2 ) , les ai non nécessai-

rement distincts. Les fibres de l’application polynômiale Q sont des droites
parallèles. Les valeurs irrégulières de Q sont les valeurs c E C telles que
Q(x) = c est non réduite. On les détermine de la façon suivante.

N

Soit P(X, Z) = l’homogénéisée de Q. Le pinceau associé
2=1

est P(X, Z) + aZN = Pa (X, Z), et Pa (X, Z) n ~Z = o~ = (0 : 1 : 0) =
~A~. On localise au point A et on calcule Ies valeurs atypiques du pinceau
local P(x, z) + azN. . Le germe D défini dans l’introduction est le lieu des

N-1

zéros de ]j[ (x - cj z), où les cj sont les racines de la dérivée du polynôme
j=i

N

11(x - ai).
i=l

N

Quel que soit j on a : P(cjz, z) = On pose bj =
i=i

N

. L’ensemble des valeurs atypiques de Q est B = ~ - b j , j =
z==i

1,..., N - 1} (les bj ne sont pas forcément distincts).



b) En appliquant la même méthode qu’en a), on montre que R(x, y) =
N

yq + ai ) est régulier à l’infini si q > 1 et q 7~ N.
i=i

c) Soit S(x, y) = x + x03B1y03B2 avec a > 1 et 03B2 > 1. Les fibres de S in-
tersectent la droite à l’infini en A = (0 : : 1 : 0) et A’ = (1 : 0 : 0). Après
localisation en A (resp. A’) on obtient les pinceaux : + 

(resp. z«+~-1 + ya + az«+a ) .

En A’ le germe D est et alors B = ~.

En A le germe D est z«+’p‘ 1 + . Les branches de D ont une
paramétrisation de la forme (z = t«-1, x = ~t«+~-; ) avec 1 + = 0.

Alors B = {0~. Donc la seule valeur atypique de S à l’infini est 0.
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