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Résolution du d pour les courants prolongeables
définis dans un anneau

SALOMON SamBou (M)

RESUME. — On résout le 8 pour les courants prolongeables sous des hypo-
theéses de concavité sur un domaine §2 d’une variété analytique complexe.
On applique ces résultats avec ceux de [13] & 1’étude de lisomorphisme
de Dolbeault dans le cas hypersurface réelle.

ABSTRACT. — We solve the 8 for extendable currents under concavity
conditions on a domain 2 of an analytic manifold. We apply these results
with those of [13] to the study of the Dolbeault isomorphism on real
hypersurface.

Introduction

Soient X une variété analytique complexe de dimension n et Q@ CcC X
un domaine relativement compact & bord C* de X. Posons D = X <\ Q. Un
courant 7" défini sur D est dit prolongeable, si T est la restriction & D d’un
courant 7" défini sur X. Supposons que X est une extension g-convexe de 2.
On veut résoudre OU = T sur D, ou T est un courant prolongeable d-fermé.

(*) Regu le 5 novembre 2001, accepté le 11 octobre 2002
(1) Institut Fourier, Laboratoire de Mathématiques, UMR5582 (UJF-CNRS), BP 74,
38402 St Martin d’Heres Cedex, France.
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Ce probléme entre donc dans le cadre général de la résolution du 8. On
sait que pour les formes différentielles de classe C* sur D, cette équation
n’a pas toujours une solution. Méme dans le cas ou ’on sait résoudre, on
ignore parfois si pour une donnée de classe C* jusqu’au bord, on a une
solution C* jusqu’au bord. D’aprés l'isomorphisme de Dolbeault si le &
admet une solution pour les formes différentielles de classe C*° d-fermées sur
D, alors il admet une solution pour les courants d-fermés sur D. Les courants
prolongeables sont pour les courants ce que les formes différentielles de classe
C® définies jusqu’au bord sont pour les formes différentielles de classe C*®
définies dans un domaine. Il est donc naturel de se demander si T' est un
courant prolongeable J-fermé sur D, s’il existe un courant prolongeable U
défini sur D, solution de U = T'. Ce probléme a déja été étudié dans [13]
dans le cas d’un domaine complétement strictement g-convexe & bord C*.

o

Sous I'hypothése D = D, on sait d’apres [11] que ’espace D" (X) des
courants prolongeables de bidegré (p, r) définis sur D est le dual topologique
de I’espace D" "P"~"(D) des (n — p,n —r)-formes différentielles de classe
C®, & support compact dans D. On va donc comme dans [13] résoudre le E)
avec conditions de support et obtenir par dualité la résolution du d pour les
courants prolongeables. Mais contrairement au cas convexe, D" P"~"(D)
n’est pas un espace de Fréchet mais simplement une limite inductive d’espaces
de Fréchet, d’ou des difficultés & appliquer le théoreme de I'application ou-
verte. Grace a des artifices d’analyse fonctionnelle, on parvient & surmonter
ce probléme pour prouver le théoréeme suivant :

THEOREME. — Soient X une variété de Stein de dimension n, @ CC X
un domaine relativement compact a bord C* de X tels que X soit une
extension g-convere de Q, 1 < g <n—1. Alors

1) Pourl<r<getr<n-—2

DTN (X) = DB (X) Nkerd .

1) Sig=n-1,

IDLA(X) = {T € DTS (X) | (T,9) = 0,¥ € D" P (X Q) Nker D} .

Ce théoreme est pour les courants prolongeables ’analogue du corollai-
re 2.2.13 de [8] sur les formes différentielles définies jusqu’au bord dans un
anneau local g-concave.

Notons HP" (D) respectivement H? (D) le (p,r)®™€ groupe de coho-

cour
mologie de Dolbeault des courants prolongeables respectivement des courants.
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On a comme conséquence du théoréme 4.1 de [13] et du théoréme ci-dessus,
les relations entre HP" (D) et HE; (D) suivantes :

THEOREME. — Soient X une variété analytique compleze de dimension
n et D un domaine a bord C* de X. Supposons que :

a) bD est strictement g-concave, 1 < q < n — 1, alors Uapplication
induite par restriction :

ot S:HO"(D) — H%" (D) est un isomorphisme pour 0 <r < q—1
S: H%(D) — H%I (D), est injective.

cour

b) bD est strictement q-conveze, 1 < q < n — 1, l'application induite
par restriction :

S: H%"(D) —  HY" (D) est un isomorphisme sir >n —q

cour

et
S:HO"9(D) — H%"79(D) est surjective.

cour

La partie b) du théoréme a été démontrée dans [9], théoréme 3.13 pour
un domaine a bord C* par morceaux.

Si H%" (D) respectivement H%" (D) désigne le (0, 7)-iéme groupe de co-
homologie de Dolbeault pour les formes différentielles de classe C*° sur D
respectivement sur D, on a sous les hypotheéses du théoréme ci-dessus les
mémes conclusions pour l'application induite par restriction S : H%" (D) —
HY%" (D).

On applique ces différentes relations entre groupe de cohomologie 3
P’étude de l'isomorphisme de Dolbeault dans les hypersurfaces réelles. On
sait que pour une variété analytique complexe X, l’application naturelle
entre HE"(X) et HE;7 (X) est un isomorphisme. Dans le cas d’une hyper-
surface réelle S de X, a cause de ’absence du lemme de Poincaré pour le
Os dans les degrés intermédiaires, I'application naturelle entre H2"(S) et
HE; . (S) semble ne pas étre toujours un isomorphisme. On montre :

THEOREME. — Soient X une variété analytique compleze de dimension
n et S une hypersurface réelle de classe C*° de X. Si la forme de Lévi de
S admet en chaque point de S :

i)  q valeurs propres de méme signe q > ﬂ;—l, Uapplication naturelle
de HY(S) — HYL.(S) est surjective sin—q <1 < q—1, et HY(S) —

cour

HY™ (S) est injective sin —q+1<r <q.

cour
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i) q paires de valeurs propres de signe contraire, 1 < q < "T‘l,
Uapplication naturelle de HYT(S) — HOT (S) est un isomorphisme si 0 <
r<g—letn—qg+1<r<n-—1,

H24(S) —  H%2 (S) est injective

cour

H%"=9(S) — HY"-9(S)  est surjective.

cour

et

Le cas 1) correspond au cas de la codimension 1 dans [9]. Ces résultats
ont été annoncés dans [14].

1. Préliminaires

Notations 1.1. — Soient X une variété analytique complexe de dimension
n et © CC X un domaine de X. Posons D = X ~ Q. On note DP" (X \ Q)
Pespace des (p,r)-formes différentielles de classe C*° sur X et & support
compact dans X \ Q. On munit DP"(X \ Q) de sa topologie usuelle de
limite inductive d’espace de Fréchet. D5 (X)) désigne I’espace des courants
de bidegré (p,r) dans D prolongeables & X. D’apres [11], si D = D, alors
DB (X) est le dual topologique de D" P"~"(X \ Q).

Définition 1.2.— Une fonction p de classe C* sur X est dite g-convexe,
1 < g < n, sisa forme de Lévi possede au moins g valeurs propres strictement
positives. p est dite g-concave si —p est g-convexe.

Définition 1.3.— Soient X une variété analytique complexe de dimen-
sion n et  CC X un domaine relativement compact de X. Q est complete-
ment strictement g-convexe, 0 < ¢ < n— 1, s’il existe une fonction (g + 1)-
convexe, définie dans un voisinage Ug de Q telle que @ = {z € Ug | ¢(2)
< 0}.

S’il existe une fonction ¢ qui est (g + 1)-convexe dans un voisinage Upn
du bord de Q, telle que QN Upq = {z € Upa | ¢(z) < 0}, on dit alors que 2
est strictement g-convexe.

X est une extension g-convexe de 2, 0 < ¢ < n — 1, s’il existe une
fonction ¢(gq + 1)-convexe, définie sur un voisinage U de X \ Q telle que

QNU = {z € U | ¢(2) < 0} et pour tout réel a, 0 < a < sup p(2),
zeU

I’ensemble {z € U | 0 < ¢(z) < a} est compact.

Remarque 1.— Puisque si U est un voisinage de X \ €2, U est aussi un
voisinage du bord b2 de €, alors si X est une extension g-convexe de (2,
est strictement g-convexe.
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2. Résolution du 0 avec conditions de support

Nous allons d’abord résoudre le 8 pour les formes différentielles appar-
tenant & DP"(X \ Q).

THEOREME 1.— Soient X une variété de Stein de dimension n et 2 C
C X un domaine relativement compact a bord C*° de X tel que X soit une
extension g-convexe de 2, 1 < g <n — 1. Alors,

i) sin—q+1<r<n—1,9DP" (X \Q)=DP"(X Q) NKerd.
i) IDPP Y X \ Q) est fermé dans DP™(X \ Q).

i) sir=n—qetq<n-—2 soit f € DP"YX Q)N Ker?, alors
pour tout € > 0 et tout £ € N, il existe g. € DP’”___‘?_l(X) tels que dg. = f
et |9, 5 <&, ou| |, désigne la norme C* sur Q.

Démonstration.

i) Soit f € DP"(X ~ Q) NKerd, f € DP"(X) N Ker d. Puisque X est
de Stein, il existe h € DP""1(X), 1 <r < n — 1, telle que 9h = f sur X.
Comme X est une extension g-convexe de 2, Q2 est strictement g-convexe
dans une variété de Stein, donc complétement strictement g-convexe, cf. [3],
théoreme 5.14.

Puisque 2 <n—q+1 <7, cest-a-dire 1 <n—-—qg<r—1et Oh =0
sur  complétement strictement g-convexe, il existe (cf. [10], théoréme 2)
une (p,r — 2)-forme différentielle de classe C*° 0 sur 2 telle que 90 = h sur

Q. Soit 6 une extension C* a support compact dans X de 6, u = h — 90
convient.

ii) Pour montrer que 9DP""1(X \ ) est fermé dans DP™(X \ Q), il
suffit de montrer que :

aprrHX N Q) = {f €DPM(X N\ Q)| fo/\g =0, pour toute
(n — p)-forme g
holomorphe
dans X} .

D’apres le théoreme de Stokes,

aDPHX Q) C {f eDPMX Q)| [y fAg=0, pour toute
(n — p)-forme g
holomorphe
dans X} .
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Soit f € DP*(X \ Q) telle que fX f A g =0, pour toute (n — p)-forme g
holomorphe dans X. D’apres la proposition 20.2 de [3] et la régularité du 9,
cf. [7], chapitre 5, corollaire 4.5, il existe h € DP"~1(X) telle que Oh = f.
On termine alors comme dans 7). Par conséquent f € DP"~1(X \ ), d’on
I’inclusion dans 'autre sens, ce qui donne 1’égalité.

i) Sif e DPYX N Q) NKerd, alors f € DP*~9(X) NKerd. Il
existe h € DP*~271(X) telle que :

Oh=f sur X .

Oh =0sur Qet hest une (p,n — g — 1)-forme différentielle O-fermée sur Q.
On ne sait pas résoudre U = h dans .

Pour compléter #%) nous allons utiliser le lemme ci-dessous qui est une
version C* du théoréme 12.11 de [3].

LEMME 2.1. — Soient X une variété analytique complexe de dimension
n et D CC X un domaine strictement q-conveze tel que X soit une extension
g-convere de D, 0 < g <n—1. Alors pour tousn—qg—1<r<netleN,
image de Uapplication restriction de Z§ .(X) — Zéy,(ﬁ) est dense pour la
norme | - |, 5-

Démonstration du lemme. — Elle est analogue a celle du théoréme 12.11
de [3], ol les résultats locaux avec estimations uniformes de Henkin et
Leiterer sont remplacés par des résultats locaux correspondants avec esti-
mations c¢f de Lieb et Range [10].

D’apres le lemme 2.1, il existe une famille (¢, ).>0 de formes différentielles
dans X, O-fermées qui convergent vers h'ﬁ pour la topologie de la conver-
gence uniforme des formes différentielles et de leurs dérivées d’ordre inférieur
ou égal & ¢ sur Q. Puisque ¢ < n — 2, il existe une famille (1.).>o de
(p,m — g — 2) formes différentielles de classe C* sur X telles que e = e
sur X.

Soit x une fonction dans C>®(X) a support compact dans X qui vaut 1
dans Q2. Posons 0. = xv. et g. = h — 90.. f = Jg., g. est une (p,n —q—1)
forme différentielle & support compact dans X avec |g.|, 5 < €.

Notons que pour les assertions 2) et i¢) il suffit que D soit complétement
strictement g-convexe. Le fait que X soit une extension g-convexe de D ne
sert que pour ).

Remarque 2.— Le théoreme 1 reste vrai sous les hypotheses légérement
plus faibles suivantes : X est une variété analytique complexe de dimension
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n et 8 CC X est un domaine relativement compact & bord C*® de X. On
suppose que X est une extension g-convexe de Q et qu’il existe un ouvert
de Stein U tel que Q cC U C X.

3. Résolution du 9 pour les courants prolongeables

Comme conséquence de la résolution & support compact et de la dualité
entre D57 (X) et D" "P~7(X \ Q), nous avons le théoréme suivant :

THEOREME 2. — Soient X une variété de Stein de dimension n, Q CC
X un domaine relativement compact a bord C*®° de X tels que X soit une
extension q-conveze de 2, 1 < q <n —1. Alors,

i) Pourl<r<gqetr<n-—2,

DTN (X) = DE"(X)NKerd .

i) Sig=n-1,

gﬁljﬁ\n - {T € D,p’n H(X) [ {T,p) =0, Vp e Dn_p’l(X\Q)ﬂKerg} .

Pour faire la démonstration du théoréme, on a besoin de deux lemmes :

LEMME 3.1.— Sous les hypothéses de la remarque 2, soit K un compact
d’intérieur non vide de UNQ. Si T est un courant de bidegré (p,r) sur U\,
O-fermé et prolongeable a U, il existe un courant SE) défini dans U ~ Q

prolongeable a U tel que 9SK) = T dans K, pourl<r<gqgetr<n-2.
S — oy ~/p,n—1 _
Sig=n—1 pour tout T € {F € D5 (U) | (Fe) =0,
Vo € D"PH(U \ Q) Nkerd} ,

il existe un courant ST défini dans U~Q prolongeable a U tel que 8SK) =
T dans I‘;' .

Démonstration du lemme. — D’apreés la remarque 2, D" "P"~7 (U \ Q)
est fermé dans D" P (U Q) pour 2<n—-g+1<n—r+1<n,
c’est-a-dire 1 <r < gq.

Doncsi 1 <7 < g, pour un compact K de U~ 2, notons Dy »" "t/
) le sous-espace des formes différentielles appartenant & D”‘p*" HHU\Q)
et qui ont leur support dans K.
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D P UMD P T (U Q) est fermé dans Dy P "1 ({U\Q)
qui est un espace de Fréchet, c’est donc un espace de Fréchet.

DI P U N Q)BT P (U ) = U (DR U NN
veN

51)7;{:” (VAN Q)) ; ou (K,),eN est une suite exhaustive de compacts de

U~ Q. 1l existe vy tel que D P "1 U~ Q)N ED?{::’"_T(U ~ Q) soit de

deuxiéme catégorie de Baire. L’opérateur 0 est alors un opérateur fermé de
domaine de définition {¢ € DIP"T(U N Q) | dp € 2 SR (/AN
vo

Q)} entre les espaces de Fréchet D';(:: TN Q) et DEPPTTHHU

Q) N 9D P (U \ Q) dont I'image est de seconde catégorie de Baire.
Le théoréme de application ouverte implique alors que cet opérateur est
surjectif et ouvert. Donc

D PTT(UN Q)N Dy P U\ Q) =
Dy PP U Q)NIDTPTTT(UNQ) .
Posons K = K. vo- L’application

LE . DyPr U Q) NaDL " (U N Q) —C

est bien définie. En effet, si 9 = d¢’, on a d(p — ¢') = 0.  — ¢’ est une
(n — p,n — ) forme différentielle, O-fermée A support compact dans K, en
particulier dans U \ €.

x Sir < q-—1, daprés i) du théoréme 1 et la remarque 2, il existe
6 € D P LU Q) tel que ¢ — ¢’ = 00 car n—r > n—q+1. Par densité
de D*Pm"1(U < Q) dans D*P" (U N Q), il existe une suite (0;) jenN
d’éléments de D" ~P*~""1(U \ Q) qui convergent uniformément vers ¢ dans
Dn—Pn=r=1([] \ Q) et par conséquent (T, ) = (T, ") + (T,00) = (T, ¢')
car T étant O-fermé, (T, 060) = ; ETM(T, 86;) = 0. Donc

L7 (Bp) = Lz (3¢") .

x* Sir=gqetr <n-—2 soit T une extension de 7" & U. T est
un courant & support compact sur 2, donc 97T est d’ordre fini ¢. Puisque
o —¢ € DVP"9(U Q) N Kerd pour tout ¢ > 0, on a d’apres i) du
théoreme 1 et la remarque 2, une (n — p,n — ¢ — 1) forme différentielle h. de
classe C* & support compact dans U telle que ¢ — ¢’ = Oh, et |h| G S e

(T, Bhe)| = (3T, he)| < clhel, 5 -
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Donc |(T, Oh.)| — 0, d’ou (T, ) = (T, ¢'), ainsi LE (dp) = LE (dy").
£—

xx*x Sig = n—letTe{Fe’D’p’" YU) | (Fo) =0, Vo €
DPLU~Q)NKer 8} , o—¢' € D™ P’I(U\Q)ﬂKerg et d’apres ’hypothese
sur T, (T, — ¢') = 0. Dot LX () = LE (9¢') .

L’application L{ﬁ est linéaire, mais également continue comme composée
de deux applications continues :

T: D%_p’"_T(U \Q) —C
et

§:DE PR U LQ)N IDTPTT(UNQ) — DEPTT(UNQ)

qui vérifie d o § = I et qui est obtenue par application du théoréme de
P’application ouverte appliqué &

9:{peDL ™" (UNQ)|Dpe Dy PP U~ Q) C DEPTT(UNQ)
— D PP U Q)N IDETPMTI(UN Q).

D’apres le théoreme de Hahn-Banach, on peut étendre LE 4 une application
LE . Dr=Pn—r+1( Q) — C qui est linéaire et continue. Donc LE est un
courant prolongeable défini dans U < Q et 5Z¥ = (=1)"*"T sur IO{ car si
suppp C K, Op € Dy P U < Q) et (LE,Bp) = (—1)P*"(T, ). On
pose SK) = (~1)p+"LK O

LEMME 3.2. — Sous les hypothéses du théoréme 2, sozent K 1, Kz, K3
trozs compacts d’intérieur non vide de X \ Q tels que K1 cC K2 cC K3 et
KiUQ = {z € X~\p(z) < m},z =1,2,3, ou p est une fonction d’exhaustion
strictement plurisousharmonique qut existe du fait que X est de Stein. Soit
T un courant prolongeable sur X \ Q tel qu’il existe Sy et S5 deuz (p,r —1)
courants définis sur }%2 et 1%3 et prolongeables a X tels que, pour tout indice
i=2,3,0S; =T sur Io(i et soit € > 0, alors il existe un courant prolongeable
§3 défini sur ]%3 tel que : 5§3 =T sur I(;'g et

i) S3o =5

o s12<r<q;
K1

K1

i) |(§3 — 82, ¢0)| < €lplo,k,, pour toute p € Dn_p’"(f;'l ubQ) sir=1.
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Démonstration du lemme.

i) Comme 0S; = T sur 10{2 et 8S; = T sur f{3, 9(S2 — S3) = 0 sur
I(;'g. Puisque sur Ii’g, on peut résoudre le 0 pour les formes différentielles &
support compact dans Io{z UbQ de bidegré (p,r) avec 2 < n—g+1 <r <n-—1
et 57)"_”’"‘1(}%2 UbQ) est fermé dans D"‘p*"(l%g UbQ), cf. Remarque 2, on
a d’apres le lemme 3.1 et pour K un compact tel que Io{ 1 CC K CC 12’2 un
courant S%) sur Io( prolongeable a 12'2 UQ tel que Sy — S5 = dSE) sur Ic;'

Soient x une fonction dans C*°(X) & support compact dans I(;' uQ qui
vaut 1 dans K; et S&) une extension de S¥) 3 X

Ss +9(x8")) = Sy — (1 — x)SH)) sur Ki .

On pose B o
Ss = S5+ 9(xS¥) .

zz) Sir =1, comme 85y = T sur K2 et S5 = T sur 1%3, 5(5’2—53) =0
sur Kg. Il existe 6 une p-forme holomorphe sur K2 telle que S3 — Sy = 0

sur Ko.

10(2 U Q) est une variété de Stein, © est un compact de Io{g UQ et I(;'Q =
( 1%2 U Q) \ Q est connexe. Par le phénomeéne de Hartogs, toute p-forme
holomorphe sur IO{Q se prolonge holomorphiquement a Ii’z U . Soit 6 un tel
prolongement de 6 a }%2 UQ. Tl existe alors cf. [5], théoréme 5.2.8, une suite
(6;) jeN de p-formes holomorphes dans K 3 UQ qui convergent uniformément
vers 6 sur K7 UL Il existe jo tel que sup 165, — 0| <e.
KU

Posons §3 = S3 — 0j,, on a !(53 — Sa,9)| < € sup |¢|, pour tout ¢ €

Kluﬁ
e}
DR (K U Q). O
Démonstration du théoréme. — Con51derons une suite exhaustive

(Kj)jen de compacts de X \ Q. Supposons que K] uQ ={z€X|p()
< n;} ou (n;);en sont des réels tels que 7; < 741 et p est une fonction
d’exhaustion strictement plurisousharmonique de X. Pour 2 < r < ¢, on
associe & (K);cN grace aux lemmes 3.1 et 3.2 une suite de courants (S;) jeN

définis dans K; et prolongeables & X telle que 5Sj =T sur IO{ jetsij, j+1,

7 + 2 sont trois indices consécutifs, S;jy2 = S;j41 sur Kj.
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La suite (S;);eN converge vers un courant S défini sur X \ Q et pro-
longeable. De plus, S est solution de ’équation OU = T dans X ~ .

Pour r = 1, soit € > 0, il existe d’apres les lemmes 3.1 et 3.2, une solution
§3 de S = T dans K3, une solution S; de dS = T dans K> telles que

|<S3_527 SO>| < €|<,9
une suite (S;);en de courants définis sur K; et prolongeables & X tels que

o
0,K,, pour toute ¢ € D" P (K;UbQ). On construit ainsi

si j, j+1, j+2 sont trois indices consécutifs, [(S;12 —Sj11,9)| < 57|¢lo,k;

pour toute ¢ € ’D""”’"(Io{j U b2). La suite (§j)j€N est une suite de Cauchy
pour la topologie faible. En effet, soit ¢ € D*™P™(X \ Q), il existe N € N

tel que suppp C Kn U b2 et pour tout m > N et a > 0
~ ~ € €
(Bnva = Sms )| < (g + -+ + ey ) PloK

par conséquent (St — Sy, ©) —y 0. Donc (5]) jeN converge faiblement
m—-1+00

vers S. S est linéaire. En effet, soient ¢, ¥ € D" P (X Q). o+ €
DrP(X \ Q). 1l existe Ky tel que supp ¢, supp v, supp(y + v) soient
inclus dans K.

(S,p+v) = Jim (Sjr ¢+ ) = lim(Sj, ) + Llim (Sj, ) = (S, 9) +(5,9) -

Soit (¢,),eN une suite d’éléments de D™*~P*(X \ ) avec ¢, - 0 dans
V=100

Dr~P (X \Q). Il existe un compact Ky tel que pour tout v, supp ¢, C K.
I<S’ WV)I = , limj>N<Sjv ‘I’u>| et

j—1
1
[(Sjro)l <e gl evlogy + [(Sn+1,00)] -
k=N
SN+1 est un courant donc (Sy11,¢,) — 0 et par hypothese p, — 0,
v—+00 v—+00
donc |p,lo,xy — 0.D’ou (Sj,¢,) — 0. S est alors continu et est un
v—+00 v—+400

courant prolongeable solution de ’équation U = T dans X ~ . O

4. Invariance de la cohomologie pour les extensions g-concaves
et g-convexes

Soient X une variété analytique complexe de dimension n et D un do-
maine de X. On note HE" (D) respectivement HZ;" (D) le (p,7)**™€ groupe
de cohomologie de Dolbeault des formes différentielles de classe C*®° dans D

respectivement des courants dans D.

- 115 -



Salomon Sambou

Si ZP’T(Q) désigne 'espace des courants de bidegré (p,r) sur D pro-
longeables, d-fermés et EP"(D) = GD%”T—I(X ), alors on note
. 7T
aer(py = Z2D)
EPT(D)

le (p, r)iéme groupe de cohomologie de Dolbeault des courants prolongeables
définis sur D.

Nous étudions dans ce paragraphe l'injectivité et la surjectivité de ’appli-
cation induite par restriction :

S: H*"(D) — H%" (D) .

cour

Définition 4.1.— Un domaine D C X est dit & bord strictement g-
convexe, respectivement g-concave, si :
i)  bD rencontre toutes les composantes connexes de X.

ii) Il existe un voisinage U de bD, une fonction p : U — R, (¢ + 1)-
convexe, respectivement (g + 1)-concave, tels que

DNU={z€U]|p(z) <0} .
X est dit extension g-convexe généralisée, respectivement g-concave généra-
lisée, de D si :
1) D rencontre toutes les composantes connexes de X.

2) 1l existe une application p : [0, +00o[xU — R ou U est un voisinage
de X < D telle que :

a) Pour tout ¢ € [0,+00[, p(t,-) est (¢ + 1)-convexe, respectivement
(g + 1)-concave.

b) Pour tout z € U, p(-,2) est une fonction décroissante.

c) L’application ¢ — p(%, -) est continue de [0, +o0[ dans C*°(U, R).

d) DNU = {z € U | p(0,2) < 0} et pour tout t > 0, {z € U |
p(t,z) < 0} NCD est relativement compact dans X.

Soit G un domaine de X. Supposons que G est une extension g-concave
généralisée de D, 1 < g < n — 1. On a d’apres [6] les résultats suivants :
Papplication induite par restriction

S : HY(G) — HY (D) est un isomorphisme pour 0 < r < ¢ — 1,
(théoréme 1.1.3).

S : H%9(G) — H%9(D) est injective, (théoréme 1.1.4).
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De plus, pour tout domaine Q de X, 'application naturelle de H%(Q) —

HY (Q), 0 < r < n, est un isomorphisme appelé isomorphisme de Dol-

beault. On en déduit 1’équivalent pour les courants de 'invariance de la
cohomologie pour les extensions g-concaves suivant : 'application induite
par restriction

S’ : HY" (G) — HY (D) est un isomorphisme pour 0 <r <g -1,

cour cour

S’ : H% (G) — H%2 (D), est injective.

cour cour

Dans le cas convexe, on a I’analogue suivant du lemme 1.1.2 de [6].

LEMME 4.2.— Soit p : [0,+00[xX — R une application vérifiant les
propriétés suivantes :

a) Pour toutt € [0,+00], p(t,-) est (¢ + 1)-conveze.

b) Pour tout z € X, p(-, z) est une fonction décroissante.

c) L’application t — p(t,-) est continue de [0, +oo[ dans C*(X,R).

d) p n’a pas de point critique dégénéré.

Posons Do = {2z € X | p(c, 2) < 0} pour tout o € R et on suppose qu’il
existe ap tel que a < ap, & < ap, @ < a et D, \ Dy, est relativement
compact dans X . Il existe alors un réel € > 0 tel que pour tout o, 3 vérifiant
0 < a < B <e, il eriste un nombre fini de domaines (Ai)fvzo tels que :

D,=AyCA  C---CAN=Dg et pour tout j, 1 < j < N, A; se déduit
de Aj_1 a laide d’un élément d’extension q-conveze de X.

Démonstration. — Elle est identique & celle donnée dans [6], (cf.lem-
me 12.3 de [3]). O

En utilisant le lemme 4.2, le lemme 12.4 de [3] et en procédant comme
dans le paragraphe 12 de [3], on a

THEOREME 3.— Soient X une variété analytique complexe de dimen-
ston n, q un entier, 0 < g <n—1 et D un domaine de X. On suppose que
X est une extension q-convexe généralisée de D. Alors Uapplication induite
par restriction :

: S: HY(X) — HY"(D) est un isomorphisme siT >n —q
S:HY"9(X) — HY" (D), est surjective.

Si D est relativement compact, alors S : H3*~9(X) — H%"~9(D), est
en plus injective.

Dans le cas compact le théoréme 3 correspond au théoréme 12.14 de [3].
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THEOREME 4. — Soient X une variété analytique compleze de dimen-
sion n, D un domaine a bord C* de X. Supposons que :

a) bD est strictement g-concave, 1 < q < n — 1, alors l'application
induite par restriction :

S:H°"(D) — HY% (D) est un isomorphisme pour 0 <r < gq—1

cour

et
S:H%(D) — H% (D) est injective.

cour

b) bD est strictement g-conveze, 1 < g < n — 1, U'application induite
par restriction

. S: H%"(D) — HY" (D) est un isomorphisme siT >n —q

cour

S:HA°*~9(D) — HY%" YD) est surjective.
Si de plus D est relativement compact, on a : S : H*"~9(D) — H%-9(D)
qut est en plus injective.

Démonstration.

a) Soient p une fonction définissante de D et(K,),cN une suite ex-
haustive de compacts de X. Considérons une fonction x; € D(X) a support

dans 1%2 qui vaut 1 dans K. Il existe t; > 0 tel que p; = p — t1x; soit
(g + 1)-concave dans un voisinage de {p; = 0}.

Posons D; = DU {p; < 0}. D; est un domaine de X & bord C* stricte-
ment g-concave. D1~ D={0<p <t X1} est relativement compact et D;
est une extension g-concave généralisée de D.

Soit x2 € D(X) a support dans 12’3 qui vaut 1 dans K». Il existe t3 > 0
tel que p = p; — tax2 soit (g + 1)-concave dans un voisinage de {p2 = 0}.
Dy = D1 U{p2 < 0} est un domaine & bord C* strictement g-concave, Dz \
D; = {0 < p; < tax2} est relativement compact et Do est une extension g-
concave généralisée de D;. On construit ainsi une suite de domaines (D, ), eN
avec Dy = D, D, C D,41, Dy41 ~ D, est relativement compact et D, 41

est une extension g-concave généralisée de D, - D = |J D, D D et est une
veN
extension g-concave généralisée de D.

e Surjectivité de S : H>"(D) — HY" (D), 0<r<g-—1.

_ Nous voulons montrer que pour tout [T] € H%..(D), il existe [T] €
HO%"(D) tel que S[T] = [T). Si1 < r < g — 1, cela revient & montrer qu’il
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existe T' un courant O-fermé sur D, prolongeable et 8 un (0,7 — 1) courant

dans D tels que : 5 _
T=T+096 dans D .

De la surjectivité de 'application 8’ : H%" (D) — H%" (D), 0<r < ¢—1,

: cour
il existe un courant 7" défini dans D, J-fermé et ¢’ un (0,7 — 1) courant
dans D tels que :

T'—-T=06¢ dans D pour 1<r<g-1.

1l suffit de choisir T’ = TI’D d’ott la surjectivité de S pour 1 < r < g — 1. De
méme _
§: HYS (D) — HY (D)

cour cour

est surjective,

O(D) o(D)

olt O(D) désigne I’espace des fonctions holomorphes dans D. Si T € O(D),
T est la restriction d’une fonction holomorphe T” définie dans D. On pose
la aussi T = TI’D.

Ainsi S : H*"(D) — HY (D) est surjective pour 0 < r < g — 1.

cour

¢ Injectivité de S : H*"(D) — H%% (D), 0<r < gq.
Pour r =0, S : H*°(D) — O(D).
Soit [7] € H®(D) tel que S[T] = 0 dans D - TfD = 0 et est un

courant prolongeable. T appartient au dual topologique de D™"(D). Soit
¢ € D™(D), il existe une suite (¢;);ey € D™"(D) qui converge vers ¢
dans D™ (D).

(T, ) :}%(T,¢j) =0 car T'D =0.

Ainsi (T, ) = 0 pour toute ¢ € D™"(D), d’ott T = 0. Donc S : H*°(D) —
HZ%0 (D) est injective.

cou

Pour montrer linjectivité de S : H%"(D) — H%" (D) pour 1 < r < g,
nous avons besoin de deux lemmes.

LEMME 4.3. — Soient X une variété analytique compleze de dimension
n et D un domaine a bord C*® strictement g-concave. Pour tout & € bD,
il existe un voisinage 0 de &, tel que pour tout domaine Dy a bord C®
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suffisamment proche de D au sens de la topologie C? et pour tout T €
Dg’lr(X) N ker 3, J-exact dans Dy, avec 1 < r < g, il existe un courant
S e 25’017‘—1(D1 N 0) tel que 55 = T dans D1 ne.

Avant de faire la preuve du lemme donnons d’abord une définition.

Définition 4.4.— Un domaine local g-concave dans C* (1 < g <n-1),
cf. [8], est un triplet [U, D, p] qui vérifie les propriétés suivantes :

i) U cC C" est un ouvert convexe.

1) p est une fonction réelle de classe C*° définie dans un voisinage de U qui
est strictement convexe par rapport aux (g+1) premiéres coordonnées
21 Zg41 de z € U.

i) {p<0}#0et {p<1}cCCU.
i) D = {0 < p < 1} et dp(z) # 0 pour tout z € bD.

v) p est strictement convexe sur un voisinage de {p > 1}.

Démonstration du lemme. — Puisque D est a bord strictement g-concave,
pour tout 1 < r < ¢, D est aussi & bord strictement r-concave. Il suffit de
faire la preuve pour gq.

D’apres le lemme 2.1.4 de [8], il existe un systéme de coordonnées (W, h)
autour de &, un domaine local g-concave [U, D, p| tels que :

a) h(W)=U, {p <0} Ch(Wn{p < 0})ou ¢ est une fonction
définissante de X \ D;.

b) 1l existe un voisinage V C U de h(£) pour lequel on a VN {p < 0} =
R(W N {p < O}).

Posons p=poh, A={0<p<1}= h=1(D) vérifie les hypothéses du
théoreme 2. Posons Sy = {5 = 0} le bord intérieur de A et S; = {p = 1} le
bord extérieur de A. Soient @ = {p <1} et Vi cC Vo CcC Vs CC V3 CC Vs
des voisinages dans Q de £ tels que V5 NCD; cC {p < 0}. Considérons une
fonction x de classe C* & support compact dans 2, & valeurs dans [0, 1] qui
vaut 1 dans V3~ Vy et 0 dans Vi ~ (V4 \ V). Pour ¢ suffisamment petit,
p —ex est (¢ + 1)-convexe dans un voisinage de So et p — ex = p dans un

voisinage de Sj.

A" = {0 < p—ex < 1} C A vérifie encore les hypothéses du théoreme 2.
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Puisque T € D/O’q(X )Nkerd et T est d-exacte dans Dy, il existe un
courant v défini dans D; tel que T = dv dans D;. Soient Dy C D; un
domaine de X et x; une fonction de classe C*° & support dans D; qui
vaut 1 dans D,. Posons T = T — 8(x1v). T est un (0,q) courant défini
sur D; prolongeable, d-fermé et a support dans D; ~ D,. Choisissons Ds
suffisamment proche de D; de sorte que (D;~\D2)NA’ ait deux composantes
connexes. ~

T/: {T sur A/ﬁDlﬂV;:,
0 sur A’ (D1NWy)

est un (0, g) courant défini sur A’, nul au voisinage de S;, prolongeable & 2
et O-fermé.

Sig<n-2 dapres le théoréme 2, il existe un courant w défini dans
A’ prolongeable 3 Q tel que T/ = Ow dans A’.

Si g =n—1, posons Sy = {p — ex = 0}. D’aprés le théoréme 2, i),

8D/On 2 {T c D'O = 1(9) [ (T,9) =0, Vo e D"’l(A’US(’)) ﬂkerg} .

Donc pour montrer que 17" € BD'O T 2(Q), il suffit de montrer que (77, ¢)
= 0 pour toute ¢ € D1(A’ U SO) Nker 0.

Considérons Tp une extension de 7" & Q. Puisque 7” est nul au voisinage
de 51, Tp est & support compact dans Q. Il appartient au dual des formes
différentielles de classe C* sur Q. Puisque 7" est O-fermé dans A’, on a 8Ty
qui est & support dans 2~ A’. 9T est d’ordre fini £. Soit ¢ € D™1 (A’ uSy)N
ker 9, p € D™ (Q)Nker J et Q est completement strictement (n—1)-convexe.
Donc il existe a € D™0(Q) telle que ¢ = da o1 al o.as €St une n-forme C>°

dans Q\A’ holomorphe dans QA Puisque 2 est une extension g-convexe

de Q< A, il existe une suite () jeN de n-formes holomorphes définies dans
Q2 qui converge pour la topologie C? vers o dans Q ~ A’.

(T, )| = (To, )| = [(0To, @ — a;)| < Cla — @jle,0uar

pour tout j € N. D’oti (7", ) = 0 pour toute ¢ € D™!(A’ U S§) Nkerd. 11
existe donc w € D"~ 2(Q) tel que Ow = T’ dans A’. On pose § = V;. Pour

tout ¢, 1 < g <n—1,T = d(xy+w) dans D; N et xy+ w est un courant
prolongeable défini sur D; N 6. O
LEMME 4.5. — Soient X une variété analytique compleze de dimension

n et D un domaine a bord C* strictement g-concave (1 < ¢ < n — 1).
Soient T un (0,7) courant, 1 < r < q, d-exact dans D, prolongeable et S
un compact de bD. Il eriste un courant vy défini sur D, prolongeable, un
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courant Ty défini dans DUWg, O-fermé, ot Ws est un voisinage de S dans

X tels que : .
T=0vi+T1 dans D .

Démonstration du lemme. — Soit I un fermé de S. On dit que I' satisfait
a la condition Ez, s'il existe U € Dg’r_l(X ) tel que T — QU admet une
extension O-fermée & D U Wr, ou Wr est un voisinage de I" dans X.

Notons que d’apres le lemme 4.3, si £ € bD, il existe I' C bD tel que I’
satisfait & la condition Ez. En effet, soient I' un voisinage fermé de £ dans bD
tel que T' CC #NbD, ot @ est comme dans le lemme 4.3 et w € D'®"~1(DN0)
(donné par le lemme 4.3) tel que dw = T dans DNA. Si x est une fonction C>®
& support compact dans § qui vaut 1 dans un voisinage Vr de I', U = xw
est un courant défini dans D qui est prolongeable et T — U admet une
extension O-fermée & D U Vi

Pour faire la démonstration du lemme, il suffit de montrer que .S satisfait
4 la condition Ezx. Puisque S est compact, il suffit de montrer que pour tout
£ € S, il existe A un voisinage de £ dans X tel que si I' C S satisfait a la
condition Ezx, alors I' U (A N S) satisfait aussi & la condition Ez.

Fixons £ € S et choisissons deux voisinages A et 6 de §, A CC 6, ou
0 est comme dans le lemme 4.3. Soit I' C S qui vérifie la condition Ez.
Il existe v un courant prolongeable défini sur D, un voisinage Wr de I'
dans X tels que T — v admet une extension T, O-fermée dans D U Wr.
On choisit D; suffisamment proche de D au sens du lemme 4.3 tel que
D C Dy, T' cC Dy € DUWr. D’apres le lemme 4.3, il existe w un courant
prolongeable défini sur D; N6 tel que T = Ow dans Dy N 6.

Soit x’ € D(X) & support dans 6 et X’ = 1 dans un voisinage Uy de
A. Posons U = v + x'w sur D. U est un courant prolongeable, T — OU est
nul dans un voisinage Uy de A. T — 0U = (T — Ov) — O(x'w) admet un
prolongement d-fermé dans un voisinage D; U Us de T'U A. ]

Fin de la démonstration de la partie a) du théoréme. — Soit
[T] € H%"(D) tel que S[T] = 0 dans HY; (D). Pour montrer linjectivité de
S : H*"(D) — HY%".(D), 1 < r < g, on va construire une suite (Dj, T}) jeN,
avec Dy = D et Ty = T et ol D; est un domaine de X tel que Dj4q D
Dj, Djy1 est une extension g-concave généralisée de D;, D 1 ~ Dj est
relativement compact, D = |J D; D D et T} est un courant défini sur Dj,

jeN
prolongeable, d-exact dans D; tel que Tj41 = T dans Dj.
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Supposons la suite (D;,T})en construite. T = limT; est un courant
Jj

défini dans D 8-fe1me et T = T dans D. Puisque par hypotheses T est
O-exact dans D T représente la classe nulle dans H Or (D). Par invariance
de la cohomologie pour les extensions g-concaves généralisées, T représente
la classe nulle dans Hgo{“( D). Tl existe donc un courant ¢ défini dans D

tel que T = 9 dans D. T = 6(1/JI ), d’ou [T] = 0 dans H®"(D) pour
0<r<qg.

Construction de la suite (D;,T});cn.— Considérons une suite ex-
haustive (S;) jen- de compacts de bD. Posons Dy = D et Ty = T'. Supposons
(Dg, Ty) construit pour £ < j, D; est un domaine & bord C* strictement
g-concave. T; est un courant deﬁnl sur Dj, prolongeable & travers bD; et
D-exact dans D;j. Soit S, j+1 un compact de bD; tel que :

bD; \ Sy =bD N Sji1 .

D’apres le lemme 4.5 appliqué a Sj 11, Dj et T}, il existe un courant v;44
défini dans D; prolongeable, un courant T; défini dans D; U Ws ., (ot
WS;+1 est un voisinage dans X de S7 ), O-fermé tels que T = Jvj41 + T;
dans D;. Considérons D;1 et D}, deux domaines de X, obtenus par une
déformation C? de la fonction définissante de D;. Supposons que Dj; et
Dy vérifient : D; U S}, C Djy1 C Dy, C D UWs: ., Dj,, est une
extension g-concave généralisée de D; 1, D;1 est une extensmn g-concave
généralisée de D;, D;- +1 N Djq1 et Djq ~\ Dj sont relativement compacts.

Le courant T by, € Z%ne(Djyy) est en fait d-exact dans D’ En

effet graceal’ hypothese de récurrence, T; = 6% dans D; et par conséquent
= 9(¥j; — vj41) dans D;. Le courant T ; représente alors la classe nulle
dans HY%.(Dj). Les propriétés des extensions g-concave généralisées ( [6],

théoréme (1.1. 3)) et I'isomorphisme de Dolbeault impliquent que T} repré-

sente la classe nulle dans H

Or (D i+1) - 1l existe donc un courant v} dans

D}, tel que T} = 81; dans D’ ;. On pose Tj41 = 8((v'~ + Vi) E ), ol

v} est une extension de vj1; & D) i+1» ce qui donne (Dj11,T}j41) avec les
propriétés requises.

Preuve de b) C’est une répétition de la démarche de la démonstration
de la partie a) ; du théoréme 3 et de l'isomorphisme de Dolbeault, on a
une version courant du théoréme 3 d’ou 'on déduit la surjectivité de S:
H°"(D) — HY%..(D), n — q¢ < r < n. Pour Pinjectivité de & : HO"(D) —
HY" (D), r > n—q respectivement r > n—gq si D est relativement compact,

on remplace le lemme 4.3 par le lemme suivant :
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LEMME 4.6. — Soient X une variété analytique complexe de dimension
n et D un domaine de X a bord C* strictement q-conveze. Soit T un courant
sur D, prolongeable et O-exact dans D. Pour tout & € bD, il existe un
voisinage 0 de & dans X, un courant U sur @ N D, prolongeable tel que
T =8U dans 6 N D.

Démonstration du lemme. — Puisque bD est strictement g-convexe, D
est localement biholomorphe & un domaine linéairement g-convexe. Pour
tout £ € bD, on choisit un ouvert de coordonnées (U, h) autour de &, ou U
est biholomorphe & un convexe de C™*. U N D est un domaine complétement
strictement g-convexe. Par les fonctions maxg de [3], on peut construire
un domaine D; C U N D, complétement strictement g-convexe a bord C*
tel que & € bD;. T1 D, est un courant prolongeable, O-fermé. D’apres le

théoréme 4.1 de [13], il existe U un courant prolongeable sur D; solution de
9S =T dans D;. 1l suffit de choisir 8 tel que 6 N D C D;. ]

D:ils le cas des formes différentielles on a la relation suivante entre
H&"(D) et H&"(D) :

THEOREME 5.— Sotent X une variété analytique compleze de dimen-
sion n et D un domaine de X a bord C*°. Supposons que :

a) bD est strictement g-concave, alors l’application induite par restric-
tion :
. S:HY% (D) — HY' (D) estun isomorphisme st0 <r <g-—1
e
S:H%(D) — HYY(D) est injective.

b) SibD est strictement g-conveze, alors lapplication induite par res-
triction

S:HY% (D) — HY(D) est un isomorphisme sin —q <r <mn
et

S: HY"9(D) — H%" %D) est surjective.

Démonstration. — C’est une répétition de la preuve du théoréme 4.
Pour P’injectivité de S : H%" (D) — HY™(D), 1 < r < g dans a) on utilise
le lemme 3.2 de [8]. Pour l'injectivité de S : H%" (D) — HY" (D), n—q <
r < n dans b), on remplace dans le lemme 4.6 le courant T par une forme
différentielle f € Z%" (D), O-exacte dans D et le théoréme 4.1 de [13] par le
théoreme 2 de [10]. O

COROLLAIRE 4.7.— Soient X une variété analytique compleze de di-
mension n et D un domaine de X a bord C*°. Supposons que :
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a) bD est strictement g-concave. Alors l'application naturelle de :

HY (D) — HO%"(D) est un isomorphisme si0 <r < gq—1

et
H%(D) — H%9(D) est injective.
b) bD est strictement g-conveze. Alors lapplication naturelle de :
HY%" (D) —  H°"(D) est un isomorphisme sir >n —q
et

HY%"9(D) — H%""9(D) est surjective.

Démonstration.

a) C’est une conséquence de I'isomorphisme de Dolbeault et des théo-
rémes 4, a), et 5, a). Pour r = ¢ on a le diagramme commutatif suivant :

H%9(D) —— H% (D)

cour

| [

HQ(D) — HY(D).
D’ott H%9(D) — H%9(D) est injective.

b) C’est une conséquence de I'isomorphisme de Dolbeault et des théore-
mes 4, b) et 5, b). Pour r = n —¢q, D un voisinage de D qui est en plus
une extension g-convexe généralisée de D, on a d’aprés le lemme 3 de [4],
la surjectivité de I’application restriction de : H%"~9(D) — H2%"=9(D). Du
diagramme commutatif suivant :

Hy=(D) — HY%~9(D)

K |
HS279(D) —— HO™4(D),
on a la surjectivité de application naturelle de : H%"~9(D) — H%"~9(D).
O

5. Application a I’étude de I’isomorphisme de Dolbeault
dans les hypersurfaces réelles

Nous allons utiliser dans cette partie les relations entre la O-cohomologie
et la 0;-cohomologie établies par [1], [2] pour les formes différentielles et
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[12], [2] pour les courants afin d’étudier I'isomorphisme de Dolbeault dans
les hypersurfaces réelles. On sait que ’application naturelle de H%"(X) —
HY%" (X) est un isomorphisme appelé isomorphisme de Dolbeault. Si .S est
une hypersurface réelle, nous allons nous intéresser & I’application naturelle

de HY"(S) — HO (S), ot HY(S) respectivement HO (S), est le (0,r)°me

— cour
groupe de 9-cohomologie des formes différentielles C*° définies sur S respec-

tivement des courants définis sur S.

THEOREME 6.— Soient X une variété analytique compleze de dimen-
sion n et S une hypersurface réelle de classe C*° de X. Si la forme de Lévi
de S admet en chaque point de S ;

i) q valeurs propres de méme signe, g > "—'2*1, Uapplication naturelle de

cour

t HY(S) — HOT.(S)  est surjectivesin—qg<r<gq-1
e

HY™(S) — HYL.(S) est injective sin —g+1<r <gq.

cour

i) q paires de valeurs propres de signe contraire, 1 < q¢ < n-l

2
Uapplication naturelle de :

HY%(S) —  HY (5) est un isomorphisme si 0 <r < g—1
etn—q+1<r<n-1,

tHgéq(S) —  H% (9) est injective
e

H%"9(S) — HX"-9(S)  est surjective.

Remarque. — Le cas i) correspond au cas de la codimension 1 dans [9)].

Démonstration. — Quitte & restreindre X, on peut supposer que S
partage X en deux composantes connexes X+ et X ™.

i) On peut supposer sans perte de généralité que X~ se situe du coté
concave de S. D’apres le corollaire 4.7, a), ’application naturelle de :

HY(X) — H%"(X~)  est un isomorphismesi 0 <r<g-—1
et

H%(X ) — H%(X™) est injective.

D’apres le corollaire 4.7, b), application naturelle de :

H&T(7+) — HOT(XT) est un isomorphisme si r > n —gq
et

Hgo,n—q(j(‘"")) — HO%"79(X*)  est surjective.
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On applique ces informations au diagramme commutatif :

— HY(X) — HYXHeHY(X ) — HY(S)

Je e s
— HY (X)) — HO’T(X+)€BHO’T(X‘) — HOr (S)

cour cour

— HYH(X) — HYMXDeHYTX) —--

lcr-fl lar+1

SN HO’T'H(X) - I:IO,r+1(X+) @IVIO’H'ICX—_) —_— ..

cour

ot les fleches verticales sont des applications naturelles et les suites horizon-
tales les suites exactes longues de cohomologie associées aux suites exactes
courtes de complexes

0 — C(X) — CR (XN B CE(X ) — W (S) — 0
WO™(S) désignant les sections de Whitney sur S du fibré des (p, r)-formes
différentielles, et

0 — D™ (X) — DO (X) — DR(X) — 0

D?’T(X ) désignant les courants de bidegré (0,7) sur X & support dans S,
modulo Iisomorphisme entre les groupes de cohomologie H2"(S) et ceux
des sections de Whitney sur S et 'isomorphisme entre les groupes de coho-

mologie HY", (S) et ceux des courants sur X & support dans S.
Pourg—1>7>n-q+1, a,, ¢, ¢r41 sont des isomorphismes et Qry1
injective. D’apres le lemme des cing, b, est un isomorphisme.

De méme, pour 7 = ¢, a, est injective, c4 et ¢y sont des isomorphismes.
Par le lemme des quatre, b, est injective.

Pour r = n—gq, ¢ph—gq, Cn—q+1 sont des isomorphismes, Gy —q+1 €st injective
et ap_q est surjective. b,_q est surjective par le lemme des quatre.

i) Si la forme de Lévi de S admet g paires de valeurs propres de signe
contraire, alors

S: HO(X¥) — HY" (X*)  est un isomorphisme
pour 0<r<qg-—1et
n—g+1<r<n,

S : H%(X*) — H%? (X*) est injective et

S:HO""9(X*) — HY"-9(X*) est surjective.

cour
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De méme
—*

S:HY (X)) — HY"(X*)  est un isomorphisme
pour 0 <r<g-—1let
n—q+1<r<n,

S: H&Q(X‘i) —  HYI(X?) est injective et

S: H&"‘q(yi) — HY"9(X*) est surjective.

Donc Papplication naturelle de :

H&T(T) ®HY (X ) — HO(X*+)® H®"(X~) est un isomorphisme
pour 0 <r<g—1let
n—qg+1<r<n,

HY%(X )@ HO4(X ) — HO9(X+) @ H>9(X ™) est injective et
H&n_q(7+) ®HY " 9(X ) — HO"9(X*)@® HO"9(X ™) est surjective.

On conclut alors par I'utilisation du lemme des quatre comme dans ).
O

COROLLAIRE 5.1.— Soient X une variété analytique complexe de di-
mension n et S une hypersurface réelle de classe C*° de X. Supposons que
pour tout z € S, la forme de Lévi de S a £ valeurs propres d’un méme signe
et q paires de valeurs propres de signes opposés avec q < £. Alors,

i) it < Z, Uapplication naturelle de : HY'(S) — Hgli(S) est un
isomorphisme pour 0 <r < g—1letn—qg+1<r <n—1, est injective st
r = q et est surjective st T =n — q.

i) Si €= 2fL, Uapplication naturelle de : HY(S) — H(S) est
un isomorphisme pour 0 <r < g—1etn—g+1<7r <n—1, injective st
r=gq et {, surjective sir =n—¥{ etn—q.

i) Sil> 241, Uapplication naturelle de : HYY (S) — Hegi(S) estun
isomorphisme pour 0 <r < g—1,n—{+1 <r <{f-letn—q+1 <r <n-1.
Elle est injective sir = q et £, surjective sir =n—{ etn —q.
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