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Résultats sur l’irréductibilité et la conservativité
de la chaine de différences absolues ()

T. J. RABEHERIMANANA (1)

RESUME. — Dans cet article, nous donnons une condition suffisante
(voir [9]) aussi bien qu’une condition nécessaire pour que la chaine de
différences absolues soit A-irréductible. Ensuite nous donnons une condi-
tion suffisante pour qu’elle soit A-conservative ou A désigne la mesure de
Lebesgue restreinte 3 H = Rt.

ABSTRACT. — In this work, we give a sufficient condition (see [9]) as
well as a necessary condition for the absolute difference chain to be A-
irreductible. Then, we give a sufficient condition for this chain to be \-
convervative where X is Lebesgue measure restricted to H = R*.

1. Préliminaire

Dans toute la suite, NV désignera I’ensemble des entiers naturels et E

Popérateur d’espérance mathématique par rapport a un espace probabilisé
(Q,F, P).

1.1. Définition de la chaine de différences absolues

On considére la chaine de Markov X,,, n € N avec ’espace des états de la
chaine H = R™ muni de la tribu borélienne B telle que : X,, 11 = | X, =Y 41],
les Y,, sont des variables aléatoires positives indépendantes et équidistribuées
selon la loi Q. La chaine X, est selon (3] la chaine de différences absolues.

(=) Regu le 17 septembre 1999, accepté le 11 octobre 2002
(1) Département de Mathématiques et Informatique, B.P. 906, Ankatso, 101, Antana-
narivo, Madagascar.
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On définit la probabilité de transition par la formule
P(x,A) =P(Xpt1€A/X,=2)=FEls(jJz-Y))
= /lA(Iw —y)Q(dy)

ol Y est une variable aléatoire ayant la distribution Q.

On peut associer & ce noyau un opérateur sur l’espace des fonctions
mesurables et bornées, noté par ce méme symbole P :

P(f)(x) = Ef(le — Y|) = / Fllz — 9D Q(dy).

On peut aussi définir un opérateur v — v P qui associe & une mesure sur
(R™, B) une autre, définie par la relation

vP(A) = /V(da:)P(ac,A), AeB.

Il s’avere que pour la mesure de Lebesgue A sur R, on a AP < ) ; ainsi
on peut parler de ’endomorphisme induit par la probabilité de transition
P, qui agit dans L1()) et est défini par la relation

det d(AP)

vP(z) N

, pour v € LY()\), ot A\, (dzx) = v(z)\(dz).

En d’autres termes, on peut définir un opérateur v — v P défini par la
relation

/ng d\ = /uP g dX pour (v,g) € LY(\) x L®(\)

En effet,

/u Pg d)\ = /V(x)Eg(lxl— Y|)dz
=F / v(z)g(Jz — Y|)dz par Fubini
AL
4

/0+°° {/0 oog(Z)-u(y+Z)dZ+/()+°°g(Z).V(y_Z)lyzde}Q(dy)

I

+oo
v(z) - g(x — 1) Lasyda + /0 v(z) - gy x>1y>xdz} Q(dy)

/O+°° 9(2)dz {/O+°° (vy+2)+v(y - Z)lyzz)Q(dy)}
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i.e. VP existe et peut étre défini par la formule
400
P(2)= [ (u+ 2)+ vl — 2)ys2) QL)
0

Soulignons que cette chaine représente un exemple de chaine fellerienne,
(la propriété fellerienne veut dire que pour toute fonction continue et bornée,
Pf Dest aussi), dont le comportement est assez régulier. C’est pourquoi
I’étude de cette chaine comporte un intérét certain. Soulignons aussi le fait
que cette chaine est un cas particulier de ’équation de différence stochas-
tique définie par

Xnt1 = f(Xn, Ynt1)

utilisée dans la théorie de ’apprentissage, c.f. Norman [10].

1.2. Apercgu historique

1.2.1. D’abord, Feller [1] a introduit cette chaine dans le cas ou @ possede
une densité et a trouvé la distribution stationnaire

(dr) = (EY)™ " (1 - F(z))dz (1)
dans le cas EY < + , ol F est la fonction de répartition de Y.

1.2.2. Knight (3] a analysé le cas ou Q est arbitraire. Il a établi que IT donnée
par (1) est une distribution stationnaire dans le cas ou EY < + o. De plus,
IT est finale pour la chaine (i.e. pour toute fonction continue et bornée P™ f
tend vers [ fdII lorsque n tend vers I'infini), si la distribution Q est non
arithmétique et Y < + .

Rappelons que la distribution @ est dite arithmétique s’il existe A > 0
tel que le support de @ contenu dans hN.

Dans ce cas, il existe des distributions stationnaires autres que (1).

1.2.3. Smirnov [7] a montré que u(dr) = (1 — F(z))dz est toujours une
mesure invariante. Si FY = + «, il n’existe pas de distribution stationnaire
(ce probléme était posé par Knight [3]).

Rappelons quelques notions de [7] se rapportant & une chaine de Markov
dont ’espace des états est muni d’une structure topologique :

Une telle chaine est dite topologiquement irréductible si pour tout ouvert
non vide U, pour tout z, il existe k € N tel que P*(x,U) > 0.
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Elle est dite topologiquement récurrente (ou diffuse) si pour tout ouvert

non vide U, pour tout z, Pz( U (X, € U)) =1ou
neN

P$< U (X, € U)) = P(Xp, € U pour au moins un ng € N/ Xy = z).
neN

Elle est dite dissipative si le potentiel de n’importe quelle fonction conti-
nue a support compact est borné.

(Tout ceci étant introduit dans 7] seulement pour les chaines felleriennes).

Signalons deux résultats obtenus par Smirnov [7].

1.2.3.1. La chaine de différences absolues est topologiquement irréductible
si, et seulement si :

e () est non arithmétique
e le support de @ est non borné.

1.2.3.2. La chaine de différences absolues topologiquement irréductible
est ou bien topologiquement récurrente ou bien dissipative.

1.2.4. Mais dans son article [8], Smirnov a lancé une conjecture : la chaine
de différences absolues est toujours topologiquement récurrente lorsqu’elle
est topologiquement irréductible.

Ceci est prouvé dans [8] sous la condition supplémentaire EY'Y/2 < + «,
(ce qui peut étre légérement affaibli).

2. M-irréductibilité de la chaine de différences absolues

Nous nous proposons de trouver des conditions qui garantiraient que la
chaine de différences absolues topologiquement irréductible soit A-irréductible,
) étant la restriction de la mesure de Lebesgue sur H = R*. (Notons que
) sera une mesure d’irréductibilité maximale grace au fait que AP est ab-
solument continue par rapport & \). Ensuite, nous énoncons et démontrons
une réciproque.

2.1 DEFINITION. — Nous dirons que la distribution Q est étalée!, s’il
existe n € N tel que Q*" est non-singuliére par rapport a la mesure de
Lebesgue.

Remarquons que si @ est étalée, alors ) est non arithmétique.

(1) En anglais « spread-out » cf. Revuz [6]
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2.2 THEOREME [9] (Condition suffisante de lirréductibilité). — St le
support de Q) est non borné et Q est étalée, alors la chaine de différences ab-
solues est A-irréductible ou X désigne la restriction de la mesure de Lebesgue
sur H=R".

2.3 LEMME 1. — Soient f et g deuz éléments de L}.()\). Alors le produit
de convolution f*g est semi-continu inférieurement.

2.4 Démonstration de 2.2.— La probabilité @) est étalée, donc il existe
mg = ng, tel que
Q*"°(dz) = Co * Ljgg,b0) (X)A(d2) (2.4.1)

Cy étant une constante positive, 0 < ag < bp.

En effet, posons
Q™ =a+B8oua< et 3L
On a:

QYT = Q" =(a+ P x(a+P)
d
>axa=(f*f)Asi ﬁ = f (dérivée de Radon-Nikodym).
L’affirmation résulte du lemme 1 en faisant f = g. Pour mg, nous prenons
2ng par exemple.

Posons @Q,(A) = Q(AN[0,7]) avec r un nombre positif. Alors on a :

T%iinoo(Qr)*"(A) =Q*"(A) Vn e N. (2.4.2)

La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour n = 1, c’est évident
en utilisant le théoréme de Beppo-Lévi. Supposons que ce soit vrai pour n,
et démontrons-le pour n+1;on a:

Jim (@) (4)

= lim 1A(y1 +...+ yn+l)Qr(dy1) cee Qr(dyn+1)

rT4+o00

= tim [ Quldunsn) [Ty v+ + )@ () - Q)

~ lim / Qdyn+1) / / Lacysa (W1 + -+ 1) Q1) - .. Qdyn)
rT+o0 Jio,r] [0,7] [0,7]
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Par ’hypotheése de récurrence, en particulier pour n = 2,

[t ( [ [tarsa it o+ vt . Q(dyn)) —Q

n+1

(4)

De (2.4.2), on déduit que pour r suffisamment grand, jSno a une compo-
sante absolument continue par rapport & )\, et par suite (2.4.1) implique qu’il
exister >0, m>1,c¢>0eta,b0<a<b:

(@) (dz) > ¢ 1jg5(2)A(da). (2.4.3)
Comme

P(IL‘,A) = P(X1 (S A/X() = .’II)
>P(X;e A7 < r/Xo = x) ZPT(CU,A)’

on a par récurrence

P*(z, A) > (P.)*(z, A) (2.4.4)
Posons
ph—-_1 p (2.4.5)
P(Y;<r)" "

C’est la probabilité de transition pour la chaine tronquée X, = an -

Y,E:L)ll ot les Y™ sont distribuées selon Q(7), i.e.

") (4) = ) = QAN[0.7)
QM (A)=P(Y € AJY <) ) (2.4.6)
Par (2.4.4) et (2.4.5) on a
P™(z,A) > (P(Y <r)™ - (PM)™(z, A) (2.4.7)

L’idée est maintenant de faire disparaitre la valeur absolue dans la chaine

tronquée. Soit
zzmr (2.4.8)

Du fait que Yi(T) <r,onady ., Yi(r) < mr.

Xo =X
Xy =|Xo - =z -1

X, =z— (y;(r)+...+yn({))
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On a donc

(PM)™(z,4) =P <$ - f: VARN= A)

i=1

(2.4.9)

1 -
ZW'(QT) (z—A)

Maintenant nous sommes en mesure d’achever la démonstration. Elle se
fait en trois étapes.

2.4.1. On va montrer que la chaine est U-irréductible pour ¥(dzx) = 1j, y(z)dz.
Fixons a’, b tels que 'on a :

1) 0<¥ —d <b—-a
2) d >mr—b
3) a >0.

Alors pour tout ensemble mesurable A C [a’, '] avec A(4) > 0 et pour
tout z €] max(mr,a +b'),a’ + b[= I,/ 4, un intervalle ouvert, on a

z—AC|a,b]

d’ou :
Ala,b) N (z — A)) =Mz — A) = A(4) >0

Par (2.4.2), (2.4.7) et (2.4.9) on a

P™(z,A) 2c- 15, , (z)- X[d,¥]NA), AcB

.o

Vu P'irréductibilité topologique, on a :
Pour tout = € H, il existe k € N tel que P*(z, I, ) > 0. Par suite,
Pt (e, 4) = [ PH(ady) Py, 4)
> PM(z, I p) - AM([d, 6] NA) >0 (2.4.10)
pour un ensemble mesurable A tel que A([a’,d'] N A) = ¥(4) > 0.
On a l’assertion dans ce cas.

2.4.2. On va montrer que la chaine est ¥-irréductible ou ¥ (dz) = Lih,+oo[(z)dx
pour un nombre non-négatif h > mr — b.
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Supposons que /\(A n [h,+oo[) > 0 et choisissons un nombre positif

1’ < b—a. Comme [h,+oo[= Y [h+k1',h+ (k+1)1'], il existe ko € N tel

keEN
que :

(AN b+ kol'sh+ (ko + DT[) >0
En posant
a =h+ kol,
b =h+(ko+ 1)]./,
on se raméne & la premiere étape.

Si mr — b < 0, on peut prendre h = 0. Sinon k > 0, et on passe & 2.4.3.

2.4.3. On va montrer que la chaine est A-irréductible.

Pour cela, définissons un noyau T, pour Z €]0,1[ par T;(z,A) =

> Z*Pk(z, A).

k>1

Fixons Z €]0, 1] quelconque et remarquons que la chaine est v-irréductible,
si et seulement si, pour tout z, v est absolument continue par rapport a
T.(z,e), i.e. v(A) > 0 implique Tz(z, A) > 0.

Soit
A C [0, +oo[ avec A(A) > 0.

On a
Tz(z,4) =) ZFP*(z, 4)

k>1

=Y Z*P(|Xk-1 - Yi| € A/Xo = 1)
k=1

= ZZ’“/P(|X,€_1 - yl € A/XO = $)Q(dy)

k>1

> [0 75 P( € y+ 4/X0 = 2)QUd)

k=1

+o00
- / Tz(z,y + A)Q(dy)

+o0
> / Ty (z,y + A)Q(dy)
h
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Le support de @ n’étant par borné, on constate que Q([h, +oo[) > 0.
Puis, comme y + A C [h,+oo[ lorsque y > h, on obtient que pour tout
y>h, Tz(z,y+ A) > 0. D’ou

+00
Ty(z, A) > /h Tr(z,y + A)Q(dy) > 0

Par conséquent, la chaine est A-irréductible. O

Convenons d’écrire Lx pour désigner la loi de probabilité d’une variable

X. Ainsi Ly = Q. On utilisera la notation Q' = L_y, (i.e. Q'(4) = Q(—A))
~ 1 ~ ~ ~

et encore Q = §(Q +@Q), Q = Q* Q. Les distributions Q et Q sont

évidemment symétriques.

Rappelons qu’une chaine de Markov est dite irréductible si elle est
v-irréductible pour une mesure v quelconque non nulle.

2.5 THEOREME 2 (Condition nécessaire de I'irréductibilité). — Pour que
la chaine de différences absolues soit irréductible, il est nécessaire que la
distribution Q soit étalée, ou d’une maniére équivalente que la distribution
Q soit étalée.

2.6 LEMME 2. — é est €talée si, et seulement si, @ lest.

2.7 Démonstration.
A" 1 ’ -
Q" = §(Q + Q)

=27 (@)

k=0

En particulier,

~ _ 2n n n ~ . n
Q* 2 2—n . Cg,nQ* * (QI)* — 2—n . anQ*

Si @ est étalée, alors @ Pest aussi.

Réciproquement, si @ est étalée, il existe n > 1 tel que @*n possede
une composante non triviale absolument continue par rapport & la mesure
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de Lebesgue A, et par suite on peut trouver un & € {0,...,n} tel que
k n—k . o PN :
Q" = (Q)* est non-singuliére par rapport & A. Mais alors
Q=@ @ @) 1@
posséde une composante non triviale absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue . O

x(n=k)

2.8 LEMME 3. — Soit ¢ une mesure d’irréductibilité. Si une mesure -y
est telle que P < v, alors ¢ < 7.

2.9 Démonstration. — ¢ est une mesure d’irréductibilité

< Pour tout z € H, ¢ < Tz(z,.)

< Pour toute mesure initiale a, ¢ K oTz, o Tz = X:Z’“P’c voir
k>1
section 2.4.3.

Puisque vP < =, on obtient que YTz <« < et par conséquent, ¢ <
YTz < . Donc ¢ < 7. O

2.10 Démonstration de 2.5.— Soit Ly = Q. On a
P(z,4) =P(lz-Y|€A)
=P{(x—Y>0,1:—Y€A)U(:E—Y<O,Y—x€A)}
<Plz-Y€A)+PY —-xe€A

Introduisons deux noyaux notés Ky et K, définis par les relations
(o(x,A) =Pz-Y € A)
Ki(z,A) =PY —z€A)

On remarque que
P < Ko+ Ky
P? < (K() +K1)2 = Kg + KoK+ K1 Ky +K12

P" < > K ... K,
(21,.--,in)€{0,1}"

Soient Y;,Y53,. .. une suite de variables aléatoires indépendantes et équi-
distribuées selon la loi @, comme dans la section 1.1, et X, une variable
aléatoire indépendante de Y1,Y5,...,Lx, = a. Alors, on a:
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aKo = Lx,-v,

aKy =Ly, _x,

aK§ = (aKo)Ko = L(xo-v1)-v, = Lxo-v1-v,
aKoK; = (aKo)K1 = Ly, _(xo-v;) = L-xo4v1+Ya
aK1Ko = (aK1)Ko = Ly, —xo)-v: = L-Xo+v1-Y»

OzK12 =(aK)K) = LYz—(Yl-Xo) = Lx,-vi+v2
On peut donc voir, que pour n > 2

a(Ko+K1)* =a"Q"@Q+Q)" " +a"Q @ +@)""
=2 Y2 Q + o™ Q) x Q"""

Prenons o = §y, ol dy désigne la mesure de Dirac concentrée au point
0. On a alors

0*Q +a™Q = 60(Q + Q') = 2Q et So(Ko + K1)" = 2°Q"".

Pour une mesure d’irréductibilité ¢, on constate qu’en prenant Z €]0, 1]
on a

¢ < 6Tz/2 =80 Y (Z/2)"P"
neN*

< Y (Z/2)"80(Ko+ K1)"
neEN*

— Z Zné*”

neN*

D’apres le lemme 3, ¢ < X car pour la mesure de Lebesgue \ on a
AP < A. On peut donc tirer de la relation ¢ <« Z Z"Q*n, qu’il existe

neN*
n > 1 tel que Q*" est non-singuliére par rapport a A.

En d’autres mots Q est étalée, ce qui achéve la démonstration, vu le
lemme 2. O
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3. A-conservativité de la chaine de différences absolues

Comme on ’avait déja mentionné, la chaine de différences absolues est
toujours topologiquement récurrente sous les conditions que EY1/2 < +
et que la chaine est topologiquement irréductible. Ceci a été établi dans [8],
par une technique assez compliquée. Or on a trouvé une approche qui
conduit a la conservativité au sens de Hopf de la chalne en question, toujours
sous la condition EYY/? < 4+ (ce qui est un peu étonnant, la condition
étant la méme que celle donnée dans [8]). Ensuite, nous donnons un exemple
olt la chaine est transiente si EY'Y/? = 4 «.

Posons
1 (dz) = f)(z)dz ot f7(z) = 1jo(2)[P(Y > z) — P(Y >1)].
Vérifions que la mesure u(") est invariante pour P(") i.e.

P = (3.1)
Cette assertion résulte du lemme suivant

3.1 LEMME 4 [3].— La mesure u(dz) = P(Y > z)dz est une mesure
tnvariante pour la chaine de différences absolues.

3.2 Remarque.— On peut écrire aussi p(dr) = P(Y > z)dz, car les
deux fonctions z — P(Y > z) et z — P(Y > z) ne different que sur un
ensemble dénombrable, qui est de mesure de Lebesgue nulle.

3.3 Vérification de (3.1). — Pour une raison d’homogénéité dans les for-
mules, p(7)(dz) = P(Y(") > z)dz est une mesure invariante pour la chaine
tronquée, ceci n’a un sens que si 7 > z. D’ou

u(dzx) = 119, (2)P(Y") > z)dz.

Or d’apres (2.4.6), Y (") est distribuée selon Q(").
D’ou
PY >z2,Y <)
PY <)
= C'(r)1p,(z)(PY > z) — P(Y >r))dz

pM(dr) =1, (z)
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Donc on a (3.1), compte tenu de la remarque 3.2.

Vu (2.4.7) et (3.1) on a:

Z fOpk > Z f(v [ ] P(Y S r)f(T (3.2)

kEN kEN

En se servant de I'inégalité (3.2), essayons de trouver une fonction h €
L'(X), telle que >, . hP* = 00, ce qui signifie que la chaine est conserva-
tive (cf. Foguel [2] ou Neveu [4]). Pour cela, on cherchera h sous la forme
h(z) = 0+°° g(r) f")(x)dr, o1 g est une fonction positive.

Il nous suffit donc d’indiquer une telle fonction g, qui satisfasse aux
conditions suivantes

1) 0+°° o g(r)f(’ (z)drdz < 400

M (z
2) J3 o(r) | gy | dr = 400

Puisque f("(z) tend vers P(Y > z) > 0 lorsque 7 tend vers + o, ceci
revient a

1) [F° [ g(r) f) (z)drdz < +00
2) f g(r)[P(Y >1)]” dr = 400

Et pour qu’une telle fonction g existe il suffit que

+oo

f(z)dz = O([P(Y > 7‘)]_1) quand 7 — 400, i.e.
0

Br)¥ Py > r)/ P(Y >z) = P(Y >r))dz — 0 (3.3)

lorsque r —ox. Cette assertion est une conséquence du lemme 5’ ci-dessous.

3.4 LEMME 5. — FEtant donné une suite de nombres réels non négatifs
décroissants b, n € N, telle que IiLm b, = 0 il existe une suitea, >0n € N
n+oo

vérifiant les deux conditions suivantes :

1) Z anby, < 400

neN

2) Z an = +oo.

neN
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3.5 Démonstration. — De by, on va extraire une sous-suite by, telle

que Z b(n) < +0c. Par exemple, on peut poser ¢(1) = 1,...,¢(n+1) =
neN

inf {m > ¢(n) : sup by < 2""}, c’est possible car lg_m b, = 0. Alors on
K>m n+oo
prend ag(n) = 1 et a,, = 0 si m est différent de ¢(1), #(2),... |

3.6 LEMME 5. — Soit B une fonction non négative localement intégrable
sur [0,+00[, et B(r) — 0 lorsque r — oco. Alors il existe une fonction A
non négative localement intégrable sur [0, +00] telle que

1) ‘/0+°0 A(r)B(r)dr < 400

+o00
2) A(r)dr = +o0.
0

3.7 Démonstration. — Posons b, = sup B(t),n =0,1,2,...
t>n

Evidemment b, | 0. Soit a, > 0 la suite du lemme 5, correspondante
a by.

Si on pose alors

A(r) = Z aklir, k+1((T)

KeN
on aura d’une part

400
A(r)dr = Z ag =400

0 KeN

et d’autre part, compte tenu de I'inégalité

B(r) < Z bl K +1((T)
KEN

on aura

+00
/ A(r)B(r)dr < Z arxbg < +o00. |
0 KeN

En supposant la condition (3.3) satisfaite, on peut appliquer le lemme 5’
pour la fonction B figurant dans (3.3). Il suffit finalement de prendre :
g(r) = P(Y > r)A(r) ou A est une fonction du lemme 5', correspondante
a B.
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Ainsi on obtiendra :

/0+°° g(r)dr /0+Oo F)N(z)dz = /0+O° A(r)B(r)dr < 400
) /:oo 9 [P(Y > )] "dr = /0 " Ay = +o0

Si, par exemple, P(Y > r) ~ Cr™®, 0 < a < 1 la condition (3.3) est
remplie si et seulement si o > 1/2.

3.8 PROPOSITION. — Si EY'Y/2 < 4c0, alors la chaine de différences
absolues est conservative (au sens de Hopf).

3.9 Démonstration. — Il est suffisant de montrer que (3.3) est satisfait
sous la condition EY/? < +oo.

Désignons par G la fonction £ — P(Y > z). En fait la proposition résulte
du fait que si f est une fonction croissante positive ; alors Ef(Y) < oo
implique G(z) = o[f(z)]". O

3.10 COROLLAIRE 1. — Soit EYY/? < +c0.

Alors si la chaine est topologiquement irréductible, elle est topologique-
ment récurrente.

3.11 Démonstration. — En effet, la chaine est conservative et topologiquement
irréductible, donc elle est topologiquement récurrente, voir [8].

3.12 COROLLAIRE 2. — Supposons que EY/? < 400 et Q étalée, alors
la chaine est récurrente au sens de Harris (c.f. Nummelin [5], sections 3.5
et 3.6).

3.18 Démonstration. — En effet grace au théoréme 3.6 de [5], la chaine
est récurrente ; elle est de plus récurrente au sens de Harris par le théoréme
3.7 (vii), car on peut prendre un intervalle Ja,b[, o 0 < a < b, pour le
« petit ensemble »? C, tel que P, (UneN(Xn € C’)) = 1, pour tout z.
(Ceci est une conséquence de (2.4.10) et de la récurrence topologique : si
Pk(zg, I ) = § > 0 il existe un intervalle ]a, b] contenant xq, tel que

1)
Pz, Iy p) > 5 pour = €la, b].

(2) En anglais « small set »
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On a donc

P™tE(z, A) > 570)\([(1', b1 N A) pour z €la, b= C.

Pour terminer, nous démontrons un résultat qui infirme la conjecture de
Smirnov. Plus précisément, nous avons le résultat suivant :

3.14 PROPOSITION. — Si la distribution Q a pour densité f(y) = [P
Yy~ hoo((y) ot B €]0,1/2] et € > 0 assez petit, alors il eziste 3y €
10,1/2[ tel que ¥ B €]0, Bo| la chaine de différences absolues est transiente.

Avant de démontrer cette proposition, nous énongons un résultat concer-
nant le critére de « dérive » pour la transience (voir [11]). Pour cela, nous
définissons ’ensemble de sous-niveaux d’une fonction V' a valeurs positives
par

Cy(ry={z:V(z)<r}Vr=0.

3.15 THEOREME [11]. — Supposons que X,, soit A-irréductible. Alors X,
est transiente si, et seulement si, il existe une fonction bornée V : H — R*
et >0 tels que

1) V est de plus mesurable et que \(Cv(r)) > 0 et A\(Cy(r)¢) >0 ;
2) AV(z) =P(V)(z) —V(z) >0 siz € Cy(r)°.

8.16 Démonstration de 3.14.— L’hypothese sur @) implique que X, est
Mirréductible, voir le théoréeme 2.2.

Considérons P(V)(z)—V (z), en choisissant V (z) = (¢ —27*)1[c 4oo[(Z)
ol o > 0 est a choisir.

I(o) =P(V)(z)-V(2)

=EV(jz-Y|) - V(2)

+o0
= }35'6{ / [(‘S-a - |.’E - yl—a)l[s,+oo[(|x - yl)

— (7%= w_a)l[e,-i—oo[(x)]y—(5+1)dy}
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r—&
= Be” / [27% = (= y) "]y~ *Vdy
€

+00
+ / [27% = (y — 2) "]y~ ¥ Vdy
r+e

T+e
bl o) [T gy
r—e

l1—¢/z
= ﬂsﬁx—(ﬂ‘i‘a){// [1-(1—t)"*]¢B+Dgy
&g/

+oo
+/ [1-(t—1)7°]t=G+Dg¢
1+e/x

+ 1= (/)] /lljj/z t_(ﬁ“)dt}
= Zh (@)

Pour a > 0 assez petit, considérons la fonction : o — g;(a) définie par

ar@) = () i+ () 0

(e

1]1—E/z,1+5/x[(t)

+<1 —(t— 1)—0)1]21+m[(t)+ ( B (§>—a)

(0%

4
= g
=1

et posons :
hi(a) = 27%ge(a)

Démontrons que h%(a) est monotone et que

ﬂsﬁx_ﬁ/hi(a)t_wH)dt < B;pouri=1,24

BePz=h / h3(a)t~PtVdt > By
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En effet,
hY (@) = 27%(g" () — In(z)g} ().

Comme
h{'(0) = In(1 — ¢) (—% In(1—¢) — ln(:c)) >0

si £ > 1/e et hY(a) est continue, h(a) > 0 si o est bien choisi et = > 1/e.
Ainsi pour de tels choix, h!(a) est croissante.

Comme
h?(0) = In(t — 1) (—% In(t—1) — 1n(x)> >0

siz > 1/e et h?(a) est continue, A (c) > 0 si « est bien choisi et z > 1/e.
Ainsi pour de tels choix, h?(a) est croissante.

Comme
RY(0) = In(t — 1) (—% In(t—1) — ln(a:)) <0

si z > 1 et h¥(a) est continue, ¥ (a) < 0 si a est bien choisi et = > 1.
Ainsi pour de tels choix, h3(a) est décroissante.

Comme

w0 =1 (2) (~310 () = 1) = 510 (£) -tntex) >

siz > 1/e et h¥(a) est continue, h* () > 0 si « est bien choisi et > 1/e.
Ainsi pour de tels choix, h%(a) est croissante.

Supposons maintenant que 0 < a < ag et = > 1/¢. Nous avons alors

B8 (5)6/1_5/1 Bl (i Sl PRSI
xr e/x [87
e\8 [1=/= 1—(1—t)=2o
<B(= oo [l )¢ Bty
/3 (:E) /z-: T ( [¢7)) )

T

<3 (i—)‘az—ao (1-9) ~(a+) /:/z (1:%‘0—@) .
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8 p—Qo —(8+1) 1—¢ —ap+1
—5(5) =2 (1-9) [HL]
T Lo T —ap+1 /z
Sy (=)™ [1 Lyt ()
T oo T r —oo+1\z
1 T —g) ot
 —ap+1 ( T )
< IB{_:ZB 1 o0 N €—a0+2
ap (1—¢e2)8+1 —o +1
(i)ﬁ / (1 — (- 1>“"> 4~(B+1) gy
X +€/$ (84
) / o <1 — (t — 1)—&0) t*(5+1)dt
1+e/z Qo
—Q

l—¢/z

8o

= + {1\«
,6 <1‘) »/1-+€/:z: (1 (t 1) 0) at
_—_IB(E) ao2 —(B+1) [t t—l) ao+1:|2
T —ap+1 1te/z
—QQ —
(B+1) _e, v E) oot
< ) o0 2 [1 ——a0+1 1'+—a0+1(

< B oo (an + ﬂ)

o7 —ap+1

+oo _ _ 1\—«

(2 [ (L o
+oo _ _ —QQ

e (5 [ (LAY ey

e\B %0 +o00
<8 (_) T / (t — 1)~c04—(+D gy
2

Qo

— +o0
< ﬁ( )%3 =0 / (5 gy
(&74] 2
e\B p—a0
_ (& _ =Bt
- ( ) [ t ]2

T (7))

— (E)B " 2—8
x (67))

625+a0

< 278,

Qo
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+ —a S3+a
ﬂ(i)ﬁ/ °°$_a 1—(t—1) t—(3+1)dt>~62+ 02—6
x 2 87 ap

/ 1+e/z _(&g\T©
(E)S/ P 1 (z) t~(/3+1)dt
T l-¢/x o
B gm0 gm0 [¢=B
<) =5
Qo —/6 l1—¢/z
g\B g% ( T )3 e\B p—%o z \*
<(3) +(3)
T (7)) Tr+e€ T O r—e&
23 aQ
€ C
<— e+ —=
ap < L )
Par le théoreme de la convergence monotone, lorsque « | 0, on a

l—c/z
Ao — BePz7 </ In(1 - )t—(5+1)dt)

1+e/z

N

«

IQ(a) — [)’g x 8 In(t — 1)t~ (B+1) gy
(e +E/IE
I (Ck) +oo
B L BePrP / 1)t~ B+ gy
1o" 2
1+ [
_14(a) — Bz [ In( E/x t=6B+Dgt | siz> 1/e.
« l1—¢/z
Comme

l1—¢e/z 9
U(x) = / In(1 — t)t—(5+1)dt +/ In(t — 1)t—(6+1)dt

e/z 14¢/x
+o00 e 1+<c/x
+/ In(t — 1)t~ PF+Ddt 4+ In (—) / =B+ gy
2 z 1—¢/z
tend vers
1 2
U= / In(1 — )t~ By +/ In(t — 1)t~ B4z
0 i

+o00
+/ In(t — 1)t~ 3+ gy
2
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lorsque T — + , il suffit de montrer que
1 2
/ In(1 — t)t~B+Vat 4 / In(t — 1)t~ B+Dgt
0 1
+00
+/ In(t — 1)t~ Vdt = 1+ IT + III > 0.
2
e Minoration de I
1/2 1
I = / +/ In(1 — ¢)t~(B+Dqt
0 1/2
1/2 1/2
= / In(1 — ¢)t~B+Vqt +/ In(1/2 — t)(t + 1/2)~ gt
0 0

=I'+1I

Une intégration par partie dans I’ donne

— )12 1/2 4-8
o [In(l t)] _l/ t &t
0

—8t5 |, B 1—t¢
m(1-1)]"* 2 (Y% _,
>[———_ﬁt6 ]0 —5/0 t~Pdt

_2°ln2 28
B B(-B+1)

1/2
g :/ In(1/2 — )(t + 1/2)~ B+ Vgt
0

1/2 1/2
= / In(1 —2t)(t +1/2)" P+ Yt — In2 / (t+1/2)~B+D gy
0 0

1/2 1/2
> 2911 / In(1 — 2t)dt — In2 / (t+1/2)~ B+ D¢
0 0

_ _ys, 2 m22

g B

2 s, In2
B srD T

8
donc I 2

e Minoration de II.
2
I > / In(t — 1)dt = 1.
1
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e Minoration de III.

Par la transformation ¢ — In(¢ — 1),
+o0
I = / (14 et)~B+Hetay
0

et une intégration par partie donne

(et+1)—ﬂt]+°° R
m =Tt Z
n { + ﬂ/o (e +1)~Pdt

-8 o
1 +o00 st
> — e Ptdt
(28 /0
1
= _ﬁ225
Posons
® = (B°)(I + II + III).
Comme

. . —25»3 B 22 2 1
ﬂgrg+®>ﬂgrgx+(_ +1—2‘ﬂ +1In28-73 +27 =1>0,

alors il existe 3y positif assez petit tel que I + II + III > 0 pour tout 3
vérifiant 0 < 3 < Gy < 1/2.

Puisque ¥(z) — ¥ lorsque r — + , alors

V A>0,3zy > 0tel que Vz >z on a |¥(z) — ¥ < A.

Choisissons
1 —283 3 a2 , 1
=— —2 In28 — =,
2ﬂ2<~5+1 B+ 1In2p ﬁ+26
alors 5
1 (=28 s 2 L
\I'(x)>2ﬂ2<‘_ﬁ+1 273° +1n2p ’3+26 >0

pour tout z > g, si 3 €]0, Go].

Finalement, si d’une part nous choisissons le couple (a, 3) de telle sorte
que 0 < a < B < B < 1/2 et d’autre part 7 = ¢~ — z; “, alors les
conditions 1) et 2) du théoréme 3.15 sont satisfaites.
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En effet, on a C,(r) = [0, 5] et Cy(r)¢ =]ag, +o0o] avec M(Cy(r)) > 0
et A(Cy(r)¢) > 0 et de plus ¥(z) > 0 sur Cy(r)°, d’oti la transience de la
chaine.

Remarque. — Numériquement, on peut prendre By = 0.362 par exem-
ple.
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