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Grandes déviations et loi fonctionnelle du logarithme
itéré pour les processus aléatoires (*)

T. J. RABEHERIMANANA ()

RESUME. — Dans cet article, nous démontrons une loi fonctionnelle du
logarithme itéré pour les équations d’évolution aléatoire, en utilisant la
technique de grandes déviations. Le résultat que nous obtenons est alors
une extension de celui de Strassen [14] pour le brownien et de celui de
Baldi [5] pour les diffusions.

ABSTRACT. — In this paper, we prove a functional iterated law for ran-
dom evolution equations similar to that of Strassen [14] for brownian
motion and of Baldi [5] for diffusions using large deviations principle.

Introduction

L’étude des grandes déviations ou I’analyse du comportement asympto-
tique d’un certain processus perturbé particulier vers un processus limite
permet de démontrer une loi fonctionnelle du logarithme itéré [1] & [5].
Parmi les processus aléatoires, solutions d’E.D.S., nous nous intéressons :

e aux équations d’évolutions aléatoires perturbées [6], [7]

e aux diffusions perturbées [8] & [13].

Notons que les problémes de grandes déviations associés aux premieres
sont traités sous condition particuliére : la matrice de diffusion est égale &

I’indentité ; tandis que ceux associés aux derniéres sont résolus sous certaines
conditions [8] & [12] et en toute généralité [13].

(*) Regu le 6 décembre 1999, accepté le 11 octobre 2002
(1) Département de Mathématique et Informatique, B.P. 906, Ankatso, 101, Antana-
narivo, Madagascar.
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L’intérét d’un résultat de G.D. pour un modéle contenant ces deux types
d’équations est

o d’analyser des propriétés, quand ¢ — 0, d’opérateurs différentiels du
second ordre [6] & [13] (par exemple étude de probléme de Dirichlet, . . .)

o de déduire une loi fonctionnelle du logarithme itéré.

Ce sont les raisons pour lesquelles nous étudions les processus aléa-
toires, solutions de I’équation de Stratonovich (1)

dX; =€) 0e;(X5) 0 dW] + co(X5)dt

i=1
tbe o) (X5 )dt; X§ =z € IR (1)

e tel0,1];

e W est un mouvement brownien standard défini sur ’espace de Wiener
(Q,T,T:, P) o @ = C([0,1],IR"), espace des fonctions continues
de [0,1] dans R", issues de 0 & l'instant O ;

e v est un processus markovien défini sur (ﬁ, F , ﬁt, ﬁ) indépendant du
brownien W ;

e le champ de vecteurs c.(z) est assez régulier sur R? ;

o lentrée b, ,(1)(z) est assez réguliere sur RY.

Plus précisément, dans cet article, nous nous proposons de démontrer
un résultat de grandes déviations (voir le théoréme 1) relatif & X<, solution
de (1). C’est un résultat suffisant pour déterminer I’ensemble — limite, pour
u — + « p.s., de la famille {Z, }, solution de ’équation de Stratonovich

dZ,(t) = c1/u(Zu(2))dt + 5u(Zu(t)) 0 dW™

1
v/log(logu)

+b1/u,u(t) (Zu (t)) dt; Z,(0) =z

considérée comme une v.a. a valeurs dans L? (ﬁ, C.([0,1],1 Rd)) , ol I/Vt(u) =

1
—Wys. C’est notre théoreme 5.

Nz

Cet article constitue une nouvelle application de la théorie des décompo-
sitions de flots (suivant Bismut [15] et Kunita [16]) et du principe des
contractions (lemme 3).
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Les résultats essentiels de ce travail sont donc le théoréeme 1, le corol-
laire 4 et le théoreme 5.

Le théoréme 1 est I’analogue des résultats de Ben Arous & Castell [13] ;

Le corollaire 4 est 1’analogue des résultats de Doss & Stroock [9], de
nous-méme [10], [11] et de Ben Arous & Castell [13] ;

Le théoréme 5 concerne la loi fonctionnelle du logarithme itéré pour les
processus aléatoires, c’est I’analogue du théoreme 2.2 de Baldi [5] pour les

diffusions, a condition de se placer dans un espace approprié L? (fl C, ([O, 1],

IRd)) contenant, en un sens, 'espace C([0,1],IR%).

Cet article comporte deux sections.

Dans la section 1, nous adaptons aux petites perturbations d’équations
d’évolution aléatoire (1) les résultats de G.D. de Ben Arous & Castell [13]
concernant les diffusions, généralisant (8] & [12]. Signalons aussi le fait que
dans [9] & [11], [13] une version de la loi conditionnelle de X¢ sachant eW
est considérée.

Les résultats de la section 1 sont ensuite utilisés dans la section 2 pour
démontrer une loi fonctionnelle du logarithme itéré semblable A celle de
Strassen [14] pour le brownien et de Baldi [5] pour les diffusions (cf. théo-
réme 5). Nous en déduisons comme application (cf. corollaire 13) I’ensemble
— limite d’une certaine famille de processus & valeur mesure.

Dans toute la suite, le (o) désigne la différentielle au sens de Stratonovich.
Nous noterons P la mesure de probabilité P ® P définie sur @ x Q- E (resp.
E, E) désignera l'espérance relative a P (resp. P, P). Nous désignerons le
processus v(t) et ses trajectoires de la méme facon. C, ([O, 1,1 Rd) désigne
Iespace des fonctions continues de [0, 1] dans R?, issues de z & D'instant 0,
muni de la topologie de la convergence uniforme.

1. Petites perturbations d’équations d’évolutions aléatoires

Dans cette section, nous supposons vérifiées les conditions C1 et C2
suivantes

C 1.
e Les r-champs de vecteurs sur Rdasyl, ... et o, sont de classe C’,’)"+2
pour m > d+ 1 et convergent uniformément vers oy,... et o, lorsque

£ tend vers 0.
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C 2.

e Le champ de vecteurs ¢, sur R? est de classe C,:"+2 et converge uni-
formément vers c lorsque € tend vers 0 ;

e v est un processus markovien indépendant du brownien W & valeurs

dans R" ;

e pour chaque * € Q, lentrée be .« () est de classe Cg”+2 et be . converge
uniformément vers b, lorsque ¢ tend vers 0.

Signalons le fait que notre situation contient les cas ol

1) v(t) est un processus markovien & valeurs dans N. Dans ce cas, on
prendra Q = D([0,1],IN), Yespace des fonctions continues & droite
de [0,1] dans N, muni de la topologie de Skorohod ou de la L*-
topologie ;

2) v(t) est un processus gaussien indépendant du brownien W ; b, () (z)
= E§=1 0e,i(z) - V] ol les &, ;(x) sont [-champs de vecteurs réguliers

sur RY. Ceci peut s’étendre dans le cas ol v(t) = W, = (W,}) .
i€,
est un « bruit blanc » indépendant du brownien Wt;bsyu(t)(x) =

Zizl Oci(z) - Wtj ou les . ;(x) sont [-champs de vecteurs réguliers

sur R?. Dans ce cas, on prendra Q= Co ([0, 1], IRl), P la mesure de
Wiener correspondante et la formulation exacte de (1) est

dX§ = 0c;(X5) 0 dW] + co(X)dt
j=1
l o~
+Z&a,i(Xt€) odW;; X5 =z € IR? (1)

i=1

Considérons X¢, solution de (1). Lorsque ¢ tend vers 0, bien évidem-
ment X¢ converge vers X°, solution du processus aléatoire

dX? = c(X?)dt + b,y (X7)dt; Xg = x € IR ()

En général, un principe classique de grandes déviations n’est pas at-
teint puisque les ensembles des niveaux ne sont pas compacts. Seulement,

en considérant X¢, solution de (1) comme une v.a. & valeurs dans LP (Q;

C’z([O, 1,1 Rd)>, un principe de grandes déviations est atteint. En effet,
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considérons Papplication qui & w € Cy ([0, 1], IR’) associe X¢(w, ) € LP (ﬁ,
C.([0,1],I Rd)) , oi1 p est un entier > 1. Ainsi, X¢(w, ®) est donc 'application

qui & v € Q associe X¢, solution de (1).

Soit P¢ la loi de X*¢, considérée comme un v.a. & valeurs dans L? (Q; C;

([0,1], IRd)) ; P¢ est une mesure de probabilités sur LP (fl, C, ([07 1], IRd)> .
Nous avons alors le résultat suivant

THEOREME 1.— Sous les conditions C 1 et C 2, P*® satisfait a un
principe de grandes déviations avec la fonctionnelle d’action A définie par
la formule

1
M) =it {3+ [P, torsque 5 = 59}
pour chaque g € LP <S~2 C, ([O, 1],IRd)) 3)
ot

9= /3(f) & dge = Z Uj(gt)ftj + C(gt) + bu(t)(gt) dt;go =1z (4)
j=1

Avec la convention, inf{@} = +o0.

Remarque. — Ce théoréeme est indépendant du processus v et de ses
propriétés.

Démonstration. — Le théoreme se déduit des résultats de grandes déviations
pour les flots stochastiques et du principe des contractions. Plus précisément,
on considere la diffusion, solution de 'E.D.S.

def =€ 02 4(&5) 0 WY1 65 = z € IR (5)

j=1

Notons ¥§(z) la version essentiellement unique de & (x) qui est un flot
de C™-difféomorphisme dans ]Rd, i.e. un élément de ]D)d, ou

0:[0,1] x IR — IR tel que
(t; ) — ()
ID'={vte [0,1], ¢+ est un C™-difféomorphisme de IR?

ey Al (pp)
EroC
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Notons H" le sous-espace de Cameron-Martin sur R”.

H" = {f : [0,1] — R", f absolument continue avec une dérivée de

carrée intégrable telle que f(0) =0 et fol | fs]2ds < +o00}. H™ est un espace
d’Hilbert muni du produit scalaire défini par

1
(o) = /0 Fo - gods.

Pour chaque f € H", nous définissons une application J¢ de H —
C’z([O, 1],IRd) par

9=J:(f) & dg = |> oci(g)f] | dt;g(0) = (6)

Jj=1

Sous les hypotheses faites sur les coefficients, J¢(f) est un élément de D?.

Donc, nous définissons une application J° :
H - ID4,
fo—= (e ef)@)
Suivant les idées de Bismut [15], J° admet une extension mesurable

sur Co([0,1], IR") P — p.s. Cette extension sera encore notée J° - Ji (w)(z)
désignera la solution de 'E.D.S.

i =" 005(¢5) 0 dW/i G5 =z € IR (7)
Jj=1

Nous définissons maintenant la fonctionnelle d’action associée & la loi de
e, Soit ¥ € DY,

. 1 -
1) = int { 110/ € BT (1) = 0, ®
J est définie dans (6) en faisant tendre € vers 0.

D? sera muni de la C% ou de la C~'0’k-topologie définie de la facon
suivante pour tout k < m

0,k
e ULy si, et seulement si, V K compact de R?

alalq;t alal\p?
oz = x> ()

—s 0
n—+o0o

sup
z€K:te(0,1];|o|<k
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~0,k
e U Lo si, et seulement si, V K compact de R

dlely, dlelgn
dze )T "oz (x)H

sup
€K ;te(0,1);|al<k

lel(wy) 1 lel(wp)~!
H oz z) - o> (z) n::ooo
Si A c DY, soit
I(A) =inf {I(V),¥ € A}. 9)

Nous avons alors le résultat suivant :

THEOREME 2 [13]. — D? est muni de la C%* ou de la C®*-topologie

d
pour tout k <m —1— [5}

Alors
1) YL >0, {I <L} estun sous-ensemble compact de D°.
2) ¥V AcD?
—I(A°) < liminf e2log P(V° € A)
< limsupe®log P(¥° € A) < —I(A7) (10)

e—0

ot A° (resp. A~ ) désigne lintérieur de A (resp. l’adhérence de A)
dans D°.

La démonstration de ce théoréme est une modification de la méthode
d’Azencott [17], voir le théoréme 3 de [13].

Pour chaque ¥ € D¢, nous associons deux champs vectoriels aléatoires

sur R? .
S;Il,u(tv y) = “Pt_ * bs,u(t) (y)
det OV, !
= (g(?ﬁ) be,u(t) (P(y))
55 (hy) =¥ xee(y) (11)

Nous considérons alors 1’équation différentielle ordinaire aléatoire
Az = s2,(t, 2 °)dt + 32 (t,2,°)dt; 3y =« (12)
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Définissons
8|a| V] -1
U e ID4, sup (—:)(:E) < 4oola| =1,2,3
v z€IR%;te(0,1] Oz
d
1Dy = Hlaly (18)
sup at(z) < +oolal =1,2,3
z€IR4;t€(0,1] Oz

I Df est un ouvert de D¢ pour la 5’0’3—t0pologie. Quand ¥ € 1 Dl‘f, grace
aux conditions C 1 et C 2, I’équation (12) posséde une solution.

Considérons I’application
D i IDf = L7(§C.(0,1], IRY))

v = (voeErw) -

Introduisons la condition C 2.
C 2/. — En plus des conditions C 1 et C 2, nous supposons que :

() p ¢

o ] ase’y(s)<s’ v) P76 _ S

esv.a. sup [|—————1|| et zy 0 —Zf
s<tiy Oz 0

Vp>1;

P
ds sont non corrélées,

P
asg,u(s)(s’y) ¢ ~p,e __ ~¢,0|P 214

e lesv.a. sup || ————|| et st’ -z ” ds sont non corrélées.

s<ty Oz 0

En particulier, cette condition est vérifiée si b, , (+)(z) = (=1)"®be(z) ot

e Dentrée b.(z) est assez réguliere ;

e le processus markovien v(t) est & valeurs dans N.

Nous avons alors le résultat suivant :

LEMME 3. — Sous la condition C 2’, quand IDg est muni de la C3-
topologie, la famille d’applications (Df).>o définie par (14) est continue et
converge uniformément vers D sur tous les compacts de [ Dl‘f, lorsque € tend
vers 0, ou D désigne Uapplication de

IDg — Lp(§§cw([071]7IRd))
o = (v—e@w)
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et 270 la solution de

dgf’o = Sg,u (t, Ef‘o)dt +3¢ (t, Ef’o)dt; EBP’O =z

Démonstration du lemme 3.

o Continuité de D=.

Soient ¢™ et ¢ des flots de difféomorphismes dans IDg, tels que ¢™ e

lorsque n — + .

D (¢™) — D€(¢)”Lp(5,0z)

p
=E1/Pl sup oP(Z %) — ¢ (3P°) ]<Q1+Qz
te(0,1]
7 = £ h,e 4
ol Q= sup ﬂ(y)H [t -z ]

ty

sup P (%) — 6:(30°)

Q2= EVP
t€[0,1]

1

Les dérivées premieres de ¢} convergent uniformément sur tous les
compacts de [0,1] x IR? vers les dérivées correspondantes de ¢, (qui sont

Traitement de Q1.

(3
bornées). Donc sup ﬂ(y) < +00.
nty || O

~ n P
Démontrons maintenant que E [sup HZf ) ] — 0lorsque n — + .
t

~h T o~ p . ’ . re
”zf € —Z%¢|" | . L’inégalité

Pour t € [0,1], posons f,(t) = E/? { sup
s€[0,¢]

du triangle dans L” et la convexité de z — zP pour p > 1 impliquent
~ tln n n P

futy < B0 | [ (5,22 — 3¢ (5,227)
El/P[/ ”¢ qu>s _‘f(s zq”) ?
=1 " 6™, o" P

+E /P I:/O Hse,u(s) (8, Z-? 6) - ss,u(s) (S, Zg 8)
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+E1/P I:A HSZD,V(S) (37 Z;Oﬁ) - s?,u(s) (S’ Z‘?’s)

p
ds]
os¢" ~ tlor e ~oe
e (t, y)’l . E\/p [/0 Hzf .zt

p
ds]
P
ds]

P t
. So™E _ 3o
0

n

ty
~ : t e y
+EVP /0 ‘sf,u(s)(s,gf’s) —sf,u(s)(s’gf’s)ﬂpds]

- t n P
’ .Elp [/ Hgg & g;ﬁ,s ds]
0

p
ds]
¢n
95 it B /’ t e - 52
61_ o 8 8

ty
- t
£ o" =0, o" 0.\
+FE /p /0 ‘ S u(s) (s, zg 8) ~ Seu(s) (s,zs 6)” ds]

< sup
t,y

~ [ t n X ;
LBV /0 52" (s,28°) ~ 525, 39°)

p
ds

~ 95"
+E1/p sup‘ g‘;(t)(t,y)

grace & la condition C 2/

as"
5 (hY)

fn(t) < sup
iy

~ [ t n s .
LBV /0 52" (s, 32%) 525, 29%)

P
+EYP sup (t,y)

P
ds]

Mais, E'/? l:fot ng’"'s - gg,s”P ds} < (f(; fﬁ(u)du) 1/p. De plus, comme

co:3 = gn _n . ,
o™ — ¢, alors pour chaque e € 2, s?,. (resp. sf ) converge uniformément
sur tous les compacts de [0, 1] xR? (resp. 32) ainsi que ses premiéres dérivées.
Donc,
p

~ 8s?” 93"
E |sup ——l(t)(t, y) < 400, Vp>=1let sup S—g(t, Y| < +oo.
n,t,y Or n,t,y oz

Ainsi il existe une constante C telle que

/Otfﬁ(s)ds—I—E [/01
/01

-210 -
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p
dsJ }
€Ct

Sg,':/(s) (S’ gfﬁ) — S u(s) S Zd)’ ” :I

Par le lemme de Gronwall, on a

i
’

et nous démontrons que le dernier membre tend vers 0.

39" (s, 5;»,5) -3° (s, Ez”e)

£

vie 0,1, fR(H) < C =X

+E

Soit R un réel positif et notons B(0, R) la boule de rayon R centrée en
0 dans R%. I existe une constante C telle que

, )*f(t,y)’lp

X < sup
t€[0,1],y€B(0,R)

~ AT p — ¥4
+CE |1 gy oo [32 @0 + 52060 J
t€[0,1}
+E sup SSTL(t) (t: y) - sg v(t) (t7 y)Hp
te0,1],yeB(O,R) ' '

+CE sf’u(t)(t, y)Hp]

n p
Sfyu(t) (t, ) ”

1 sup ||;f‘E|I2R’

La convergence de ¢, vers ¢ implique que

R 2
n,t,y

P 2p
Sev(t) (t, y) ” + ‘

~ ® 2p
+E [Sup ss,u(t)(t7y)” ] < +00;

n,t,y

donc en utilisant I'inégalité de Schwartz, il existe une constante C telle que

n P ~ .
X < sup 527 (t,y) — Ef(t,y)” + CP( sup (20| > R)
telo,1],yeB(0,R) t€[0,1]
~ n p
+E sup s? t,y) —s? t,y ” .
t€[0,1],y€ B(0,R) ewity(B9) = 524 (19)
Soit > 0. En utilisant I'inégalité de Tchébychev,
~ P
N ) CE<Supte[o,1] Efe” > n
CP( sup |1Z7"° >R)< <35,
telo,1] ¢ R2 2

si R est bien choisi.
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Soit Ve NtelqueVn> N

sup
tel0,1],y€B(0,R)

P n o p
327 (ty) —32(¢, y)”

+E sup

t€[0,1],y€B(0,R)

n p 77
Siy(t)(tay) - Sf,u(t)(ta y)“ j! < 5

Donc pour n > N,on a x <.
Traitement de Q2.— Voir [13] p. 43.

o La convergence uniforme de D¢ vers D sur tous les compacts de I fo
se démontre de la méme facon en utilisant la condition C 2'.

Fin de la démonstration du théoréme 1.

V R > 0, définissons des champs de vecteurs afj(y) =0si|ly]| > 2R ;
of;(y) =5.;(9) st |yl < R.

Considérons X% = (th’R)te[O ;) solution de I'E.D.S.

dXEF = e (X0R)dt + e oF (XPF) o dWf
t , t

i=1

ey (XPR)dt s X5 =2 (15)

Quand X5 reste dans B(0, R), X:F = X¢. De plus, X° et X=F sont
solutions d’E.D.S. & coefficients vérifiant les conditions C 1 et C 2. Donc
on peut trouver des constantes Cp, Ry > 0 telles que pour R > Ry et € < 1,

R2
ipr (sup||XfH > R) < Co -exp — -
‘ o (16)
P
IE (sup HXf’R - X; ) < Cph-exp——
¢ Co

En notant ¢*% le flot stochastique associé a I'E.D.S.
r .
di = e YR (67) 0 W 1 XgR = 2,097 € IDY,
i=1
et ¢=F(x) = z, dés que = ¢ B(0, R).
-212 -
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Le fait que A\ défini par (3) soit une bonne fonctionnelle d’action résulte
d’une part de I qui en est une (cf. théoréme 2) et d’autre part de la théorie
des décompositions de flots (cf. proposition 6 de [13]).

Preuve de la majoration.— Soit A un fermé de U(ﬁ;Cm([O, 1], IRd)).

L
Fixonsn > 0, L > 0, gy = A (ot Ry est choisi de fagon 2 avoir (16)).
0

Notons A" le n-voisinage fermé de A dans L? ((~2 Cy, ([O7 1,1 Rd)). Alors,

P.(A) = P(X® € A)

~ >
LP(Q,Cy) 77)

<P (D) e ) 4 P ([[or(67) - (o)

)

Pour e < e9 A1, L/e > Ry, (16) implique que le second terme est majoré
2

ar Coexp | ———
par Coexp (~ 7y
des contractions implique que

limsup&? log P <D5(¢>5’L/5) € A") < =A(4M).

e—0

1
e(1€,L/e n &R €

. A cause du théoréme 2 et du lemme 3, le principe

On a donc

2
limsupe? log P.(A) < max [_)\(An), _L .
e—0 Co

En faisant tendre L vers +oco et n vers 0, on a la conclusion désirée car
A est s.c.i.

La minoration se démontre de la méme fagon en utilisant le théoréme 2,
le lemme 3 et (16), voir [13] pp. 46-47.

COROLLAIRE 4.

1) On peut étendre D° & J°(Co[0,1],IR") ot J¢ est définie par (7).

2) Quand ¢ € J(Co[0,1],IR"), soit N®¥ la loi du processus De(yp).
Définissons RSW par N&IT (W) - Alors RS*W est une version de la
loi conditionnelle de X* sachant eW .
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3) Notons Q. la loi de la v.a. w — Rs W (W)

Soit A C Ml(Cx([O, 1],IRd)>, espace de mesures de probabilités sur
C’w([O, 1],IRd), Alors nous avons

—A(A°) < 1imi(1)1fs2 log Q.(A) < limsupe?log Q.(A) < —A(AT)  (17)
g e—0
ou

o A° (resp. A™) désigne lintérieur de A (resp. l'adhérence de A) dans
Ml(Cw([O, 1],IRd)>, muni de la topologie de la convergence faible
des mesures ;

~ 1
o Alu) = inf{§ I3 lorsque f € H" est telle que p est la loi de g =
B(H)}

ou B(f) est définie dans (4).

Démonstration. — 1) et 2) sont des conséquences de la théorie de décomposition
de flots (voir les théoremes 1 et 2 de [13]) ou il est prouvé que, quand
@ € J%(Co[0,1],IR") I’équation (12) a une solution forte définie sur [0, 1]

et que Pp.s., X§(w,v) =D* (js (sB(w))) (v).
t
3) résulte du principe des contractions. En effet I'application ¢ : Lp
(ﬁ;cz([o, 1],IRd)) — M1<CE([O, 1],IRd)) qui a X associe la loi de X
sous }3, est continue, lorsque M (CI([O, 1,1 Rd)) est muni de la topologie

de la convergence faible. De plus, elle transforme P. en Q..

2. Loi fonctionnelle du logarithme itéré

Rappelons tout d’abord la définition d’un systéme de contractions cen-
trées en un point z. Soit U un ouvert fixé de R<.

DEFINITION [5].— Une famille © = (04)acr+ de transformation bijec-
tive continue de U vers U est appelée un systéme de contractions centrées
en T St

a) O,(X) =1,
b) Sia > B, alors on a |O4(y) —Oa(z)| < 10s(y) —Os(2)IV (y,2) € U2,
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c) ©1=1Idy et ©7! = ©,-1. De plus, pour tous compacts K de U et e
positif, il existe & > 0 tel que st |af—1| < 0§, alors |0,005(y)—y| < e

VyeK.
Soient maintenant &1, ...,0, r-champs de vecteurs sur U.
Posons
L(t) =log(logt) et ¢(t) = \/tL(t) (18)
Y o > 0, définissons r-champs de vecteurs sur U
Fa,i(y) = ¢(a) - 5iOu(a) (05 (¥)), (19)

ou O est un systéme de contractions centrées en x.

Condition C 3. — Nous dirons que les éléments o;, et O satisfont & la
condition C 3 si ©, est 2 fois différentiable V o > 0 et qu’il existe des champs
de vecteurs o; définis sur U tel que limy—, 400 70 (y) = o(y), uniformément
sur les sous-ensembles compacts de U. De plus si 0. ; = /., alors les
entrées o, ; satisfont & la condition C 1.

Nous dirons que o est adapté au systéme de contractions © si 6* = &
pour tout a > 0. Dans ce cas, il suffit que I’application qui & z associe 5(x)
soit lipschitzienne sur tous les compacts.

Pour tous u > 0, W(®) désignera le mouvement brownien

u 1
Wt( ) = ﬁ ut: (20)

Soit y la diffusion sur U, solution de I’équation différentielle stochastique
dy: = 6(y:) o dW; ; yo = x et posons pour tout u > 0 Yy = Yur (21)
zu(t) = Og(u)(¥f'), ot © est un systéme de contractions centrées en z.

Par la formule d’Tto pour I'intégrale de Stratonovich et par changement
de temps, z, est solution de

dza(t) = _Ll(T) 3 Gualaul®)) 0 AW 2 (0) =, (22)

ol les entrées sont définies dans (19).

Nous notons ¥,, +(X), une version de (22) qui est un flot de C™-difféo-
morphisme dans Rd, i.e. un élément de D%
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Sous la condition C 3, nous pouvons appliquer les résultats du théoreme 2
de la section 1 & (0y/,) = (Gu) et nous avons ¥ A C D?

_I(A°) < liminf -——

lminf- 775 log P(¥, € A)

. 1
< limsup - ——

imsup- 7 log P(U, € A) < —I(A™) (23)

Considérons maintenant Z,, solution de

dZu(t) == Cl/u(z’u (t))dt + ﬁ i a:’u,i (Zu(t)) ° dvvt(’u)yz

i=1

+b1/u(t) (zu(t))dt 5 Zu(0) =z (24)

oll v est un processus markovien indépendant de W. Considérons I’applica-
tion Z, qui & w € Cy([0,1], IR") associe Z,(w,e) € LP<§;CE([O, 1],U)),
ol Z, est solution de (24).

Nous voulons trouver ’ensemble-limite de la famille {Z, } pour u — + o
p.S.

Plus précisément, nous avons

THEOREME 5.— Sous les conditions C 2' et C 3, la famille {Z,}.
considérée comme une v.a. ¢ valeurs dans LP (§~2 C. ([0, 1],U)> est rela-

tivement compacte ; de plus C = {g; A(g) < 1} est l’ensemble-limite pour
u — + X p.S.

De plus, si E est un espace topologique et ¢ une application continue
de LP (ﬁ C@.([O, 1], U)) dans E, alors la famille {¢(Z,)}. est relativement

compacte et admet ¢(C) comme ensemble-limite pour u — + X p.s.

Signalons que le théoréme 5 reste valable dans la formulation d’Ito avec le
méme ensemble-limite car le principe de G.D. reste inchangé. Notre résultat
est une extension de celui de Strassen [14] dans le cas ot U = R?, r =
d,cijy = 0,017y, = 0,0 = Id,0,(y) = o !y et de celui de Baldi [5] cas
ol by/y, = 0. Dans ce dernier cas en prenant cj/, indépendant de u, on
obtient une variante.

Ce théoréme résulte de son analogue pour les flots stochastiques et de
la continuité de ’application D¢ définie par (14).
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Plus précisément, nous avons

THEOREME 6. — Sous la condition C 3, la famille de v.a. dans D*{¥,},
est relativement compacte ; de plus K = {¥; I1(¥) < 1} est l’ensemble-limite
pour u — + X p.s.

De plus, si E est un espace topologique et ¢ une application continue de
D? dans E, alors la famille {¢(¥y,)}. est relativement compacte et admet
o(K) comme ensemble-limite pour u — +  p.s.

Pour démontrer ce résultat, nous suivrons la preuve introduite dans
Baldi [5]. Posons

K. = {\I' € IDY, inf ||¥ — ¢|cox < 5} (25)
peEK

LEMME 7.—V ¢ > 1 etV e >0, 3 p.s. un entier positif jo = jo(w) tel
queV j > jo(w)¥ € K.

Démonstration. — Le théoreme 2 implique qu’il existe § > 0 tel que
I(KS)>1+25 et

limsup-L log P{(¥, € KS)} < —(1+25),

uU—+400 L(u)
donc pour j assez grand

const

P(U € Kf) <exp|— (1+0) - L(c?)] < SThs (26)

Et on applique le lemme de Borel-Cantelli pour conclure car le membre
de droite est sommable.

Soit V' CC U. Pour tout entier j positif et ¢ > 1, posons
Xi= sup ¥, — Oy, © O(ch) (Ter)|| go.r (0,111

c?—1gugel . g (27)
o) (1) — Ogta (v )|

= sup
cf—1guged

COk([0,1]x V)

LEMME 8. —V e > 0,3 ¢ > 1telquesil <c¢ < c, P{3 jo =
Jo(w) tel que x; < & dés que j > jo} = 1.
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Démonstration.— Nous devons prouver que

P {lim sup(x; > 5)} =0.

=00

Par le lemme 7, 3 B > 0 telle que pour presque tout w, 3 jo(w) tel
que [[Wes (W)l gox(jo,1)x vy < BV|j = jo(w). Il reste alors & prouver seulement
que :

P {limsup- (x; > &%y (@) llcox(o,1xv) < B)} = 0.

Jj—+oo
Comme dans [5] p. 440, nous avons

{xj > & ¥ (W)llcor(o,yxv) < B}

C sup D*(Ty(t,z)) — D* (Ve (s, x))‘ >e/2;
0<s<LlizeVCCU

s/est<si|a<k (28)

[Wei (W)l cow < B
= {q’cf € As}

ou

A, =V elID% sup
O<s<lizeVCCU
s/c<t<ss|al<k

D (Wy(z)) — Da(\ps(x))\ >e/2;

[¥llcos < B

Ici DY désigne I'espace de flots de C™-difféomorphisme dans U. Ainsi, nous
avons besoin uniquement d’une borne inférieure pour P {x; > ¢; || ¥ (w)| < K}
en utilisant les résultats du théoréme 2 car A, est fermé.

Soit ¥ € A. et f € H” telles que
d¥(z) = U(‘I’t(f))ftdt§ Yo(z) =2 (29)

Pour simplifier, nous écrivons la démonstration pour k = 2.

dDW,(z) = Do (¥ (x)) - DW,(z) fydt; D¥o(z) =T € IR @ IR (30)

dD*¥,(z) = D0 (¥4(z))-(DVs(z), DW4(2)) frdt+Do (We(x))-D>W,(z) frdt;
D*¥y(z) =0 € (IR*® IRY) @ IR?
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Alors il existe s,t € [0,1] avec 0 < s < 1, s/c <t < s tel que

U, (x) — Uy(x)

,sup |D(¥(z) — \I/s(ar))‘,

&
— =sup (sup
4 zeV zeV

sup | D*(W4(z) — W,(z)) D

zeV

S
du ;sup/
zeV Jt

D?0(Uy(z)) - (D¥y(z), DUy () fu

g/
t

U(‘I’u(iv))fu du ;

8

< sup (sup/
€V Jt

S

sup/

zeV J¢

Do (¥y(z)) - DUu(2)fu

du

Do (U, (z)) - D*W,(2) fo

)

Comme

H‘I’|lcov2({o,1]xv)=sur>< sup |Wy(x)], sup |DV(z)],
tel0,1]zeV te(0,1]zeV

sup |D2\I't(:1:)|) < B, D%
te[0,1]zeV

localement borné, si nous supposons ¢ < 2 par I'inégalité de Holder
€ 1 1
7 <sup (8- (lt—sl2-1fllur) 508 (1t — sl I Fllar)

0565 (1t~ ¥ - 7l )
<K (lt= st lflla)

ou
0 = sup (sup |D°‘cr|> , K1=60-(1+ B+ B?),
zeV
alors
1 &
relt—s77 [ — —Jt—s|).
I e R Cr ot ) (31)
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R _ . 1
Ceci implique qu’il existe c. > 1 tel que, si 1 < ¢ < ¢, §||f|[%r > 2,

alors I(A.) > 2 et pour j assez grand, par le théoréme 2,

3 t
P{Xj > & [ Peillcor < B} <exp [—§L(0’)] == (32)
]2

On applique le lemme de Borel-Cantelli pour conclure.

Comme dans le cas classique voir la proposition 2.5 de Baldi [5], les
lemmes 7 et 8 par 'inégalité du triangle et la définition des systémes de
contractions centrées en x impliquent la :

PROPOSITION 9.— VY ¢ > 0, 3 p.s. un réel positif ug = uo(w) tel que
Y u > up(w)¥, € K.

1l est clair que le théoréme 2 et la proposition 9 impliquent que la famille
{W,}u est relativement compacte et que les points-limite restent dans K. Il
reste & montrer que tout point de K est un point-limite de {¥,}, pour
U — + X p.Ss.

LEMME 10.— Soit g € K tel que I(g) < 1. AlorsV¥e > 0 3 ¢c. > 1 tel
que V¥V ¢ > ce.

p {limsup(||\ch —gllcor < 6)} =1

j—too

La démonstration n’est pas différente du cas classique (voir le lemme 2.6
de Baldi), elle résulte de la quasi-continuité de J° définie par (6) (cf. Ben
Arous & Castell [13]).

Démonstration du théoréme 5.

PROPOSITION 11.— ¥ ¢ > 0, 3 p.s. un réel positif up = uo(w) tel que
YV u > up(w)

ZelL? (5;(/}([0, 1],IRd))

v (5;cx ([O,l],IRd)) =€

Zy €C:y 00 C; = inf 1Z - 7|
ZeC L
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Démonstration.

Posons _
= =17(%C, (10,1, IR)) et V R >0

Gi(y) = 0si [lyll > 2R; 55 (y) = Gu(y) si [lyll < (33)

Considérons Z2 = (ZR(t))te[0 1 solution de ’E.D.S.

Z ) o dW M

+b1/u vy (2 J(t))dt; ZE(0) =z (34)

dZB(t) = e1.(ZE(t))dt +

Quant Z,(t) reste dans B(0,R), ZE(t) = Z,(t). De plus, ZE et Z,
sont solutions d’E.D.S. & coefficients bornés. Donc, on peut trouver des
constantes Cp, Rp, tellesque V R > Ryet u >1

R2

1P (sup 12,61 > R) < Co-exp - ¢
t s (35)
IE (sup ”Zu(t) - Zf(t)“p> <Co- exp —
t 0

Par l'inégalité du triangle, on a
d=(Zy,C) < d=(Zy, ZF) + d=(ZE,CF) + d=(CR,C) = I + IT + III

ou l'on a posé

1
g € E tel qu’il existe f € H"/%/ |fs?ds < 1/
0

ch= " (36)

dge = Z”f(gt)fg + c(gt) + bue)(ge) | dt
=1

Comme sup 52 est compact en notant U2 le flot stochastique associé
PE.D.S.
(&) o aW Mg = 2 (37)

dgy

t /L( Z
alors VR € ID¢, car \I!R,(w) = z dés que ¢ ¢ B(0,2R). Comme ZF =
D (UR), par I'inégalité du triangle

11 < dz (D (UE), D(¥E)) +d=(D(VE), CF) = I’ + 11"
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Puisque D+ — D uniformément sur les compacts de I fo, lorsque u —
+ o, alors Ve, R >0, 3 u)(w) tel que V u > u)(w), II' < % Le lemme 3 et
le théoréme 6 impliquent que V &, R > 0, 3 u//(w) tel que V u > uf(w), II" <
%p.s. Soit en prenant u; > max(uj,u’), on a II < gp.s. Posons R = uL.

Comme
_7ZRI-s & E e s &
{17~ 20l > 5 < {B {swlz.0 - e > 5 }}.

fixons L > 0 et up = %, oll uq est choisi de telle fagon que ’on ait (35),

alors pour u > us = sup(1, up)

R 3 L2U2
P{HZu —ZR|z > g} < Clexp——gr-
Donc V &,L >0, 3 us(w) tel que V u > uz(w), I < —gp.s.

Du fait que 6% converge uniformément vers o sur tous les compacts de U,
€
alors il est clair que V e > 0, 3 uz(w) tel que ¥ u > uz(w), d=(C*,C) < 3

1l est clair que le théoréme 1 et la proposition 11 impliquent que la famille
{Z,} est relativement compacte et que les points-limite restent dans C'. Il
reste & montrer que tout point de C est un point-limite de {Z,}, pour
u — + « p.s. Ceci résulte du

LEMME 12.— Soit Z € C tel que A(Z) < 1. AlorsV € >0, Jc. > 1 tel
que ¥V ¢ > c..

P{limsup (1Zs = Z|= < a)} =1

1—+00

Démeonstration.— Le théoréme 1 est équivalent & la quasi-continuité de
8, définie par (4). Plus précisément, on a:V A,R,p>0, 30 20,7 >0
tels que si fol |fsl?ds < A, ||z —z|| <7,ona

R
P(lleW — fll < & [12° = B:=(f)ll= > p) < exp—3-

Et ’on termine la démonstration comme dans Baldi.
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COROLLAIRE 13.— Nous supposons vérifiées les conditions du théo-
réme 5.

w (%) ()

Pour presque tout w € Co([0,1], IR"), considérons la v.a. R Viestosw ¢
M (Cx ([O, 1], IRd)) , ou R™* est une version de la loi conditionnelle de Z,,
w )

Vlog(logu)

Posons M = {u € M1<C’$([0, 1],IRd))/K(u) < 1} ou A est définie
dans le corollaire 3.

sachant

Alors nous avons

1) La famille R** est relativement compacte.

2) De plus, M est l’ensemble-limite de la famille {R“*} pour u — +p.s.

Démonstration. — L’assertion résulte du théoréme 5. En effet, 'appli-
cation ¢ : 2 — My (Cx ([0, 1], IR?) ) qui & Z,, associe la loi de Z, sous P

est continue, lorsque Ml(Cz([O, 1,1 Rd)) est munie de la topologie de la
convergence faible.

Conclusion

Dans cet article, nous avons déterminé ’ensemble-limite d’une certaine
famille (Z,), considérée comme un v.a. a valeurs dans L (Q C, ([O, 1,1 Rd)>

en utilisant la théorie de grandes déviations. De 13, on peut aborder la ques-
tion en toute généralité en supposant (Z,) comme une v.a. & valeurs dans

CE( [0,1],1 Rd). Par ailleurs, le corollaire 13 permet de résoudre un nouveau
probléme d’ensemble-limite en théorie du filtrage non linéaire.
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