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Grandes déviations et loi fonctionnelle du logarithme
itéré pour les processus aléatoires(*)

T. J. RABEHERIMANANA (1)

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. XI, n° 2, 2002
pp. 201-224

RÉSUMÉ. - Dans cet article, nous démontrons une loi fonctionnelle du
logarithme itéré pour les équations d’évolution aléatoire, en utilisant la
technique de grandes déviations. Le résultat que nous obtenons est alors
une extension de celui de Strassen [14] pour le brownien et de celui de
Baldi [5] pour les diffusions.

ABSTRACT. - In this paper, we prove a functional iterated law for ran-

dom evolution equations similar to that of Strassen [14] for brownian

motion and of Baldi [5] for diffusions using large deviations principle.

Introduction

L’étude des grandes déviations ou l’analyse du comportement asympto-
tique d’un certain processus perturbé particulier vers un processus limite
permet de démontrer une loi fonctionnelle du logarithme itéré [1] à [5].
Parmi les processus aléatoires, solutions d’E.D.S., nous nous intéressons :

. aux équations d’évolutions aléatoires perturbées [6], [7]

. aux diffusions perturbées [8] à [13].
Notons que les problèmes de grandes déviations associés aux premières

sont traités sous condition particulière : la matrice de diffusion est égale à
l’indentité ; tandis que ceux associés aux dernières sont résolus sous certaines
conditions [8] à ~ [12] et en toute généralité [13].

~ > Reçu le 6 décembre 1999, accepté le 11 octobre 2002
(1) Département de Mathématique et Informatique, B.P. 906, Ankatso, 101, Antana-

narivo, Madagascar.



L’intérêt d’un résultat de G.D. pour un modèle contenant ces deux types
d’équations est

. d’analyser des propriétés, quand £ - 0, d’opérateurs différentiels du
second ordre [6] à [13] (par exemple étude de problème de Dirichlet,...)

. de déduire une loi fonctionnelle du logarithme itéré.

Ce sont les raisons pour lesquelles nous étudions les processus aléa-
toires, solutions de l’équation de Stratonovich (1)

~ t E ~0,1 ~ ;
. W est un mouvement brownien standard défini sur l’espace de Wiener

(SZ, ~,,~t, P) où SZ = l~, espace des fonctions continues
de [0,1] dans issues de 0 à l’instant 0 ;

. v est un processus markovien défini sur F, Ft, P) indépendant du
brownien W : ;

. le champ de vecteurs est assez régulier sur 

. l’entrée (x) est assez régulière sur 

Plus précisément, dans cet article, nous nous proposons de démontrer
un résultat de grandes déviations (voir le théorème 1) relatif à X~, solution
de (1). C’est un résultat suffisant pour déterminer l’ensemble - limite, pour
u ~ + oc p.s., de la famille ~Zu ~, solution de l’équation de Stratonovich

considérée comme une v.a. à valeurs dans où =

C’est notre théorème 5
1 uWut. C’est notre théorème 5.

Cet article constitue une nouvelle application de la théorie des décompo-
sitions de flots (suivant Bismut [15] et Kunita [16]) et du principe des
contractions (lemme 3).



Les résultats essentiels de ce travail sont donc le théorème 1, le corol-
laire 4 et le théorème 5.

Le théorème 1 est l’analogue des résultats de Ben Arous &#x26; Castell [13] ;

Le corollaire 4 est l’analogue des résultats de Doss &#x26; Stroock [9], de
nous-même [10], [11] et de Ben Arous &#x26; Castell [13] ;

Le théorème 5 concerne la loi fonctionnelle du logarithme itéré pour les
processus aléatoires, c’est l’analogue du théorème 2.2 de Baldi [5] pour les
diffusions, à condition de se placer dans un espace approprié LP SZ; CX ([0, 1] ,

contenant, en un sens, l’espace Cx ( ~0,1~ , IRd). .

Cet article comporte deux sections.

Dans la section 1, nous adaptons aux petites perturbations d’équations
d’évolution aléatoire (1) les résultats de G.D. de Ben Arous &#x26; Castell [13]
concernant les diffusions, généralisant [8] à [12]. Signalons aussi le fait que
dans [9] à [11], [13] une version de la loi conditionnelle de X~ sachant ~ W
est considérée.

Les résultats de la section 1 sont ensuite utilisés dans la section 2 pour
démontrer une loi fonctionnelle du logarithme itéré semblable à celle de
Strassen [14] pour le brownien et de Baldi [5] pour les diffusions (cf. théo-
rème 5). Nous en déduisons comme application (cf. corollaire 13) l’ensemble
- limite d’une certaine famille de processus à valeur mesure.

Dans toute la suite, le (o) désigne la différentielle au sens de Stratonovich.
Nous noterons P la mesure de probabilité P @ P définie sur H x E (resp.
E, E) désignera l’espérance relative à P (resp. P, JP». Nous désignerons le
processus v(t) et ses trajectoires de la même façon. désigne
l’espace des fonctions continues de [0,1] dans issues de x à l’instant 0,
muni de la topologie de la convergence uniforme.

1. Petites perturbations d’équations d’évolutions aléatoires

Dans cette section, nous supposons vérifiées les conditions C 1 et C2
suivantes

C 1.

. Les r-champs de vecteurs sur II~d~~,1, ... et sont de classe 

pour d + 1 et convergent uniformément vers ... et ~r lorsque
6’ tend vers 0.



C 2.

. Le champ de vecteurs ce sur est de classe Cb +2 et converge uni-
formément vers c lorsque é tend vers 0 ;

. v est un processus markovien indépendant du brownien tl’ à valeurs
dans 

. pour chaque * E S2, l’entrée est de classe Cb +2 et converge
uniformément vers b* lorsque e tend vers 0.

Signalons le fait que notre situation contient les cas où

1) v(t) est un processus markovien à valeurs dans N. Dans ce cas, on
prendra Q = l’espace des fonctions continues à droite
de [0, 1] dans N, muni de la topologie de Skorohod ou de la LP-
topologie ;

2) v(t) est un processus gaussien indépendant du brownien Wt ; (x)
= Z~==i les sont l-champs de vecteur s réguliers
sur Ceci peut s’étendre dans le cas où v(t) - Wt = W2 t 2 lt
est un « bruit blanc » indépendant du brownien Wt; -

~ ~~ i x ~ les sont l-champs de vecteurs réguliers
sur Dans ce cas, on prendra f2 = Co ( ~0,1 ~ , P la mesure de
Wiener correspondante et la formulation exacte de (1) est

Considérons X~ , solution de (1). Lorsque c tend vers 0, bien évidem-
ment X~ converge vers X °, solution du processus aléatoire

En général, un principe classique de gr andes déviations n’est pas at-
teint puisque les ensembles des niveaux ne sont pas compacts. Seulement,
en considérant X~, solution de (1) comme une v.a. à valeurs dans 

, un principe de grandes déviations est atteint. En effet,



considérons l’application qui à c~ E Co([0, l], associe X ~ (cv, .) E 

Cx ([0,1],7R~)), , où p est un entier ~ 1. Ainsi, X ~ (~, .) est donc l’application
qui à v associe X~, solution de (1).

Soit P~ la loi de ~, considérée comme un v. a. à valeurs dans C~

([0,1],~~)) ; est une mesure de probabilités sur LP S2; Cx ~ ~0,1 ~ , .

Nous avons alors le résultat suivant

THÉORÈME 1.2014 Sous les conditions C 1 et C 2. P~ satisfait à un
principe de grandes déviations avec la ,fonctionnelle d’action À définie par
la f ormule

Avec la convention, inf ~~~ _ 

Remarque. Ce théorème est indépendant du processus v et de ses
propriétés.

Démonstration. Le théorème se déduit des résultats de grandes déviations
pour les flots stochastiques et du principe des contractions. Plus précisément,
on considère la diffusion, solution de l’E.D.S.

Notons ~t (x) la version essentiellement unique de ~t (x) qui est un flot
de Cm-difféomorphisme dans i.e. un élément de Dd, où



Notons Hr le sous-espace de Cameron-Martin sur II~’’ .

Hr == {f : [0, 1] -~ R~, / absolument continue avec une dérivée de
carrée intégrable telle que j(O) = 0 et  H’ est un espace
d’Hilbert muni du produit scalaire défini par

Pour chaque f E H’’, nous définissons une application de 77 2014~

C~ ~ ~0,1 J , par

Sous les hypothèses faites sur les coefficients, ~~ ( f ) est un élément de 

Donc, nous définissons une application :

Suivant les idées de Bismut [15], ,7~ admet une extension mesurable
sur Cette extension sera encore notée 

désignera la solution de l’E.D.S.

Nous définissons maintenant la fonctionnelle d’action associée à la loi de
~~ . Soit ~ e ~d,

J est définie dans (6) en faisant tendre £ vers 0.

sera muni de la C°~~ ou de la C°?~-topologie définie de la façon
suivante pour tout k x m

~
. ---~ ~ si, et seulement si, V K compact de R



. si, et seulement si, V K compact de R 
d

Nous avons alors le résultat suivant :

THÉORÈME 2 [13]. est muni de la ou de la 0,k-topologie

pour tout k  m - 1 - 2 .
Alors

où A° (resp. A-) désigne l’intérieur de A (resp. l’adhérence de A )
dans ~d .

La démonstration de ce théorème est une modification de la méthode

d’Azencott 17~ , voir le théorème 3 de 13~ .

Pour chaque ~ E nous associons deux champs vectoriels aléatoires
sur 

Rd

Nous considérons alors l’équation différentielle ordinaire aléatoire



Définissons

IDdb est un ouvert de Dd pour la 0,3-topologie. Quand E grâce
aux conditions C 1 et C 2, l’équation (12) possède une solution.

Considérons l’application

Introduisons la condition C 2’.

C 2’. - En plus des conditions C 1 et C 2, nous supposons que :

En particulier, cette condition est vérifiée si (x) _ où

. l’entrée b~ (x) est assez régulière ;

. le processus markovien v(t) est à valeurs dans N.

Nous avons alors le résultat suivant :

LEMME 3. - Sous la condition C 2’, quand IDb est muni de la 0,3-
topologie, la famille d’applications définie par (14) est continue et
converge uniformément vers D sur tous les compacts de IDb lorsque ~ tend
vers 0, où D désigne l’application de



et zt’’° la solution de

Démonstration du lemme 3.

. Continuité de D~.

Soient 03C6n et Ç des flots de difféomorphismes dans IDdb, tels que 03C6n 0,3 03C6
lorsque 7~ 2014~ + cx.

Traitement de Q 1.

Les dérivées premières de ~t convergent uniformément sur tous les

compacts de [0,1] x vers les dérivées correspondantes de 03C6t (qui sont

bornées). Donc sup ~03C6nt ~x (y)  
n,t,y C~x

Démontrons maintenant que E ~ 0 lorsque n - + oc.

Pour t E [0, 1], posons fn (t) = sup ~03C6n,~s - 03C6,~ s~p]. L’inégalité" 

du triangle dans Lp et la convexité de x --~ xp pour p > 1 impliquent



grâce à la condition C 2’

Mais, E1/p Jo IIZ-: ,E - z-t,EII ds  ( Jo J!:(u)du . De plus, comme

03C6n  03C6, alors pour chaque 2022 E 03A9, s03C6n~,2022 (resp. s03C6n~ ) converge uniformément
sur tous les compacts de [0, 1] Rd (resp. s03C6~) ainsi que ses premières dérivées.
Donc,

Ainsi il existe une constante C telle que



Par le lemme de Gronwall, on a

et nous démontrons que le dernier membr e tend vers 0.

Soit R un réel positif et notons B(0, R) la boule de rayon R centrée en
0 dans Il existe une constante C telle que

La convergence de ~n vers ~ implique que

donc en utilisant l’inégalité de Schwartz, il existe une constante C telle que

Soit ~ > 0. En utilisant l’inégalité de Tchébychev,

si R est bien choisi.



Soit N E N tel que V n > N

Donc pour n à N, on r~.

Traitement de Q2. Voir [13] p. 43.

. La convergence uniforme de ’DE vers D sur tous les compacts de IDb
se démontre de la même façon en utilisant la condition C 2’.

Fin de la démonstration du théorème 1.

V R > 0, définissons des champs de vecteurs ( y) - 0 > 2R ;
_ si c R.

Considérons - solution de 

Quand Xf reste dans B(o,1-~), - X~ . De plus, X~ et sont

solutions d’E.D.S. à coefficients vérifiant les conditions C 1 et C 2. Donc

on peut trouver des constantes Co, Ro > 0 telles que pour R à Ro 1,

En notant ~~?R le flot stochastique associé à l’E.D.S.



Le fait que À défini par (3) soit une bonne fonctionnelle d’action résulte
d’une part de 7 qui en est une (cf. théorème 2) et d’autre part de la théorie
des décompositions de flots (cf. proposition 6 de [13]). .

Preuve de la majoration. 2014 Soit A un fermé de Lp(; Cx([0, 1], IRd)).
Fixons 77 > 0, L > 0,~o == -D- (où Ro est choisi de façon à avoir (16)).~LQ 

°

Notons A~ le ~-voisinage fermé de A dans Alors,

Pour ~  ~o A 1, .L/~ > Ro, ( 16) implique que le second terme est majoré
par . A , cause du théorème 2 et du lemme 3, le principe
des contractions implique que

On a donc

En faisant tendre L vers et r~ vers 0, on a la conclusion désirée car
a est s.c.i.

La minoration se démontre de la même façon en utilisant le théorème 2,
le lemme 3 et ( 1 ~) , voir [13] pp. 46-47.

COROLLAIRE 4.

1 ~ On peut étendre D~ à ~~ (Co ~0,1~ , où ~~ est définie par ~7~.

2) Quand p E ,7~ (Co ~4,1~, , soit la loi du processus .

Définissons par . Alors est une version de la
loi conditionnelle de X ~ sachant ~W .



3) Notons Q~ la loi de la v. a. w -~ >

Soit A c (Cx ( ~0,1~ , , , espace de mesures de probabilités sur

Cx ( ~0,1 ~ . Alors nous avons

- 11 (A° )  lim inf ~2 log Q~(A)  lim sup ~2 log Q~ (A)  -(A-) ( 17)
~-~o

où

. A° (resp. A-~ désigne l’intérieur de A (resp. l’adhérence de A ) dans

Mi , muni de la topologie de la convergence faible
des mesures ;

. A (~) = inf ~ 1 ~ 2 lorsque f E est telle que ~c est la loi de g =

~(f ) ~

où ~3( f ) est définie dans (.~).

Démonstration. 1) et 2) sont des conséquences de la théorie de décomposition
de flots (voir les théorèmes 1 et 2 de [13]) où il est prouvé que, quand
c~ E ,7~ l~, l’équation (12) a une solution forte définie sur ~0,1~
et que Xt (w, v) = D~ ,7~ (~B(w)) t (v).

3) résulte du principe des contractions. En effet l’application 03C6 : LP

SZ; ~ M1(Cx([0, 1], IRd)) qui a X associe la loi de X

sous P, est continue, lorsque M1(Cx ([0, 1], IRd)) est muni de la topologie
de la convergence faible. De plus, elle transforme P~ en .

2. Loi fonctionnelle du logarithme itéré

Rappelons tout d’abord la définition d’un système de contractions cen-
trées en un point x. Soit U un ouvert fixé de 

DÉFINITION ~5~. . - Une famille © _ de transformation bijec-
tive continue de U vers U est appelée un système de contractions centrées
en ~ si

aJ x,

b) Si et;::: ,3, alors |0398|03B2(y)-039803B2(z)|~ (y,z) E U2,



c ) 01 = ~dU et O~ 1 = 4a-1. . De plus, pour tous compacts K de U et ~
positif, il existe ~ > 0 tel que si la(3 -11  ~, alors - y ~  ~
b’yEK. 

’

Soient maintenant ~1, ... r-champs de vecteurs sur U.

Posons

Va> 0, définissons r-champs de vecteurs sur U

où O est un système de contractions centrées en x.

Condition C 3. - Nous dirons que les éléments et e satisfont à la
condition C 3 si 039803B1 est 2 fois différentiable ~ 03B1 > 0 et qu’il existe des champs
de vecteurs Ui définis sur U tel que - ~(y), uniformément
sur les sous-ensembles compacts de U. De plus si alors les
entrées satisfont à la condition C 1.

Nous dirons que ? est adapté au système de contractions e si 
pour tout a > 0. Dans ce cas, il suffit que l’application qui à x associe 
soit lipschitzienne sur tous les compacts.

Pour tous u > 0, désignera le mouvement brownien

Soit y la diffusion sur U, solution de l’équation différentielle stochastique

dyt = o dWt yo = x et posons pour tout u > 0 yt = yut (21)

zu (t) = (yt ), où O est un système de contractions centrées en x.

Par la formule d’Ito pour l’intégrale de Stratonovich et par changement
de temps, zu est solution de

où les entrées sont définies dans (19).

Nous notons Wu,t(X), une version de (22) qui est un flot de 
morphisme dans i.e. un élément de 



Sous la condition C 3, nous pouvons appliquer les résultats du théorème 2
de la section 1 à (ô u ) et nous avons V A C ~Dd

Considérons maintenant Zu, solution de

où v est un processus markovien indépendant de W Considérons l’applica-
tion Zu qui à w E associe Zu(w, .) E 
où Zu est solution de (24).

Nous voulons trouver l’ensemble-limite de la famille ~ Zu ~ pour t6 2014~ + oc
p.s.

Plus précisément, nous avons

THÉORÈME 5. - Sous les conditions C 2’ et C 3, la famille {Zu}u
considérée comme une v. a. à valeurs dans Lp SZ; C~ ([0, 1], U) est rela-

tivement compacte ; de plus C = ~g; À(g)  1~ est l’ensemble-limite pour
u 2014~ + (Xp..S.

De plus, si E est un espace topologique et ~ une application continue

de dans E, alors la famille est relativement

compacte et admet ~(C) comme ensemble-limite pour u --~ + oc p.s.

Signalons que le théorème 5 reste valable dans la formulation d’Ito avec le
même ensemble-limite car le principe de G.D. reste inchangé. Notre résultat
est une extension de celui de Strassen [14] dans le cas où U = r =

d, - 0, - 0, ~ - Id, - et de celui de Baldi [5] cas
où - 0. Dans ce dernier cas en prenant indépendant de u, on
obtient une variante.

Ce théorème résulte de son analogue pour les flots stochastiques et de
la continuité de l’application D~ définie par (14).



Plus précisément, nous avons

THÉORÈME 6. Sous la condition C 3, la famille de v. a. dans 
est relativement compacte ; de plus K = ~~;  1~ est l’ensemble-limite

De plus, si E est un espace topologique et ~ une application continue de
dans E, alors la famille est relativement compacte et admet

~(I~) comme ensemble-limite pour u -~ + oc p.s.

Pour démontrer ce résultat, nous suivrons la preuve introduite dans
Baldi ~5~ . Posons

LEMME 7. - V c > 1 et > 0, ~ p.s. un entier positif jo = ja (w) tel

que V j > E .

Démonstration. Le théorème 2 implique qu’il existe 8 > 0 tel que
I(~~)>1+2~et

donc pour j assez grand

Et on applique le lemme de Borel-Cantelli pour conclure car le membre
de droite est sommable.

Soit V cc U. Pour tout entier j positif et c > 1, posons



Démonstration. Nous devons prouver que

Par le lemme 7, ~ B > 0 telle que pour presque tout cv, E! tel

Il reste alors à prouver seulement

que : 
’

Comme dans [5] p. 440, nous avons

Ici désigne l’espace de flots de Cm-difféomorphisme dans U. Ainsi, nous
avons besoin uniquement d’une borne inférieure pour P ~;  K ~
en utilisant les résultats du théorème 2 car Aé est fermé.

Pour simplifier, nous écrivons la démonstration pour k = 2.



Alors il existe s, t E ~0,1~ avec 0  s  1, sic  t  s tel que

Comme

localement borné, si nous supposons c ~ 2 par l’inégalité de Hôlder



Ceci implique qu’il existe ce > 1 tel que, si 1  c  ce, 1 2 ] ] 2 r > 2,
alors > 2 et pour j assez grand, par le théorème 2,

On applique le lemme de Borel-Cantelli pour conclure.

Comme dans le cas classique voir la proposition 2.5 de Baldi [5], les

lemmes 7 et 8 par l’inégalité du triangle et la définition des systèmes de
contractions centrées en x impliquent la :

PROPOSITION 9. b ~ > 0, ~ p.s. un réel positif Uo - uo (cv) tel que
.

Il est clair que le théorème ~ et la proposition 9 impliquent que la famille
est relativement compacte et que les points-limite restent dans K. Il

reste à montrer que tout point de K est un point-limite de pour
u --~ + oc p.s.

LEMME 10. - Soit g E K tel que l(g)  1. Alors ~~ > 0 ~ c~ > 1 tel

que ~ c > c~.

La démonstration n’est pas différente du cas classique (voir le lemme 2.6
de Baldi), elle résulte de la quasi-continuité de ,7~ définie par (6) (cf. Ben
Arous &#x26; Castell [13]). .

Démonstration du théorème 5.

PROPOSITION 1 1. - > 0, 3 p.s. un réel positif uo - tel que
> 



Démonstration.

Posons

Considérons ZR = solution de l’E.D.S.

Quant reste dans B(o, R), ZR (t) - Zu(t). . De plus, ZR et Zu
sont solutions d’E.D.S. à coefficients bornés. Donc, on peut trouver des
constantes Co, Ro, telles que 

Par l’inégalité du triangle, on a

d~ (~u ~ C)  + d,~ (ZR, + C) = I + II + III

où l’on a posé

Comme sup ~R est compact en notant ~R le flot stochastique associé à
l’E.D.S.

alors 03A8Ru E IDdb, car = x dès que x ~ B(0, 2R). . Comme ZR -
D û (~R), par l’inégalité du triangle



Puisque D1 u ~ D uniformément sur les compacts de lorsque u ~
+ o(, alors V ~,R > 0, E! ~(c~) tel que V ~ > ~(~), .. Le lemme 3 et
le théorème 6 impliquent que V ~, R > 0, E! tel que V ~ > 

- p.5. Soit en prenant on a II ~ 3p.s. Posons R = uL.6 ~
Comme

fixons L > 0 et u = où u est choisi de telle façon que l’on ait (35),o L o

alors pour u > ~c2 = sup(l, uo )

Donc > 0, 3 u2 (w) tel que Vu> u2 (w), I  

Du fait que 7~ converge uniformément vers a sur tous les compacts de U,
alors il est clair que V ê > 0, 3 u3 (w) tel que Vu> u3 (w), C)  3 ~ .

Il est clair que le théorème 1 et la proposition 11 impliquent que la famille

~ Zu ~ u est relativement compacte et que les points-limite restent dans C. Il
reste à montrer que tout point de C est un point-limite pour

u -~ + oc p.s. Ceci résulte du

LEMME 12. - Soit Z E C tel que À(Z)  1. Alors 0, ~ CE > 1 tel

Démonstration. - Le théorème 1 est équivalent à la quasi-continuité de
/?, définie par (4). Plus précisément, on a : V A, R, p > 0, ~o ~ 0, o~, r > 0
tels que si J~ A, !!~ - .r!!  r, on a

Et l’on termine la démonstration comme dans Baldi.



COROLLAIRE 13. - Nous supposons vérifiées les conditions du théo-
rème 5.

~ 
j~’(u) (w)

Pour presque tout 03C9 E Co ([0, 1], IRr) , considérons la v. a. log(log u) E

(Cx ([0, l], 7R~) ) ~ où est une version de la loi conditionnelle de Zu

sachant W(u) log(log u).

Posons = E M1(Cx([0, 1], IRd))/( ) 1} où A est définie
dans le corollaire 3.

Alors nous avons

1) La famille est relativement compacte.

2 ) De plus, M est l’ensemble-limite de la famille {Ru,2022} pour u ~ +p.s.

Démonstration. L’assertion résulte du théorème 5. En effet, l’appli-
cation 03C6 : 0396 ~ M1(Cx([0, 1], IRd)) qui à Zu associe la loi de Zu sous P
est continue, lorsque M1 (Cx ([0, 1], IRd)) est munie de la topologie de la
convergence faible.

Conclusion

Dans cet article, nous avons déterminé l’ensemble-limite d’une certaine
famille ( Zu ) , considérée comme un v.a. à valeurs dans LP SZ; Cx ([0, l], )
en utilisant la théorie de grandes déviations. De là, on peut aborder la ques-
tion en toute généralité en supposant (Zu) comme une v.a. à valeurs dans

Par ailleurs, le corollaire 13 permet de résoudre un nouveau
problème d’ensemble-limite en théorie du filtrage non linéaire.
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