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Translations mesurables et ensembles de Rosenthal

MOHAMMAD DAHER(1)

RÉSUMÉ. - Soient G un groupe abélien compact métrisable et F son

groupe dual ; nous étudions plusieurs questions liées à la généralisation
vectorielle de la notion de sous-ensemble de Rosenthal de r. Nous mon-

trons par exemple que si A est un sous-ensemble de r et si CA (G, co) ==
L~(G, co) alors A est un ensemble fini. Étant donnés deux sous-ensembles
du groupe dual, Al C A C r et un espace de Banach complexe X,
nous étudions des situations où l’on a une identification entre l’espace
CA(G, X)/CA1(G, X) et l’espace L~A(G, X)/L~A(G, X).

ABSTRACT. - Let G be a metrizable compact Abelian group, and let r
denote the dual group ; we study several questions related to the vector
case generalization of the notion of Rosenthal subset of r. We show for
example that if CA (G, c0) = L~A(G, co) for some subset A in r, then A is a
finite set. Given two subsets of the dual group, Ai C A C r and a complex
Banach space X, we investigate situations where CA(G, X)/CA1 (G, X)
can be identified with L~A(G, X )/L~A1 (G, X).

Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse Vol. XIV, n° 1, 2005

Soient G un groupe abélien compact métrisable, m la mesure de Haar
sur G, r le groupe dual et A ~ 0393 ; soit d’autre part X un espace de Banach
complexe, et soit F(G, X) un espace de fonctions définies sur G, intégrables
par rapport à m et à valeurs dans X ; on notera FA (G, X) le sous-espace de
F(G, X) formé des fonctions dont le spectre est contenu dans A, c’est-à-dire
formé des fonctions f telles que

pour tout 03BB ~ A. Cette notation sera appliquée en particulier aux espaces
LpA(G, X).
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Un sous-ensemble A de r est appelé ensemble de Rosenthal (voir par
exemple [13], [14]) lorsque toute fonction complexe mesurable bornée f sur
G, et à spectre dans A, est en fait une fonction continue sur G (c’est-à-
dire qu’il existe un représentant continu dans la classe de f). Autrement
dit, A est un ensemble de Rosenthal lorsque L~A(G) = CA(G), où nous
désignons par C(G), ou C(G,X), l’espace des fonctions continues sur G,
scalaires ou vectorielles. Dans le cas du tore (G = T, r = Z), les ensembles
lacunaires au sens de Hadamard fournissent des exemples (très particuliers)
d’ensembles de Rosenthal infinis. Il est naturel d’étudier un certain nom-

bre de généralisations de cette notion d’ensemble de Rosenthal au cas de
fonctions à valeurs vectorielles. La question la plus naïve est la suivante : si
A est un ensemble de Rosenthal, a-t-on L~A(G, X) = CA(G, X) pour tout
espace de Banach X ? La réponse est évidemment oui si A est fini, mais
nous montrons dans notre proposition 25 que la réponse à cette question
générale est négative : dans le cas où X = co, on a L~A(G, c0) = CA(G, c0)
si et seulement si l’ensemble A est fini.

Si Y est un sous-espace fermé de l’espace de Banach X et si toute

fonction f de L~A(G, X) est une fonction continue, la même propriété est
évidemment vraie pour les fonctions de L~A(G, Y), puisqu’elles font partie
des précédentes. En particulier, l’égalité vectorielle L~A(G, X) = CA(G, X)
n’est possible que si A est un ensemble de Rosenthal (on suppose bien sûr
X ~ {0}).

Si X est un espace séparable on sait que C(G, X) est séparable. Il

en résulte que CA(G,X) est séparable, donc l’égalité de Rosenthal vecto-
rielle L~A(G, X) = CA(G, X) entraînera la séparabilité de L~A(C, X). Nous
étudions des réciproques de cette remarque évidente ; dans le corollaire 9,
nous montrons que si L~A(G, X) est séparable, alors L~A(G, X) = CA(G, X ) .
Supposons maintenant que Ai ~ A ~ F. On s’intéresse dans cet article à
une propriété de Rosenthal vectorielle relative, caractérisée par l’égalité

(pour Ai = 0, il s’agit de la propriété vectorielle usuelle). Si X est séparable,
on voit que l’espace quotient CA(G, X)/CA1(G, X) est un espace séparable.
Nous montrons que réciproquement, la séparabilité de L~A(G, X)/L~A1 (G, X)
entraîne l’identification de cet espace avec CA (G, X)/CA1 (G, X), et dans la
Proposition 19 nous généralisons au cas relatif et vectoriel des résultats de
F. Lust-Piquard [13], formulés en termes de propriété de Radon-Nikodym.
On montre aussi des résultats analogues à ceux de la Proposition 6 pour les
espaces VBpA(G, X)/V BpA1(G, X) (Proposition 15 ; ces espaces V Bp sont
définis plus loin).
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Dans le Lemme 21 on donne un critère de continuité pour une fonction

f mesurable bornée de G dans X, critère qui porte sur des propriétés de la
famille (fs)s~G des translatées de f ; on montre que si f ~ L~(G, X) et
si l’application s ~ (fs,03BE) est continue pour toute forme linéaire continue
03BE E L~(G, X)*, alors f est une fonction continue de G dans X. Dans la
Proposition 24 on donne le critère analogue pour montrer qu’un élément
f E VBP(G, X) est en fait dans Lp(G, X), p E [1, +~).

Etant donnés deux ensembles de Rosenthal A et Ai pour deux groupes
abéliens compacts G et G1, il est en général difficile de décider si l’ensemble
produit A x Ai est un ensemble de Rosenthal pour le groupe produit G x Gi.
Nous proposons un critère suffisant dans notre Corollaire 23, critère dérivé
du Lemme 21.

Si p E (1, +~) et si q désigne l’exposant conjugué, on note VBP(G, X)
l’espace des applications linéaires T : Lq(G) ~ X pour lesquelles il existe

une fonction g E LP (G) telle que

(cf. [2]-[3] ; la fonction g est nécessairement ~ 0 presque partout). Si T E
VBP(G, X) on définit ~T~VBp(G, X) comme l’inf de ~g~Lp(G), où l’inf porte
toutes les fonctions g E LP (G) qui vérifient les inégalités (0.1). Nous définis-
sons alors VBpA(G, X) comme l’espace des applications linéaires T dans
VBP(G,X) telles que T(A) = 0 pour tout 03BB ~ A. On note V B1(G, X)
l’espace des mesures définies sur G à valeurs dans X à variation bornée,
et VBOO(G,X) l’espace des applications linéaires bornées T : L1(G) ~ X.
On peut également définir U B1A(G, X) et V B~A(G, X) comme dans le cas
1  p  +00.

Rappelons qu’un opérateur linéaire borné T : L1(03A9, 03BC) ~ X est dit
représentable s’il existe une fonction mesurable bornée cp sur 03A9, à valeurs
dans X telle que

On dit que X possède la propriété de Radon-Nikodym lorsque tout opérateur
borné d’un espace L1(03A9,03BC) dans X est représentable. Si X vérifie la pro-
priété de Radon-Nikodym, l’espace V B~(G, X) s’identifie à L~(G, X).

Si f E L1(G, X) est une fonction définie sur G et si s E G, on définit
la fonction translatée f s par fs(u) = f (s + u), u E G, et pour tout T E
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VBP (G, X) on définit Ts(f) = T(fs) ( f E Lq (G), et f E C(G) si p = 1). Si
X est un espace de Banach, on notera (x, x*) = x* (x), pour tout x E X et
tout x* E X*, le dual de X.

Nous commencerons par deux remarques qui seront utilisées plus loin.

Remarque 1. - Soient X un espace de Banach complexe et Ai C A
C r ; désignons par Joo la projection de L~A(G, X) sur L~A(G, X)/L~A1 (G, X),
et notons Alle complémentaire de l’ensemble Ai. Pour tout g E CAc1(G) on
définit une semi-norme ~·~g sur L~A(G, X)/L~A1(G, X) par

On voit facilement que la famille de semi-normes {~·~g : g ~ CAc1(G)} définit
une topologie séparée sur L~A(G, X)/L~A1(G, X) : si J~f ~ 0, il existe un

caractère 03BB ~ AB Ai tel que (03BB) ~ 0, et la semi-norme associée à g = À est
non-nulle sur f ; cette topologie est clairement moins fine que la topologie
de la norme sur L~A(G, X)/L~A1(G, X). Nous utiliserons cette remarque en
conjonction avec le théorème de Lusin, qui dit que la tribu borélienne d’un
espace polonais ne change pas si on remplace la topologie polonaise par une
topologie séparée moins fine.

Remarque 2. - Si Ai ~ A ~ r, pour tout g ~ LqAc1(G) on définit une
semi-norme ~·~g sur l’espace quotient V BpA(G, X)/V BpA1(G, X) par la for-
mule

( Jp est maintenant l’application canonique de V BpA(G, X) sur l’espace quo-
tient V BpA(G, X)/V BpA1 (G, X)). Il est facile de voir que la famille de semi-
normes {~·~g : g ~ LqAc1(G)} définit une topologie séparée sur le quotient
V BpA(G, X)/V BpA1 (G, X), moins fine que la topologie de la norme. Par une
construction analogue on peut définir la famille de semi-normes ~·~g sur les
espaces quotients de la forme V B1A(G, X)/V B1A1(G, X).

PROPOSITION 3. - Pour tout espace de Banach X et pour tout nombre

réel p E (1, +~), l’espace V B~(G, X) est dense dans V Bp (G, X).

Preuve. 2013 Soit T E V Bp (G, X) ; par la définition de V Bp il existe une
fonction positive g E Lp(G) telle que, pour toute fonction f E Lq(G), on ait
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Pour tout entier n ~ 0 définissons une fonction réelle gn sur G par gn (u) == 1
si 9(u) ~ n, et gn(u) = 0 sinon. Définissons aussi Tn : Lq(G) ~ X par
Tn(f) = T(gnf), pour toute fonction f E Lq(G) ; on voit facilement que
Tn E V B~(G, X) pour tout n E N, et Tn ---+ T dans V Bp(G, X). 0

Remarque 4. - Si pour toute fonction g E Lp(G, X) on définit Tg :
Lq(G) ~ X par

l’opérateur g ~ Tg est une isométrie de Lp(G, X) dans VBP(G,X) (cf. [2],
[3]).

COROLLAIRE 5. - S’il existe un nombre réel po E (1, +~) tel que

Y Bpo(G, X) = Lp0(G, X), alors pour tout réel p e (1, +~] on a l’égalité
V Bp(G, X) = Lp(G, X).

Preuve. 2013 Comme V B~(G, X) ~ V Bp0(G, X) on voit que V B~(G, X)
- L~(G, X) ; d’après la Proposition 3 l’espace V B~(G, X) est dense

dans l’espace V Bp(G, X) donc on obtient l’égalité V Bp(G, X) = Lp(G, X).
a

PROPOSITION 6. - Soient X un espace de Banach et A1 ~ A ~ 0393; si
le quotient L~A(G, X)/L~A1(G, X) est séparable alors

LEMME 7 (CF. [11] P. 88, [9], L’APPROXIMATION DE L’IDENTITÉ). -
Il existe une suite (Kn)n~0 de fonctions positives dans L1(G) telle que

1. Kn * f ---+ f dans C(G, X), pour toute fonction f E C(G, X) (resp.
converge dans LP(G, X), pour toute fonction f E LP(G, X), pour tout
pe [1, +~)).

2. Pour toute fonction f E L1(G, X) et pour tout entier n ~ 0, Kn*f est
un polynôme trigonométrique, c’est-à-dire une combinaison linéaire finie de
caractères de G, à coefficients dans X.

3. Pour tout entier n ~ 0, on a ~Kn~L1(G) ~ 1.

Dans [11] et [9] le Lemme 7 est démontré pour le cas de fonctions à valeurs
dans X = C ; il est facile de voir que ce lemme reste valable pour C(G, X)
ou bien Lp(G, X), pour tout espace de Banach X. En effet, la propriété
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d’approximation du point 1 du lemme reste évidemment vraie pour une
fonction de la forme g E G ~ f(g) x, avec f scalaire et x E X ; la densité
dans C(G, X), ou bien dans Lp(G, X), des combinaisons linéaires de telles
fonctions et l’équicontinuité des opérateurs de convolution par les noyaux
( Kn ) donnent le résultat.

LEMME 8. - Pour tout espace de Banach X complexe et pour tout

Ai ~ A ~ r, l’espace CA(G, X)/CA1(G, X) est un sous-espace fermé de
l’espace quotient LA (G, X)/L~A1 (G, X).

Preuve. - Soient J l’application canonique de projection de CA (G, X)
sur l’espace quotient CA(G, X)/CA1(G, X), J~ l’application de L~A(G, X)
sur le quotient L~A(G, X)/L~A1(G, X) et f E CA(G, X) ; il est clair que

~J~f~ ~ ~Jf~ ; supposons que ~J~f~  1 ; il existe donc une fonction

g E L~A1 (G, X) telle que IIf + g~  1 ; on en déduit que * f + Kn * gll ~
~f + g 11  1 pour tout n ~ 0 ; d’autre part ~Kn * f - f~ tend vers 0 par le
Lemme 7, ce qui implique que ~f + Kn * g Il  1 pour n assez grand ; comme
Kn * g ~ CA1(G, X) on obtient ~Jf~  1 ; il en résulte que~J~f~ = ~Jf~,
ce qui implique le lemme. D

Démonstration de la Proposition 6. - Soit f E L~A(G, X), et supposons
que ~J~f~ ~ 1 ; on définit une application F : G ~ L~A(G, X)/L~A1
(G, X) par F(s) = Joo(fs), Vs E G. Pour tout g E CAc1(G) et pour tout
h E L~A(G, X), soit V l’ensemble défini pour 03B5 &#x3E; 0 fixé par

Il est facile de voir que F-1 (V) est un ouvert de G, car s ~ fG g(u) fs (u) dm(u)
est continue d’après la continuité de g ; l’application F est donc continue
de G à valeurs dans L~A(G, X)/L~A1 (G, X) muni de la topologie définie à la
Remarque 1 ; d’après la Remarque 1 et le théorème de Lusin (cf. [4], § 6, n°
7) on voit que F est fortement mesurable et bornée, donc F est dans l’espace
L~(G, L~A(G, X)/L~A1 (G, X)) ; d’après le Lemme 7 on a Kn * F ~ F dans
LI (G, LA (G, X)/L~A1 (G, X)) ; on peut en déduire qu’il existe une sous-suite
(Knk)k~0 et v E G tels que

Soit fk - Knk * fv E CA(G, X) ; on vérifie facilement que J~(fk) =
(Knk * F)(v), ce qui entraîne que la suite (J~(fk))k~0 est de Cauchy dans
le quotient L~A(G, X)/L~A1(G, X) ; par le Lemme 8 on voit que (J(fk))k~0
est de Cauchy dans le quotient CA(G, X)/CA1(G, X) (remarquons que fk
est un polynôme trigonométrique) par conséquent il existe une fonction
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g E CA(G,X) telle que J(fk) ~ J(g) dans CA(G, X)/CA1(G, X). On ob-
tient finalement J~(fv) = Joo(g) et J~(f) = J~(g-v), ce qui montre la
proposition. D

COROLLAIRE 9. - Si l’espace L~A(G, X) est séparable, on a l’égalité
L~A(G, X) = CA(G, X).

Le rapporteur nous a fait remarquer que le résultat précédent peut être
obtenu en remplaçant la théorie de la mesure par la théorie de Baire. Si
f E L~A(G, X) est donnée, on voit facilement que l’ensemble

est fermé, en utilisant la continuité des translations sur L1 (G, X) ; si on

munit G de la semi-distance d~(a, b) = ~fa - fb~~, l’ensemble précédent
est une d,,,,,-boule fermée autour de l’élément neutre OG ; sous l’hypothèse
du corollaire, l’ensemble des f a , a E G, est séparable en norme Loo, donc
G peut être recouvert par une suite de d,,,,,-boules fermées de même rayon
c &#x3E; 0 ; l’une de ces boules aura un intérieur non vide pour la topologie
originale du compact G, d’après le théorème de Baire. Il existe donc un

ouvert V de G tel que ~fa - fb~~ ~ 2c, pour tous a, b E V. On en déduit
facilement que Il fa - f~~ tend vers 0 quand a tend vers 0G, puis que f est
continue.

Remarque 10. - Une version simplifiée de l’argument de la Proposi-
tion 6 permet de vérifier le fait suivant : soit f E L~(G, X) ; si l’application
F : s ~ f s est fortement mesurable de G dans L~(G, X), alors f est
continue.

En effet, il existe une suite (nk) et un point v E G tels que (Knk * F) (v)
converge vers F(v) dans L~(G, X), c’est-à-dire que la suite de fonctions
continues (Knk * fv) converge vers fv dans L~(G, X), donc fv et aussi f
sont continues.

Supposons que G soit un groupe localement compact abélien ; soit

f E L~(G, X) telle que l’application F : s ~ fs soit fortement mesurable ;
comme l’approximation de l’identité (par une suite filtrante) est vraie pour
G (cf. [Il}, p. 298), on montre par une méthode analogue que f est égale
presque-partout à une fonction uniformément continue sur G ; en effet,
la convolution de F avec une fonction dans L1(G) est une fonction uni-
formément continue (cf. [10], p. 295).

Remarque 11. - Dans l’article [21], M. Talagrand a montré que si

f E L~(G) et si s ~ fs est fortement mesurable, alors f est égale presque-
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partout à une fonction uniformément continue sur G, (G étant ici un groupe
localement compact abélien).

Exemple 12. - Si X est un espace de Banach séparable ne contenant
pas co et si A C F est un ensemble de Sidon, alors L~A(G, X) = CA(G,X).

Dire que A est un ensemble de Sidon signifie qu’il existe une constante C
telle que

pour toute famille de scalaires (03B103B3) dont seulement un nombre fini sont
non nuls. Soit f E L~A(G, X), avec f ~ 03A303B3~A c03B3 03B3, c03B3 E X ; pour tout
x* E X*, les coefficients de Fourier (x*(c03B3)) de la fonction scalaire x*(f) sont
absolument sommables, avec la majoration 03A303B3~A |x* (c03B3)| ~ C ~x*~ ~f~~,
ce qui implique que toutes les sommes finies de vecteurs 03A303B3~A1 c-yi avec
Ai C A fini, sont bornées en norme par C ~f~~ ; puisque X ne contient
pas co, la famille de vecteurs (c03B3) est sommable dans X, et la fonction f
peut être approchée par une combinaison finie de caractères, ce qui prouve
la séparabilité de l’espace L~A(G, X).

Exemple 13. - L’exemple précédent d’application de la Proposition 6 ou
du Corollaire 9 n’est peut-être pas totalement convaincant, car nous pour-
rions facilement conclure directement que les fonctions de L~A(G, X) sont
continues. Voici un autre exemple, dans le cas de la propriété de Rosenthal
relative. Un cas extrême de la situation Ai C A C r est celui où A = r.
Supposons que le complémentaire Al soit un ensemble A(p) pour un p &#x3E; 1,
c’est-à-dire que les normes LI et LP sont équivalentes sur LpAc1(G). On sait
d’après Bachelis et Ebenstein [1] que cela équivaut à dire que L1Ac1(G) est
réflexif ; cet espace est de plus séparable, donc son dual L~(G)/L~A1 (G) est
séparable. Il coïncide donc avec C(G)/CA1 (G) par la Proposition 6.

L’égalité précédente caractérise le fait que Al soit A(p) pour un p &#x3E; 1 ;
en effet, si L1039Bc1(G) n’est pas réflexif, il contient f,1 d’après [12] et son dual
n’est pas séparable, puisqu’il contient alors ~~. La situation est moins claire
pour les fonctions à valeurs vectorielles. Indiquons un cas très particulier :
si Y = Lq(03A9), avec 1  q ~ p, il est facile de déduire de l’équivalence des
normes LI et Lq sur Lq039Bc1(G) l’égalité des espaces Lq039Bc1(G, Y) et L1039Bc1(G, Y),
ce qui implique que ce dernier espace est réflexif. En effet, puisque Al est
A(p), il existe une constante C telle que ~g~q ~ C ~g~1 pour toute fonction
g E L1039Bc1(G), et si f(t, 03C9) = 03A3ni=1 gi(t)yi(03C9) est une fonction du sous-espace
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L1039Bc1(G) 0 Y, dense dans L1039Bc1(G, Y), on aura

par Minkowski. Si X est un espace séparable qui se plonge dans Y == Lq (ç2)
pour un q E (1, p], l’espace L1039Bc1 (G, X) sera donc réflexif et séparable. Ceci
s’applique à tout espace X qui est un Lr séparable avec 1  r ~ 2.

On peut conclure comme avant que le dual L~(G, X*)/L~039B1(G, X*) est

séparable, donc L~(G, X*)/L~039B1(G, X*) = C(G, X*)/C039B1(G, X*). En par-
ticulier, pour tout s tel que 2 ~ s  o0 on a

Exemple 14. - Donnons un autre exemple dans le même esprit.
Considérons les trois ensembles Ai = {n E Z : n  0}, A3 = {2n : n ~ 0}
et A = Ai U A3. Il est connu que la projection orthogonale est bornée
de L1039Bc1 (T) = Hl (T) sur L1039B3 (T) ~ Ê2 (c’est la projection dite de Paley,
[18]) ; il en résulte que le quotient L1039Bc1(T)/L1039Bc(T) est isomorphe à ~2 et
son dual L~039B(T)/L~039B1(T) ~ ~2 est donc séparable, par conséquent égal à
C039B(T)/C039B1 (T).

On peut s’intéresser à la généralisation vectorielle P 0 IdX de la pro-
jection de Paley P, agissant de L1039Bc1(T, X) = H1(T, X) vers L1039B3 (T, X). Il
est clair que la démonstration originelle de Paley passe au cas X = ~2, mais
d’autres exemples d’espaces X réflexifs et séparables pour lesquels cette
projection est bornée sont connus ; ainsi, F. Lust-Piquard et G. Pisier ont
montré dans [15] que la projection est bornée lorsque X == Cp, l’espace de
Schatten, avec 1  p  +~.

Supposons donc que X soit un espace réflexif séparable tel que la projec-
tion de Paley vectorielle P ~ IdX soit bornée de Hl (T, X) sur L13 (T, X) ; il
en résulte que le quotient L1 c (T, X)/L1039Bc (T, X) est isomorphe à L1 3 (T, X).
Par ailleurs, on sait par un résultat de Pisier [20] que si (03B5k) est une suite
de variables de Bernoulli, définie sur un espace de probabilité (03A9, 03BC), et (Xk)
une suite de vecteurs de X, on a

où la constante de l’équivalence est universelle ; par les inégalités de Kahane,
avec une autre constante universelle, on a
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ce qui montre que L1039B3(T, X) est isomorphe à un sous-espace de L2 (Q, X),
donc est réflexif et séparable. Son dual L~039B(T, X*)/L~039B1 (1r, X * ) est par con-
séquent séparable, donc égal à C039B(T, X*)/C039B1(T, X*). D

Si T E VBP (G, X) et g E L1(G) on définit T * g : Lq(G) ~ X par
(T * g)(f) = T(g * f), pour toute fonction f E Lq (G).

PROPOSITION 15. - Soient X un espace de Banach complexe, Al C
A C r et p E [1, ~) ; si le quotient V Bp039B(G, X)/V Bp039B1(G, X) est un

espace séparable alors 

LEMME 16. - L’espace Lp039B(G, X)/LP039B1 (G, X) s’identifie à un sous-espace
fermé de l’espace V Bp039B(G, X)/V Bp039B1(G, X).

Preuve. La démonstration de ce lemme est identique à celle du

Lemme 8 en remarquant que si T E V Bp039B1(G, X) alors pour toute fonc-
tion g ~ L1(G), on a T * g E LP(G,X) et ~T * g~Lp(G,X) ~ ~g~L1(G)~T~,
(cf. [3]) (si v E V B1039B1(G, X) pour tout g E C(G), 03BD * g E L1(G, X)). D

Démonstration de la Proposition 15.2013Pour montrer la Proposition 15
il suffit d’utiliser des arguments analogues à ceux de la Proposition 6 en
utilisant le Lemme 16, le théorème de sélection, la Remarque 2 et le théorème
de Lusin. D

On note par a la mesure de Lebesgue normalisée sur le tore T = ]R/27rZ
et par D le disque unité ouvert de C. Pour tout p &#x3E; 0 on note hp(D, X)
l’espace des fonctions harmoniques f : D ~ X telles que

et on désigne par Hp(D, X) le sous-espace de hp (D, X) formé des fonctions
holomorphes F : D ~ X. Si r E [0,1) on note Pr le noyau de Poisson, défini
pour tout 03B8 E 1r par

Le corollaire suivant se trouve aussi dans [6].

COROLLAIRE 17. - Soit X un espace de Banach ; supposons qu’il exzste
p E (1, +~) tel que hp (D, X) soit séparable ; alors X a la propriété de
Radon-Nikodym (cf. [5], [7]).
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Preuve. - En utilisant le noyau de Poisson on montre l’égalité hP(D, X)
= V Bp (T, X) ; d’après la Proposition 15, on sait que hP (D, X) = Lp (T, X)
c’est-à-dire que chaque fonction f E hp(D, X) admet des limites radiales
presque-partout, ce qui montre que X a la propriété de Radon-Nikodym
(cf. [5]). D

COROLLAIRE 18. -Soit X un espace de Banach complexe ; si Hp(D, X)
est séparable pour un p E [1, +~), alors X a la propriété de Radon-Nikodym
analytique (cf. [5], [8]).

PROPOSITION 19. - Soit X un espace tel que CA (G, X)/CAi (G, X) ait
la propriété de Radon-Nikodym, alors

Preuve. - Soit f E L~039B(G, X) avec ~J~f~ ~ 1 ; soit U l’application de
LI (G) dans CA (G, X)/C039B1 (G, X) définie par Ug = J(g* f ), pour toute fonc-
tion g E L1(G) ; l’opérateur U est borné ; comme C039B(G, X)/C039B1(G, X) a
la propriété de Radon-Nikodym, il existe 03C8 E L~(G, CA(G, X)/CAi (G, X ) )
telle que 

La forme donnée par Michael du théorème de relèvement de Bartle-Graves
montre qu’il existe une sélection continue S : : C039B(G, X)/C039B1(G, X) ~
CA(G, X) telle que l’image de la boule unité de CA(G, X)/CAi (G, X) par S
soit contenue dans la boule de rayon 2 dans CA (G, X) ; pour presque tout
u E G posons H (u, v) = S(03C8(u))(v) ; pour toute h E C039Bc1(G) on a

Cela implique que pour toute fonction g E L1(G) on a

Par conséquent on a pour presque tout uo E G l’égalité

ce qui entraîne en prenant pour h les caractères de l’ensemble (dénombrable)
Al, l’existence d’un uo E G tel que v ~ f (v - uo) - H(uo, v) soit à spectre
dans Ai. Soit a(v) = H(uo, v) ; cette fonction est une fonction continue à
spectre dans A ; d’après ce qui précède f - a E L~039B1 (G, X) et J(X)f = Jee.
ri
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Remarque 20. - Dans [13], F. Lust-Piquard a montré que si CA (G) a la
propriété de Radon-Nikodym, alors L~039B(G) = CA (G), autrement dit A est
un ensemble de Rosenthal.

LEMME 21. - Soient X un espace de Banach et f E L~(G, X) ; alors
f est égale presque-partout à une fonction continue si et seulement si pour
tout élément 03BE E L~(G, X)*, d’application s ~ (fs, 03BE) est continue.

Preuve. 2013 Soit f E L~(G, X) ; supposons qu’il existe g E C(G, X) tel
que f = g presque-partout ; on a donc (fs,03BE) = (gs, 03BE) pour tout s e G et
~pour tout 03BE E L~(G, X)*, mais l’application s ~ gs est continue de G dans
C(G, X), donc s ~ (gs, 03BE) = (fs, 03BE) est continue.

Démontrons maintenant l’implication inverse. Supposons que pour toute
forme linéaire 03BE E L~(C, X)* l’application s ~ (fs,03BE) soit continue ; il

suffit de montrer que l’application F : G ~ L~(G, X) définie par F(s) -
f s est fortement mesurable (Remarque 10) ; d’après la Remarque 1 et le
théorème de Lusin il suffit de montrer que F est à valeurs dans un sous-

espace séparable de L~(G, X). Soit L un sous-ensemble dénombrable dense
dans G ; désignons par M le sous-espace fermé de L~(G, X) engendré par
F(L) et par Mi le sous-espace fermé engendré par F(G) ; montrons que M =
Ml ; sinon d’après le théorème de Hahn-Banach il existe 03BE E L~(G, X)* tel
que 03BE = 0 sur M et ç i- 0 sur Ml, donc il existe s E G tel que (fs, 03BE) ~ 0, 
d’autre part il existe une suite (sn)n~0 dans L telle que sn ~ s ; cela
implique que (fsn, 03BE) ~ (fs, 03BE) 0 car (fsn, 03BE) = 0 pour tout entier n ; ceci
est impossible car (fs, 03BE) ~ 0, par conséquent M = Ml et F est à valeurs
dans un sous-espace séparable de L~(G, X). ~

PROPOSITION 22. - Soit Y un espace de Banach complexe tel que X =
Y* soit séparable ; on suppose que L1 (G, Y)/L1039Bc (G, Y) ne contient aucun
sous-espace isomorphe à ~1. Si l’espace CA(G) est faiblement séquentiel-
lement complet, alors C039B(G, X) = L~039B(G, X).

Preuve. 2013 D’après le Lemme 21 (et le théorème de prolongement de
Hahn-Banach) il suffit de montrer que pour tout f E L~039B(G, X) et pour

tout E L~039B(G, X)* l’application s ~ (fs, 03BE) est continue. Notons que

Loo(G,X) est le dual de L1(G, Y) puisque X = Y* est séparable (cf. [7]) ;
soient f E L~039B(C, X) et L~039B(C, X)* = (L1(G, Y)/L1039Bc(G, Y))** ; comme
Z = L1 (G, Y)/L1039Bc (G, Y) ne contient pas de copie de ~1, tout élément de
Z** est limite simple d’une suite d’éléments de Z (cf. [17]), donc il existe une
suite (gn)n~0 dans L1(G, Y) telle que (gn, fs) ~ (fs, 03BE), pour tout s E G ;
pour chaque entier n la fonction s ~ (gn, fs) est continue (c’est essentielle-
ment une convolution LI * LOO) et à spectre dans A ; par le théorème de
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convergence dominée de Lebesgue et le fait que CA (G) est supposé faible-
ment séquentiellement complet on voit que l’application s ~ (fs, 03BE) est

continue. D

COROLLAIRE 23. - Soient G, G1 deux groupes abéliens compacts métri-
sables ; on suppose que CA(G) est faiblement séquentiellement complet, que
l’ensemble Ai est un ensemble de Rosenthal pour G1 et que le quotient
L1(G x G1)/L1(039B 039B1)c(G x GI) ne contient pas de copie de ~1 ; alors A x Ai
est un ensemble de Rosenthal pour G x G1.

Preuve. - D’après la Proposition 22 appliquée à l’espace X = L~039B1 (G1)
= C039B1(G1) et à l’espace Y = L1(G1)/L1039Bc1(G1) il suffit de montrer que

est égal à

Désignons par 7r la projection de L1(G, Y) sur L1(G, Y)/L1039Bc(G, Y) et par
Tri la projection de L1(G1) sur L1(G1)/L1039Bc1(G1 ) = Y. On décrit d’abord
une application T de Y2 vers YI. A chaque fonction f (x, y) E L1(G x Gi),
associons la fonction x ---+ fx de G dans L1(G1) définie par f x (y) = f (x, y) ;
cette première application est isométrique. Considérons ensuite l’élément h :
x ~ 03C01(fx) qui est dans L1 (G, Y), de norme ~ ~f~1, et posons T1 f = 7r(h).
L’opérateur Tl est de norme ~ 1 de L1(G x Gi) dans L1 (G, Y)/L1039Bc(G, Y).

De plus, Tl est nulle sur L1(039B 039B1)c(G x G1) : si un caractère f (x, y) =
03B3(x)03B31 (y) n’est pas dans A x Al, ou bien 03B31 E 039Bc1, et fx = 03B3(x)03B31 est annulé
par Tri, ou bien "’( E AC et x ~ 03C01(fx) = 03B3(x)03C01(03B31) est annulée par 03C0. Par

densité des polynômes trigonométriques (utiliser le Lemme 7) on en déduit
que Tl est nulle sur L1(039B 039B1)c(G x G1), et on obtient en passant au quotient
l’application voulue T de Y2 vers V1.

Pour construire l’application inverse U, considérons une sélection de
Michael S de Y vers L1(G1) ; pour chaque g E L1(G, Y), considérons
d’abord la fonction x ~ S(g(x)), qui est dans L1(G, L1(G1)) = L1(G x G1),
puis sa classe U1(g) E Y2. La fonction U1(g) ne dépend pas du relèvement
choisi : si SI est un autre relèvement, la fonction h : x ~ Si (g(x)) - S(g(x))
est dans L1(G, L1039Bc1(G1)), qui est contenu dans L1(039B 039B1)c(G x G1) par Fu-
bini, donc la classe de h dans Y2 est nulle. Comme pour tout c &#x3E; 0, on peut
supposer que le relèvement de Michael vérifie S (y) (1 + 03B5)~y~ pour tout
y E Y, on en déduit que ~U1~ ~ 1.
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Si g est de la forme g(x) = 03B3(x)y, avec 03B3 ~ A, on lui a associé gl :
x ~ S(03B3(x)y) ; mais x ~ S(03B3(x)y) - 03B3(x)S(y) est dans L1(G, L1039Bc(G1)),
et x ~ 03B3(x)S(y) est dans L1039Bc(G, L1(G1)), contenu dans L1(039B 039B1)c(G x G1)
par Fubini, donc gl projette sur 0 dans Y2. On en déduit que U1 passe au
quotient, et on vérifie qu’on obtient ainsi l’inverse de T. D

Par un raisonnement analogue à celui du Lemme 21 on montre

PROPOSITION 24. - Soient X un espace de Banach, p E [1, +~) et T
un élément de V Bp(G, X) ; l’opérateur Test représentable si et seulement
si pour tout 03BE E V Bp(G, X)* l’application s ~ (Ts, 03BE) est continue.

PROPOSITION 25. - Si C039B(G, co) = L~039B(G, co) alors A est un ensemble
fini.

Preuve. 2013 Supposons que C039B(C, c0) = L~039B(G, c0). Si A est un ensemble
infini, on peut choisir pour tout n ~ 0 une partie In C A de cardinal 4n ;
posons

On a ~fn~C(G) = 1 (valeur à l’élément neutre), alors que par ailleurs

~fn~L1(G) ~ ~fn~L2(G) = 2-n. Il en résulte que fn ~ 0 presque-partout ;
on définit f : T ~ co en posant pour presque tout u E G

Il est évident que f est à valeurs dans co, d’autre part les fn sont mesurables
et co est séparable, donc f est mesurable et f E ~039B(G, c0). De notre hy-
pothèse on déduit que f E CA (G, co) ; il existe alors un polynôme trigono-
métrique P à valeurs dans co, (c’est-à-dire que P = 03A303B3~A a03B3 7? où A est un
sous-ensemble fini de r, et 03B103B3 = (a03B3,n)n~0 ~ co) tel que

Posons pour tout n fixé Pn = 03A303B3~A a03B3,n03B3 ~ C(G) ; comme les caractères
sont uniformément bornés on voit que limn~+~ ~Pn~C(G) = 0. D’autre part
on a 

et on en déduit que pour n assez grand on a ~fn~C(G)  1 2, ce qui contredit
notre choix initial et montre donc que A est un ensemble fini. ~
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Remarque 26. - Si A est un ensemble de Rosenthal dans Z, on a

Puisque RI a la propriété de Schur, le résultat découle du théorème 6 de Wat-
bled [22]. Donnons une autre démonstration, dans l’esprit de ce qui précède.
Si Ai c T est un ensemble de Hadamard on a LÂ1 (T) ~ ~1 (cf. [14]) ; on en
déduit que LA (T, ~1) ~ LA (T, L~039B1 (T)) ; comme L~039B1 (T) ~ ~1 a la propriété
de Schur alors A x Ai est un ensemble de Rosenthal (cf. [14]), ce qui entraîne
que L~039B (T, ~1) est séparable donc L~039B (T, ~1) = CA (T, ~1). ~

Exemple 27. - Si on sait que 039B - A = {m - n : m, n E 039B} est un

ensemble de Rosenthal dans Z, on a LA (T, ~2) = CA (T, ~2).

Soit d’abord (hk)k~0 une suite dans CM(T), où M est un ensemble de Rosen-
thal ; pour tout entier n ~ 0 posons gn = 03A3nk=0 |hk| ; si supn~0 ~gn~C(T) 
+00, la suite (gn)n~0 converge uniformément sur G vers 03A3k~0 |hk|: en effet,
si on définit h : T ~ ~1 en posant pour tout t E T

on a h E L~M(T, ~1), donc h ~ CM(T, ~1) par la remarque précédente ;
d’après le théorème de Dini, la suite (gn)n~0 converge uniformément vers la
fonction continue 03A3k~0|hk|.

Supposons A - A de Rosenthal, ce qui entraîne que A est de Rosenthal.
Si f ~ L~039B(T, Ê2) est représentée par une suite de fonctions (fn) C C039B(T),
la suite des fonctions hn = |fn|2 = f n 1 n est à spectre dans A - A, et définit
un élément de L~039B-039B(T, ~1). Le résultat découle des lignes qui précèdent.
ri

On peut énoncer de manière analogue un résultat pour chaque espace ~p
où p = 2n est un entier pair : si l’ensemble formé de toutes les sommes de
n éléments de A - A est de Rosenthal, alors L~039B(T, ~p) = C039B(T, ~p).

Remarque 28. - Soient A un ensemble de Rosenthal et p E (1, +~) ; si
l’espace C039B(G, ~p) est faiblement séquentiellement complet, on a

Preuve. 2013 Soit f = (fk)k~0 ~ L~039B(G, ~p) ; comme A est un ensemble de
Rosenthal on peut choisir les fonctions fk dans CA(C) ; pour tout entier
n ~ 0 posons
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montrons que (03C8n)n~0 est faiblement de Cauchy dans C039B(G, ~p). Soit 03BE e
C039B(G, ~p)* ; on sait que 03BE définit une mesure J-L à valeurs dans RP à variation
bornée ; soit Q la mesure de la variation totale de J-L ; pour tous m, n E N
on a 

d’autre part (03C8n)n~0 converge vers f simplement (dans ~p), en appliquant
le théorème de Lebesgue on voit que

on en déduit que (03C8n)n~0 est faiblement de Cauchy dans C039B(G, ~p), donc
il existe une fonction 03C8 E C039B(G, ~p) telle que 03C8n ~ 03C8 faiblement, et on
conclut que f == 1/J presque-partout. D
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