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Sur quelques aspects de la géométrie de l’espace
des arcs tracés sur un espace analytique(*)

MICHEL HICKEL(1)

RÉSUMÉ. - Soient (X, x) un germe d’espace analytique complexe ou réel
et A(X,x) l’espace des arcs tracés sur (X, x). Considérons Fx : (X, x) -
(Y, y) un germe de morphisme et désignons par Fx : A(X,x) ~ A(yy)
le morphisme induit au niveau des espaces des arcs. Dans cet article,
nous tentons de souligner les analogies entre les propriétés topologiques
locales ou métriques de Fx et celles de Fx. Nous définissons ensuite les
notions de suite de Nash des multiplicités, suite de Nash des fonctions de
Hilbert-Samuel, suite de Nash des diagrammes des exposants initiaux de
X le long d’un arc ~, et étudions leurs premières propriétés. Certains liens
élémentaires avec la théorie de l’integration motivique sont aussi établis.

ABSTRACT. - Let (X, x) be a germ of real or complex analytic space
and A(X,x) the space of germs of arcs on (X, x). Let us consider Fx
(X, x) ~ (Y, y) a germ of a morphism and denote by :Fx : A(X,x) ~
A(Y,y) the induced morphism at the level of arcs. In this paper, we try to
emphasize the analogies between the metric or local topological properties
of Fx and those of Fx. We then define the notions of Nash sequence
of multiplicities, Nash sequence of Hilbert-Samuel functions and Nash
sequence of diagram of initial exponents of X along an arc ~, and study
some of their basic properties. Some elementary connections between these
notions and motivic integration theory are also provided.
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1. Introduction

Soient K = R ou C et (X, x) un germe de K-espace analytique, d’algèbre
locale OX,x. Nous noterons par A(X,x) l’espace des arcs tracés sur (X, x),
c’est-à-dire l’ensemble des germes de morphismes analytiques ~ de (K,0)
dans (X, x), ou bien de façon équivalente l’ensemble des morphismes ~* de

(*) Reçu le 26 février 2003, accepté le 25 mai 2004
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K-algèbre locale de OX,x dans 01 - K{t}. De manière plus générale si X
est un espace analytique et 4 un sous-ensemble de |X|, nous désignerons
par 4(X,A) (resp. AX) l’union x~A A(X,x) (resp. x~X A(X,x)). AX est
naturellement munie d’une distance ultramétrique notée Dx, définie de la
manière suivante :

- ~~,~ E A(X,x), on pose DX(~, ~) = e-ord(~-~), où ord(~ - ~) désigne
la valuation ou l’ordre de l’idéal de 01, (~* - ~*)(MX,x), et Mx,x
l’idéal maximal de Ox,x.

La topologie induite par Dx sur 4x sera dite la topologie de Krull sur
aux. Soit maintenant un germe de morphisme analytique Fx : (X, x) ~
(Y, y). Celui-ci induit un morphisme Fx : A(X,x) ---+ A(Y,y), où pour cp E
A(X,x), Fx(~) est l’arc (K,0) ~ (X,x) ~ (Y, y) obtenu par composition de
~ avec Fx. De façon plus générale si F : X ~ Y est un morphisme, nous
noterons par F: AX ~ Ay le morphisme induit au niveau de l’espace des
arcs.

Dans cet article nous abordons deux thèmes. Le premier consiste à ten-
ter de souligner les analogies entre les propriétés topologiques locales d’un
morphisme F : X ~ Y, et celles du morphisme induit F : AX ~ 4y.

Nous donnons deux illustrations de ce jeu de miroirs. La première
concerne un résultat du à J.C. Tougeron. Dans [T3], l’auteur précité donne
des inégalités de Lojasiewicz, avec exposant uniforme, par rapport aux fibres
d’un morphisme analytique. Plus précisément :

THÉORÈME 1.1 (J.C. TOUGERON ). - Soit F une application analy-
tique d’un ouvert On de Rn dans un ouvert Ç2p de RP. Pour toute paire de
compacts K C 03A9n et K’ C 03A9p, il existe une constante a  0 satisfaisant :

où dp (resp. dn) désigne la distance euclidienne sur Rp (resp. sur Rn).

Le théorème résulte trivialement de l’assertion suivante :

ASSERTION 1.2. - Pour toute paire de compacts K C 03A9n, K’ C Qp, il

existe une constante a  0 satisfaisant :

Vy E K’, b’xo E K, ~C(x0,y) &#x3E; 0 et Vxo voisinage de xo tel que :
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Nous allons voir que l’on a un résultat analogue, au niveau du morphisme
induit au niveau des espaces des arcs, en remplaçant la distance euclidienne
par la distance ultramétrique définie plus haut. Nous démontrerons en effet :

THÉORÈME 1.3. - Soit F : X ~ Y un morphisme de K-espace analy-
tique et F: AX ~ 4y le morphisme induit au niveau de l’espace des arcs.
Alors pour toute paire de compacts K C X, K’ c Y, il existe une constante

ce satisfaisant : 

De la même façon que l’existence d’une majoration affine pour la fonction
d’Artin-Greenberg (cf. [Gr]) équivaut à des inégalités de Lojasiewicz au
niveau de l’espace des arcs (cf. [H2]), le résultat ci-dessus s’interprète comme
une version partiellement uniforme du théorème de Greenberg, l’espace des
paramètres étant 4y (cf. section 3).

La seconde illustration des analogies précédemment évoquées concerne
la condition de rang de A.M. Gabrielov. Pour le rôle joué par cette con-
dition, nous renvoyons le lecteur à [B-M3], [Ga], [11], [12], [13], [14], [P] et
plus particulièrement à [14] et à sa bibliographie pour une historique. Si
Fx : (X, x) ~ (Y, y) est un germe de morphisme entre germes d’espaces
irréductibles, on définit le rang générique de Fx par :

où U parcourt une base de voisinage de x, Reg(X~U) désigne l’ensemble des
points réguliers de X n U, et rang(Fx’) est le rang de la matrice jacobienne
de Fx’ en x’. On dit que Fx satisfait la condition de rang de A.M. Gabrielov
si et seulement si :

grk(Fx) = dimyY.
Pour K = C, il est relativement élémentaire de vérifier que cette condi-

tion peut se caractériser topologiquement par l’équivalence des conditions
suivantes :

- grk(Fx) = dimyY ;
- ~U voisinage de x assez petit, W ouvert de Reg(X ~ U), Fx(V)

contient un ouvert de Reg(Y) ;
- ~U voisinage de x assez petit, Fx(Reg(X~U)) contient un ouvert de

Reg(Y).
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Désignons maintenant par (Sing(X), x) le germe en x de l’ensemble
des points singuliers de (X, x). Soit alors R(X,x) = A(X,x) - A(sing(X),x)
l’ensemble des arcs tracés dans (X, x), mais dont l’image n’est pas entière-
ment incluse dans (Sing(X), x). R(X,x) joue comme nous le verrons plus
loin le rôle de l’ensemble des points réguliers de A(X,x). Etant donné un
morphisme Fx : (X, x) ~ (Y, y), il semble naturel de se demander quand
Fx(A(X,x)) contient un ensemble représentatif de A(Y,y), par exemple un
ouvert de R(Y,y). Là encore le phénomène est similaire au niveau du mor-
phisme Fx et à celui de Fx. On a en effet :

THÉORÈME 1.4. - Pour K = C, soient Fx : (X, x) ~ (Y, y) un mor-
phisme entre deux germes irréductibles et Fx : A(X,x) ~ A(Y,y) le mor-

phisme induit. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) grk(Fx) = dimyY ;

2) Pour tout ouvert V de R(X,x), Fx(03BD) contient un ouvert de R(Y,y) ;

3) Fx(R(X,x)) contient un ouvert de R(Y,y).

Notre démonstration est élémentaire dans le sens où elle n’utilise pas l’exis-
tence de désingularisation, ni aucun des résultats concernant la condition de
rang de A.M. Gabrielov mentionnés ci-dessus. Par contre on peut retrouver
partiellement à partir de 1.4 certains de ces résultats (cf. section 6).

Le deuxième thème abordé dans cet article concerne la notion de suite
des multiplicités de Nash le long d’un arc. En un certain sens, nous cherchons
des notions convenables de multiplicité, de fonction de Hilbert-Samuel, et
de diagramme des exposants initiaux de A(X,x) en un point ~. Dans [L-J],
M. Lejeune-Jalabert introduisait de manière algorithmique, pour un germe
d’hypersurface (H, x), la notion de suite des multiplicités de Nash de (H, x)
le long d’un arc. Dans notre travail [Hl] également consacré aux hypersur-
faces, cette notion apparaissait sous un point de vue plus géométrique. Nous
généralisons ici ce point de vue, pour définir les notions de suite des multi-
plicités de Nash, suite de Nash des fonctions de Hilbert-Samuel et suite de
Nash des diagrammes des exposants initiaux de (X, x) le long d’un arc cp,
pour tout germe (X, x) .

Les définitions sont les suivantes. Considérons un plongement io de

(X, x) dans un (Kn, 0). Ceci induit un plongement de A(X,x) dans 4(Kn,o).
Soit ~ E A(Kn,0). On pose :
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On considère alors le diagramme commutatif (Di) suivant :

où pour tout i  1 :

- 1-Ii est l’éclatement de Ei-1 de centre Oi-1 ;

- ri est le relèvement de ri-1 à travers IIi et Oi - 0393i(0) ;
- Zi est le transformé strict de Zi-1 par IIi et Wi = 03A0i|Zi, Ji est le

plongement induit (avec Jo == (id, io)).

Soient pour i EN:

- 

mi,~ la multiplicité de Zi au point Oi (bien entendu si Oi 1- Zi,
mi,~ = 0) ;

- Hi,~ la fonction de Hilbert-Samuel du germe (Zi, Oi) (bien entendu
si Oi ~ Zi, Hi,~ =0).

Soit maintenant X = (X1,..., Xn) un système de coordonnées à l’origine
de Kn. Écrivons :
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L’écriture en coordonnées locales des transformations quadratiques, comme
on le fait usuellement, fournit une suite d’isomorphismes locaux 03B8i : (K , 0) x
(Kn,0) ~ (Ei, Oi) telle que le diagramme (D2) suivant soit commutatif :

Via ces isomorphismes on a :

On notera de plus par :

- (Zi, 0) le germe image de (Zi, Oi) par 03B8-1i o Ji ;
- Ii,Ai ’ C K{t, Xi, Xn} l’idéal définissant (Zi, 0), où Ai = (A1, Ai)

E Kni.

Pour i E N, on note :

- Ni,~ = N(Ii,Al) C Nn+1 le diagramme des exposants initiaux de Ii,Ai
pour le système de coordonnées (t, X). (Bien entendu si Oi ~ Zi i.e. Ii,Ai =
K{t, X}, on pose Ni,~ = Nn+1).

On fait alors la définition suivante :

DÉFINITION 1.5. - Soient (X, x) un germe de K-espace analytique et

un plongement (X,x) ~ (Kn,0). Pour V E A(Kn,0), on appelle :

1 J Suite des multiplicités de Nash de (X, x) le long de cp la suite :
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2) Suite de Nash des fonctions de Hilbert-Samuel de (X, x) le long de V
la suite :

3) Suite de Nash des diagrammes des exposants initiaux de (X, x) le long
de cp la suite :

Pour le fait que le premier point de la définition précédente généralise la
notion correspondante pour les hypersurfaces, nous renvoyons le lecteur à
[Hl] et [G-S-L-J] prop. 4.3 p. 18 et commentaires.

Ces définitions appellent quelques remarques. Tout d’abord pour cp E

A(X,x), les deux premières notions précédentes ne dépendent en rien du
plongement. En effet, dans ce cas pour les définir, il suffit de considérer les

ri comme des éléments de A(Zi,Oi) et de dire que les Wi sont les éclatements
de Zi-1 de centre Oi-1. D’autre part, pour un i donné, les tronqués jusqu’à
l’ordre i, MiX,~i, HiX,~i, NiX,~i, des suites précédentes ne dépendent, que du
tronqué ~i à l’ordre i de cp. C’est-à-dire du morphisme de K-algèbre locale
~i* : K{X1, ..., Xn} ~ K{t}/(t)i+1 obtenu par passage au quotient. Finale-
ment la motivation de la considération de tels diagrammes est la suivante.
Soit i E N* et ~ E A(Kn,0). Écrivons :

Alors cp E A(X,x) si et seulement si l’arc t ~ (t, ~i(t)) est dans A(Z’i,0)
- A(Zi,Oi). Aussi nous semble-t-il naturel d’étudier de tels objets, puisqu’ils
sont les premières mesures de la singularité des (Z’i, 0).

Nous donnons deux résultats dans cette direction. Le premier généralise
en toute codimension le théorème 5 p. 154 de [L-J].

THÉORÈME 1.6. - Soient (X, x) ~ (Kn, 0) et cp E A(Kn,O).

1) La suite MX,~ est décroissante et se stabilise à la valeur générique
de la multiplicité de X, en un point ~(t), t ~ 0, assez petit.

2) La suite HX,~ est décroissante (i. e. ~i, 03BA ~ N, Hi+1,~(k)  Hi,~(k))
et se stabilise à la valeur générique de la fonction de Hilbert-Samuel
de Zo, en un point (t, ~(t)), t ~ 0, assez petit.
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Notons que la fonction de Hilbert-Samuel de Zo en un point (t, y) se calcule
directement à partir de celle de X en y. Nous essayerons au cours de la
preuve de cet énoncé de préciser l’ordre auquel ces suites se stabilisent.

Les propriétés de généricité et de semi-continuité des applications
~ ~ MX,~, ~ ~ HX,~, et ~ ~ NX,~ sont ensuite étudiées.

Pour cela, soit i E N*, désignons par Ai(X,x) l’ensemble des morphismes
de K-algèbre locale de OX,x ~ K{t}/(t)i+1, et par IT : A(X,x) ~ Ai(X,x)
le morphisme induit par la surjection canonique de K{t} ~ K{t}/(t)i+1.
Tout choix de système de coordonnées sur ocn induit une identification de

Ai(Kn,0) avec Kni. Ordonnons ensuite, l’ensemble des suites d’entiers (resp.
l’ensemble des suites de fonctions de N dans N) par l’ordre lexicographique.
De même l’ensemble D(n + 1) des parties N de Nn+1 satisfaisant
N + Nn+1 = N étant muni de son ordre total naturel (cf. section 2),
on ordonne l’ensemble des suites d’éléments de D(n + 1) par l’ordre lex-
icographique. On a alors :

THÉORÈME 1.7. - Soient (X, x) et i E N*. La fonction ~i ~ NiX,~
est semi-continue supérieurement pour la topologie de Zariski sur Ai(Kn,0).
C’est-à-dire, pour toute sous-variété algébrique irréductible V de Ai(Kn,0), il

existe V’ variété algébrique strictement incluse dans V telle que :

COROLLAIRE 1.8. - Soient (X, x) et i E N*. Il existe une partition :

où Si,j = Ui,j - Wi,j, Ui,j et Wi,j sont des sous-variétés algébriques de

Ai(Kn,0) et MiX,~i, HiX,~i, NiX,~i sont constantes sur Si,j. De plus pour
j ~ j’ les valeurs de NiX,~i sur Si,j et Si,j’ sont distinctes.

Les constructibles 03A0i(A(X,x)), dont l’étude fut initiée par J. Nash

(cf. [N]), portent donc une stratication naturelle, nous espérons que celle-ci
pourra s’avérer utile à une meilleure compréhension de leurs géométries.
Comme première illustration de l’utilité de ces stratifications, nous définissons
les notions de strates principales et de partie principale d’ordre i de A(X,x)
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(c.f. section 5, def. 5.1). Nous montrons comme conséquence élémentaire du
théorème de semi-continuité comment le volume motivique de A(X,x) (c.f.
[D-L1]) se réalise comme «limite» des parties principales (c.f. th. 5.2). Nous
traitons par cette technique quelques exemples.

Notre exposé est organisé comme suit. La section 2 rappelle quelques
résultats et techniques que nous utiliserons par la suite. Ceux-ci sont issus
de [B-M1], [B-M2], [Tl], [T2]. Nous rappelons aussi quelques notations et
définitions concernant la théorie de l’intégration motivique. Le paragraphe 3
prouve le Théorème 1.3. Notre schéma de preuve suit d’assez près celui de
J.C. Tougeron dans le cas classique [T3]. La démonstration du Théorème 1.4
nécessitant quelques éléments sur la suite des multiplicités de Nash, les

résultats et preuves concernant ces notions sont d’abord donnés dans la sec-
tion 4. Les techniques de base proviennent du travail de E. Bierstone et P.D.
Milman [B-M1]. La section 5 présente les notions de « strates principales et
de partie principale d’ordre i » de A(X,x) et leur rapport avec le volume mo-
tivique tel que défini dans [D-Ll]. Quelques exemples viennent illustrer cette
technique. Le théorème 1.4 est démontré au paragraphe 6. L’existence de
désingularisation peut servir ici de substitut aux éléments provenant de la
section 4. On perd alors en élémentarité mais aussi beaucoup d’informations
concernant le diamètre des ouverts dont il est question dans l’énoncé 1.4.

2. Rappels et notations

Nous ferons un usage répété du résultat suivant. Nous l’appelerons par
commodité théorème des fonctions implicites de Tougeron (cf. [T2]).

THÉORÈME 2.1 (J.C. TOUGERON). 2013 Soient x = (x1,...,xn), y =
(y1,...,yp), f = (f1,...,fq) E K{x, y}q telle que f (0, 0) - 0. Soit I
l’idéal engendré dans K{x} par les mineurs d’ordre q de la matrice jaco-
bienne f’y(x,0) = ((~fi/~yj)(x,0)), et soit I’ un idéal propre de K{x}. Si
f(x,0) E ~qI2.I’, il existe y(x) E ~pI.I’ tel que f(x, y(x)) = 0.

Le résultat est aussi valable en formel et en C~.

Soit a - (03B11,..., 03B1n) E Nn, on notera : |03B1| - 03B11 + ... + 03B1n. Nn

est totalement ordonné par l’ordre lexicographique sur les n + 1 upplets
(|03B1|, o;i,..., 03B1n). Si A est un anneau commutatif unitaire intègre, et f un
élément non nul de A[[X]] = A[[X1,...., Xn]], nous noterons par 03BD(f) son
exposant initial. C’est-à-dire si :
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Pour un idéal, I c A[[X]], on notera NI le diagramme des exposants initiaux
de I, i.e. : 

On a : NI + Nn = NI. Si N C Nn satisfait N + Nn = N, le lemme de Dickso]
assure l’existence d’une partie finie unique de Nn, {03B11,..., 03B1p}, telle que :

Les a’ sont dits les sommets de N. L’ensemble D(n) des parties de N n
stables par translations (i.e. satisfaisant N + Nn - N) est totalement
ordonné comme suit. Soit NI,N2 E D(n). Pour chaque i = 1,2, soient

03B2ki,k = 1, ... , ti les sommets de Ni indexés dans l’ordre croissant. Après
avoir éventuellement permuté NI et N2, il existe t E N tel que : 13f = 02k
1  k  t et (1) ti - t = t2,(2) t1 &#x3E; t = t2 ou bien (3) tl, t2 &#x3E; t et

03B21t+1  03B22t+1. Dans le cas (1), Ni = N2. Dans les cas (2) et (3), Ni  N2.
Il revient au même de dire que la suite (,ûl , ... , 03B2t11, ~,...) est strictement
plus petite que la suite (03B212,..., 03B2t22, ~, ... ) pour l’ordre lexicographique,
avec la convention 13  oo pour tout 13 E Nn.

Si N est un élément de D(n), on notera HN la fonction de N dans N
définie par :

Soit I un idéal de K[[X]] et g1,...,gp des éléments de I tels que

03BD(g1),..., 03BD(gp) sont les sommets de N(I). Nous disons que gl, ... , gp est
une base standard de I. Il existe par ailleurs une unique famille gl , ... , gp
telle que :

où 03B2i,...,03B2p sont les sommets de N(I), Supp désigne le support d’un
élément de K[[X]], InMon(f) = 03B103BD(f)X03BD(f). Une telle famille est appelée la
base standard distinguée de I. Si :

désigne la fonction de Hilbert-Samuel de I, on a :

Pour plus d’informations, nous renvoyons le lecteur à [B-M2]. Nous ferons
par ailleurs un usage libre de la notion de transformé strict d’un idéal de
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K[[X]]. Rappelons simplement que si g1,...,gp est une base standard de
I, alors leurs transformées strictes g’1,...,g’p, par l’éclatement de centre
l’origine engendrent le transformé strict I’ de I.

Dans le texte de l’article, nous considèrons des anneaux de la forme
A[[t, X]], X = (X1,..., Xn). Lorsque nous parlons de diagramme des ex-
posants initiaux C Nn+1 d’un idéal I de A[[t, X]], nous considérons toujours
des multi-indices (03B10, 03B11, ..., an) où le premier indice ao correspond tou-
jours à la variable t.

Si X est un espace analytique et cp E AX, nous noterons par 03B2X,i(~) la
boule :

03B2X,i(~) = {~’ ~ AX/ DX(~, ~’)  e-i} {~’ E Ax/ ord«p - p’) &#x3E; i}.

Lorsque le contexte le permettra, nous omettrons l’indice X.

Rappelons que l’on désigne par K0(03BDK) l’anneau de Grothendieck des
K-variétés (i.e. les schémas réduits séparés de type fini sur K). Par définition
K0(03BDK) est l’anneau engendré par les symboles [V], pour une K-variété V,
modulo les relations :
- [V] = [V’], si V et V’ sont K-isomorphes
- [V] = [V] + [V - V’], si V’ est fermé dans [V]
- [V]  [V’] = [V  KV’].

La classe de la droite affine At sera notée L. Suivant les notations de Looi-
jenga [Lo], MK désignera l’anneau K0(03BDK)[L-1] (ce qui correspond à la
notation Mloc de [D-L1]). Pour m e Z, on note Fm MK le sous-groupe en-
gendré par les symboles [S]Li où i - dimS  m. On notera MK le complété
de MK par rapport à cette filtration et MK l’image de MK par l’application
naturelle de MK dans MK. Concernant les mesures motiviques de [D-Ll],
nous adoptons la convention de [Lo], i.e. les mesures de Denef-Loeser sont

multipliées par ILd, d désignant la dimension de la variété ou du germe que
l’on considère.

3. Inégalités de Lojasiewicz fibrées au niveau de l’espace des arcs

Nous commençons d’abord par constater qu’il suffit d’obtenir le Théo-
rème 1.3, lorsque X et Y sont respectivement des ouverts 03A9n et Ç2p de Kn
et Kp.

En effet, étant donné un point (x, g) E X x Y, il suffit d’établir l’existence
de voisinages Vx et Vy et d’un 03B1  0 tels que la propriété de 1.3 soit valide
pour tout (~0, ~) E 4x,v x AY,Vy. On peut par conséquent supposer que
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X et Y sont des modèles locaux, X défini par fl,..., fk, analytiques sur un
ouvert 03A9n, et que le morphisme F est induit par des fonctions analytiques
Fi,..., Fp sur On. Considérons alors le morphisme G :

Si le Théorème 1.3 est valide pour le morphisme 6, il l’est pour F. En

effet, si ~ E Ay c A03A9p, considérons l’arc 03B8 = (cp, 0) E A03A9p Kk. On a pour
tout 0 El Ax C A03A9n :

Nous établissons maintenant 1.3 dans la situation citée plus haut. Notre
schéma de démonstration suit, tout en l’adaptant à notre cas, celui de J.C.
Tougeron [T3]. Pour cela désignons par 0 le faisceau des germes de fonctions
K-analytiques sur On x S2p et 2’ c 0 un sous-faisceau cohérent d’idéaux.
Nous utiliserons les notations suivantes :

- V(T) l’espace analytique de zéros de T, i.e. V(I) = (IXI, (O/I)~X|)
où |X| = Support(O/I);

- Si (xo, Yo) E nn x ç2p, on désignera par I(x0,y0) la fibre de L en (xo, yo)
et par f1(x, y),..., Iko (x, y) un système de générateurs de I(x0,y0) ;

- Si 03B8 = (03B81,..03B8s) E Os1, on pose |03B8| = |03B81| + ... + |03B8s|, où |03B8j| =
e-ord(03B8j).

Le Théorème 1.3 découle alors du résultat suivant, appliqué au sous-
faisceau de 0 engendré par F1(x) - y1,..., Fp(x) - yp, où Fl, ... , Fp sont
les composantes du morphisme F : 03A9n ~ Ç2p 

THÉORÈME 3.1. - Soient Z C 0 et K, K’ deux compacts comme pré-
cédemment. Il existe alors 03B1  0 tel que :

~~ E A(03A9p,K’), Vcpo E A(03A9n,K), ~C(~0,~) &#x3E; 0 et un voisinage 03BD~0 de ~0
satisfaisant : 

où f1(x, y),..., fk0(x, y) engendrent I(~0(0),~(0)).
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Preuve. - Pour prouver le résultat, il suffit de voir que pour un point
(xo, Yo) E On x Qp, il existe des voisinages V Wyo de xo et yo, et un 03B1  0
tels que la propriété de 3.1 soit satisfaite pour (~0,~) E AVx0 x Awyo. Si
(xo, y0) ~ V(I), ceci est trivialement satisfait avec a = 0. Nous supposerons
donc (x0,y0) = (0,0) E V(I). Pour prouver l’assertion précédente, il suffit
de voir que :

(3.2) il existe un voisinage Vo de 0 dans KP et un 03B1  0 satisfaisant :
~~ E Avo tel que (0,~) E V(T), ~C~ &#x3E; 0 et un voisinage Vo de 0 dans

A(Kn,0) tel que :

En effet supposons (3.2) prouvée pour tout faisceau cohérent d’idéaux. Par-
tant d’un faisceau cohérent d’idéaux l engendré par fi (x, y),..., fk0(x, y)
sur un voisinage de l’origine dans Kn x KP, on considère le faisceau d’idéaux
J engendré sur un voisinage de l’origine dans Kn x ocn+p par :

L’application de (3.2) à J fournit un voisinage Uo = Vo x Wo de 0 dans
Kn+p = Kn x KP et un 03B1  0 satisfaisant :

3 C(~0,~) et un voisinage Vo de 0 dans A(Kn,0) tels que :

Soient alors ~ E 4v,, et Oo E AW0. Si (~0,~) ~ V(I), posons :

On a alors :

Si maintenant (~0, ~) ~ V(I), alors (0, ~0, ~) ~ V(3). D’où l’existence d’un
voisinage Vo de 0 dans A(Kn,0) et d’une constante C(~0,~) comme dans (3.3).



- 14-

Posons : 03BD~0 = ~0 + 03BD0. Puisque :

Ona:

Ce qui est l’assertion désirée. Pour prouver (3.2) nous laissons le soin au
lecteur de vérifier que celle-ci est équivalente à :

(3.4) 3 Vo voisinage de 0 dans KP et un 03B1  0 satisfaisant : V ~ E 4v.
tel que (0, ~) E 03BD(I), il existe 03B1~,k~ E N tels que l’implication suivante soit
vérifiée :

Nous allons à présent prouver (3.4) par récurrence descendante sur la
hauteur de I(0,0).

Si haut(I(0,0)) = n + p, quitte à nous restreindre à un voisinage assez
petit de (0,0) dans ocn x KP, on a V(Z) = (0,0) et 3m E N* tel que :

(x1, ..., xn, y1,..., yp)m C I(0,0). Par suite (3.4) est satisfaite avec a = m,
03B10 = k0 =0.

Soit maintenant l tel que haut(I(0,0)) = r  n +p. Il existe un entier m
et P1, ... , Ps, des sous-faisceaux cohérents d’idéaux de 0 dans un voisinage
de (0,0) dans Kn x Kp tels que :

Supposons que pour tout j, 1  j  s, (3.4) soit satisfaite pour Pj avec une
constante 03B1j  0. Il est alors aisé de vérifier que (3.4) est satisfaite pour
l avec a = m(03A3sj=1 03B1j). En effet, soit (0,~) E 03BD(I). Désignons par 0394~
l’ensemble (nécessairement non vide) :
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Considérons aussi 0394~ = {1, ..., s} - 0394~. On note alors :

- kj~, 03B1j~ les entiers associés à pj par (3.4), si j E A

Soient alors : k~ == Max(Maxj~0394~ aj~, Maxj~0394~kj~) et a~ = m(03A3sj=1 aj~).
Si 0 est tel que ord(~) &#x3E; k~ et Min1lk0 ord(fl(~, ~)) &#x3E; a~ + ai, il existe

j ~ 0394~ tel que ord((~, ~)*Pj) &#x3E; aj~ + 03B1ji. D’où l’assertion désirée pour I.

Par suite, nous supposerons que 2" est tel que I(0,0) est premier de hau-
teur r  n + p. Soit maintenant J l’idéal des éléments de K{y1,..., yp} nuls
sur le germe en (0, 0) de V(I) n (0 x Kp). On peut supposer J C I(0,0). En
effet, si ce n’était pas le cas, considérons h E J, h « 1(o,o). Soit alors J
le sous-faisceau cohérent d’idéaux de 0 engendré sur un voisinage de (0,0)
par h et I(0,0). On a alors haut(J(0,0)) &#x3E; r.

Donc par hypothèse de récurrence, il existe un voisinage Vo de 0 dans
KP tel que (3.4) soit vérifiée pour J. On peut toujours supposer que h est
nul sur V(I) n (0 x Vo). Mais alors pour ~ E 4vo :

Min1jk0(ord(fj(~,~)) = Min(ord(h(~)), ord(fj(~,~)), 1  j  k0).

Il en résulte que (3.4) est aussi vérifiée pour T avec le même 03B1  0 et le
même Yo. Nous supposerons donc que J ~ I(0,0) et que cette inclusion est
stricte (sans quoi (3.4) est triviale). On a alors le lemme suivant :

LEMME 3.2 ( [T3], LEMME 2.4). - Supposons J  I(0,0). Soit r - l la
hauteur de l’idéal premier J. Après une éventuelle permutation sur les co-
ordonnées x1,..., xn, il existe u1(x,y),..., ul(x,y) E I(0,0) tels que : 
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Puisque haut(J) - r - l et J est premier, il existe ul+1(y),..., ur(y) E J
tels qu’ après une éventuelle permutation sur les coordonnées y1,..., 1 yp :

Par suite :

où Zj == Xj, 1  j  l et zj = yj-l, l + 1  j  r. Par le critère jacobien
des points simples, le localisé (O(0,0))I(0,0) est régulier de dimension r et son
maximal est engendré par u1,..., ur. Par conséquent, il existe w(x,y) E
O(0,0)BI(0,0) tel que : w.I(0,0) C (u1,..., ur)O(0,0).

Soit 0 = u(x,y)v(y)w(x,y). Considérons maintenant y le sous-faisceau
cohérent d’idéaux de 0 engendré par Z et A sur un voisinage de 0 dans
JKn x KP, suffisamment petit pour que :

Puisque haut(J(0,0)  r+1, l’hypothèse de récurrence nous assure l’existence
d’un voisinage Vo de 0 dans KP et d’un 03B1  0 tel que (3.4) soit satisfaite pour
J. Nous allons montrer que (3.4) est valide pour T avec le même voisinage
Vo et avec (3 = Max(2o;, 1).

Soit cp E Avo tel que (0, ~) E 03BD(I). Deux cas peuvent se présenter :

Soit alors k~ == ord(0394(0,~))  +~. Posons 03B1~ = 2k~. Considérons
alors, 0 E A(Kn,0) tel que ord(~) &#x3E; k~ et Min1jk0 ord(fj(~, ~)) &#x3E; a~ + i.
Ona: 

- ord(0394(~, ~)) = ord(0394(0, ~)) = k~, en particulier ord(u(~, ~))  k~ ;
- Min1jr ord(uj(~,~))  Min1jk0 (ord(fj (~, ~)) &#x3E; 2k~ + i.

Considérons alors les l éléments U1(t, z1, ..., zl), ..., Ul(t, z1,...,zl) de

Kf t, z1,..., 1 zi 1 suivants :
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Alors :

Par suite :

Par conséquent le théorème des fonctions implicites de Tougeron donne
l’existence de 01, ... , Oz E K{t} tels que :

Posons alors ~’ = (~1 + 01, ... , cjJl + 01, ~l+1, ..., ~n).

On a :

Il en découle que ord(0394(~’,~)) = ord(0394(~,~)) = k~, donc en particulier
0394(~’,~) ~ 0.

Mais sur Vo C JKn x KP, on a A.I C (u1,..., ur).O. Donc (~’, V) E 03BD(I)
et ord(~’ - 0) &#x3E; i, ce que nous désirions.

Soit alors 0 E A(Kn,0) tel que : ord(~) &#x3E; k~ et Min1jk0 (ord(fj (~, ~))) &#x3E;

2a~ + 2ai.

Si ord(0394(~, ~)) &#x3E; a~ + ai, il existe ~’ E A(Kn,0) avec ord(O’ - cp) &#x3E; i et

(~’, ~) ~ V(J) C 03BD(I). Nous avons alors fini. On peut donc supposer que :

Donc en particulier : ord(u(~, ~))  03B1~ + ai.
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On procède alors comme dans le premier cas, en considérant le système
d’équations implicites :

On a:

D’où l’existence de 03B81,...,03B8l E K{t} tels que :

Posons ~’ = (~1 + 03B81,...,~l + 03B8l,~l+1,...,~n). On a : ord(0394(~’,~)) 
== ord(0394(~,~))  a~ + ai. On conclut alors comme dans le premier cas.
~

4. Suite des multiplicités de Nash d’un espace analytique
le long d’un arc

Les notions de suite des mutiplicités de Nash (Resp. suite de Nash des
fonctions de Hilbert-Samuel et suite de Nash des diagrammes des exposants
initiaux) d’un espace analytique le long d’un arc ont été introduites dans
la Définition 1.5. Pour les notations employées, nous prions le lecteur de se
reporter à l’introduction.

Le Théorème 1.6 découle directement du résultat suivant. Celui-ci ne sur-

prendra pas les « désingularisateurs ». On en trouve trace au moins dans
le cas complexe, sous une forme un peu différente, dans [L-J-T] th. 2.13

p.242. Nous donnons ici une preuve valable en réel et complexe, qui procède
par réduction au cas hypersurface. Cette preuve est nous semble-t-il plus
effective que celle de [L-J-T].

Pour énoncer ce résultat, considérons un germe d’espace analytique (X, x)
~ (Kn, 0), et ~ E A(Kn,0) un arc non trivial. Nous notons par (C, 0) le germe
de courbe image de (K, 0) par ~. Soit Hx,c la valeur générique de la fonc-
tion de Hilbert-Samuel de X le long de la courbe C. C’est donc la valeur
commune des HX,~(t) pour t =1 0 assez petit.
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Considérons maintenant le diagramme commutatif suivant :

où :

- (Bo, Oo) = (Kn, 0) et (Xo, O0) = (X, x) ;

- ai est l’éclatement de Bi-1 de centre Oi-1 ;

- ~i relève cpi-1 à travers ai, Oi - ~i(0) ;
- Xi est le transformé strict de Xi-1 par cx2, pi = ai/Xi et les ki sont

les plongements induits.

THÉORÈME 4.1. - Soit Hi = HXi,Oi la fonction de Hilbert-Samuel du
germe (Xi, Oi). La suite Hi est décroissante et il existe io tel que Hi =

HX,C, ~i  io. En particulier la suite des multiplicités mi successives est
décroissante et se stabilise à la multiplicité générique de X le long de C.
Par suite, pour ~ E R(x,o), les germes (Xi, Oi) sont lisses pour 2  io.

Avant de prouver 4.1, notons que celui-ci entraine 1.6. En effet, partant d’un
germe (X, x) et d’un arc cp E A(Kn,0), on applique 4.1 à Zo = (K, 0) x (X, x)
et à l’arc Fo. Ceci fournit le point 2) de 1.6. Pour le point 1), il suffit de

remarquer que la multiplicité de X en y est la même que celle de Zo en
(t, y).

Preuve de 4.1. 2013 Démontrons d’abord le cas où (X, x) est un germe
d’hypersurface à l’origine de Kn. Dans ce cas, la fonction d’Hilbert-Samuel
est entièrement déterminée par la multiplicité. Il s’agit donc de voir que
la suite des multiplicités successives mi des (Xi, Oi) tend vers m’0, où m’0
est la multiplicité générique de X le long de (C, 0). Soit m2 la multiplicité
générique de (Xi, Oi) le long de (Ci, Oi), où (Ci, Oi) = Im~i. On a :

i) m’i  mi par semi-continuité supérieure de la multiplicité.

ii) mi = m’0 car ai est un isomorphisme de Bi - 03B1-1i(Oi-1) ~ Bi -
{Oi-1}.
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Donc m’0  mi pour tout i E N.

D’autre part, soit f E K{x1,..., xn} = On, un germe d’équation pour
notre hypersurface.

Considérons, pour kEN, Jk l’idéal de On engendré par les dérivées partielles

~|03B1|f(x) ~x03B1 avec |03B1|  k. Alors :

Posons D = ord~*(Jm’0)  +00. On a alors : V i  D, mi = m’0.

En effet, si cela n’était pas le cas, on aurait, compte-tenu de la décroissance
de la suite des multiplicités (cas particulier du théorème de Bennett [B]) :

Ceci est absurde, comme il va résulter du lemme suivant :

LEMME 4.2. - Soit i ~ N, notons fi E On, la i. ème transformée stricte
de f, et pour k ~ N, considérons Ji,k l’idéal de On engendré par les ax-
avec |03B1|  k. Alors si k  mi, on a :

Appliquant successivement ceci, pour i variant de 0 à D, avec k = m’0, on
aurait alors par (*) :

Ce qui est absurde car ord (~*Jm’0) = D. Il nous reste donc à prouver (4.2).
Preuve de 4.2. - On peut trouver un système de coordonnées et un

isomorphisme local :

tel que le germe d’éclatement



-21-

soit représenté par :

On a alors :

où u est un inversible de On.

On vérifie par récurrence sur k  mi, que pour |03B1|  k, on a :

Composant ceci avec ~i+1 (écrite dans le système de coordonnées), on ob-
tient :

Ceci achève la preuve du cas où (X, 0) est un germe d’hypersurface. Notons
dans ce cas que pour i  D, Xi est équimultiple le long de Ci = Im~i.
o

Prouvons à présent le cas général. Soit HXi,Ci la valeur générique de la
fonction de Hilbert-Samuel de Xi le long de Ci - Im~i.

Chaque 03B1i induisant un isomorphisme de Bi-03B1-1i(Oi) sur Bi-1-{O-1},
on a :

i) la suite HXi,Ci est constante et égale à HX,C ;

ii) Hi+1 = HXi+1,Oi+1  Hi = HXi,Oi par le théorème de Bennett [B] ;

iii) par semi-continuité de la fonction de Hilbert-Samuel (cf. [L-J-T]) :

Par conséquent, montrer qu’il existe io tel que, ~i  io on ait Hi = Hx,c,
c’est montrer qu’il existe io tel que ~i  io on ait Hi - HXi,Ci. Ce qui
signifie qu’il s’agit de voir que (Ci, Oi) C (Si, Oi) où Si est la strate de
Hilbert-Samuel de Xi passant par Oi i.e. :

Plongeons (Xi, Oi) dans (Kn, 0) et choisissons un système de coordonnées
quelconques, y1,..., yn, à l’origine de ocn. Écrivons :
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Si f i,1, ... , fi,pi, désigne la base standard distinguée de ai dans ce systèm
de coordonnées, on a :

Avec Si,j = {x ~ Kn|mx(fi,j) = mOi(fi,j)}, où mx désigne la multiplicité
ou l’ordre au point x (cf. [B-M2] Th. 5.3.1 p.821).

Notre problème revient donc à voir qu’il existe io, tel que pour tout

i  io, on puisse trouver un système de coordonnées à l’origine de (Kn, 0)
tel que chaque élément de la base standard distinguée fi,j, avec 1  j  pi,
relative à ce système de coordonnées, soit équimultiple le long de Ci. Nous
allons prouver cette affirmation. Puisque pour tout i : 

par le théorème de stabilisation 5.2.2 p. 820 de [B-M2], on obtient l’existence
d’un io tel que ~i  io :

Fixons un tel entier io, plongeons (Xi0, Oi0) dans (Kn, 0), et choisissons un
système de coordonnées (à l’origine de Kn) (w, z) avec w = (wl, ... , wn-r),
z = (z1,..., Zr) satisfaisant les conclusions du lemme 7.2 p.828 de [B-M2]
(des variables essentielles dans la terminologie de [B-M2]).

Considérons maintenant fi0,1,...,fi0,pi0, la base standard distinguée
de aio relativement à ce système de coordonnées, où OXi0,Oi0 = K{w,z} a20.
D’après le théorème 7.3 p. 828 de [B-M2], il existe un système de coor-
données (w’, z’) dans un voisinage de Oi0 + 1 = 0 tel que :

- si ai0+1 C K{w’, z’} désigne le transformé strict de aio (donc
OXi0+1,Oi0+1 ~ K{w’, z’}/ai0+1), la base standard distinguée de ai0+1
est constituée par les transformées strictes fi0+1,j des fi0,j,1j Pio’

- le système de coordonnées (w’, z) satisfait les conclusions du lemme
7.2 p.828 de [B-M2].

On peut donc itérer ce qui précède. D’après le cas hypersurface, au bout
d’un nombre fini d’étapes D, les fi0+k,j, 1  j  pio, k  D deviennent
équimultiples le long de Ci0+k. Le théorème en résulte comme nous l’avons
vu plus haut. D

Remarque 4.3. - Soit cp E R(x,o) . Supposons que (X, 0) soit réduit et
équidimensionnel de dimension d. Soit I C On tel que Ox,o - On/I. Si J
désigne l’idéal engendré par I et tous les jacobiens d’ordre n - d des n - d
upplets d’éléments de I, et si D = ord(~*(J)), on a (Xi, Oi) lisse pour
z  D. Il suffit pour le constater de reprendre le calcul du Lemme 4.2.
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Le Théorème 4.1 et la Remarque 4.3 nous permettent de décrire une
base de voisinage d’un élément de R(X,0). Pour cela, plongeons (X, 0) dans
(Kn,0) et notons par d la dimension en 0 de (X, 0). Soit z  (z’,z"),
z’ = (Zl, .... zd), z" = (zd+1, ... , zn) un système de coordonnées à l’origine
de K’. Pour cp G R(X,0), notons comme prédemment :

Soit 03BE E BKn,i(~). Posons : 03BE(t) = 03A3ik=0 Ak.tk + tiri(03BE)(t). où ri(03BE) E

A(Kn,0). Notons : ri(03BE) = (r’i(03BE),r"(03BE)), r’i(03BE) = (ri,1(03BE),..., ri,d(03BE)) E A(Kd,0)
r"i(03BE) = (ri,d+1(03BE),...,ri,n(03BE)) E A(Kn-d,0).

COROLLAIRE 4.4. - Soit ~(t) = 03A3+~k=1 Ak.tk, ~ ~ R(X,0). Il existe

ip E N, tel que ~i  i0, après une éventuelle permutation des coordonnées
dans Kn, il existe des germes de fonctions analytiques nulles à l’origine dans
Kd+1, ui,j(z’,t), d + 1  j  n, tels que pour 03BE E B(Kn,i)(~) on ait : 

Preuve. - Conservant les notations qui suivent (D2), on a 03BE ~ BX,i(~)
si et seulement si l’arc t ~ (t, ri(03BE)(t)) E A(z’i,0). Il ne nous reste plus qu’à
décrire A(Z’i,0). Fixons io de telle sorte que pour i  io, (Z’i, 0) soit lisse.

Comme dimo (Zi, 0) = d + 1, celui-ci peut être défini par :

où le rang en 0 de la matrice jacobienne des fj, d + 1  j  n, est n - d.
Pour conclure, il nous suffit de voir, par le théorème des fonctions implicites
ordinaires, qu’il existe id+1,..., in ~ {1,..., n} tels que :

Ceci est nécessairement satisfait. En effet, si cela n’était pas le cas, puisque
le rang de la matrice jacobienne des fj est tout de même n - d, cela signi-
fierait que l’on peut définir (après une éventuelle permutation des Zj) (Zi, 0)
comme :
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avec uj(0) = 0, 1  j  n - d et ~u1/~z1(0) = ~u1/~z2(0) = ... 
-

~u1/~zd+1(0) = 0.

Mais ceci est absurde puisque l’arc t ~ (t, ri(~)(t)) est à valeurs dans
(Zi,O). Or celui-ci ne peut satisfaire l’équation :

car ord(u1(ri(~))  2. D

Remarque 4.5 . - 1) Soit ~ E R(x,o). Fixons io satisfaisant les condi-
tions de 4.4. Soit i  io, alors l’application 0398i :

est un " isomorphisme analytique" puisque sa réciproque Oi 1 est donnée
par :

où 0398-1i (03B1)(t) = (03B11(t),...,03B1d(t),ui,d+1(03B1(t),t),...,ui,n(03B1(t),t)). On peut
d’autre part considérer que la notion naturelle de morphisme analytique
entre A(X,0) et A(Y,0) est celle des morphismes induits par les applications
analytiques :

Pour ces raisons, il nous semble justifié de dire que de ce point de vue R(X,x)
est l’ensemble des points réguliers de A(X,x).

2) Si (X, 0) est réduit et équidimensionnel, l’entier io est précisé par 4.3.

3) Spécifier la dépendance des ui,j (z, t) par rapport aux Ak, k  i, est la
notion de stabilité de [D-L1]. Ceci découlera du Théorème 4.10. L’entier io
de 4.3 est plus précis que celui fourni par la preuve du Lemme 4.1 de [D-L1].
Il est utile de préciser cet entier io si on cherche à obtenir des informations
précises sur la série de Poincaré considérée dans [D-L1].
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En général R(X,0) n’est pas dense dans 4(x,o) comme le montre l’exemple
suivant : 

Exemple 4.6 . - Considérons le germe en 0 du parapluie de Whitney :

(Sing(X),0)  {(z1, z2, z3) E (C3, 0)|z1 = z3 = 0}. Soit l’arc cp, t ~ (0, t, 0).
Il est facile de vérifier que ~i  1, Bx,i «p) C A(Sing(X),0). Par conséquent
BX,i(~) n R(X,0) = 0.

Cependant ce genre de pathologie peut toujours être évité par un change-
ment de paramétrisation. Plus précisément on a :

LEMME 4.7. - Soient (X,0) un germe d’espace analytique complexe
réduit et cp E A(X,0). Alors il existe un entier p E N* tel que, désignant
par 0 l’arc t ~ ~(tp), on ait, V (Y, 0) sous-ensemble analytique propre de
(X, 0) :

Preuve. - Fixons un représentant de (X, 0) dans un voisinage de 0 assez
petit. Soit alors II : Z ---+ X, avec Z lisse dénombrable à l’infini, II propre
et surjectif (un tel II existe en vertu des résultats sur la désingularisation).
Soit maintenant C la courbe image de cp. Posons A’ - 03A0-1(C). Considérons
la décomposition de A’ en composantes irréductibles A’ = ~03B1~039BA’03B1 (A est
dénombrable). Pour chaque a E A, puisque II est propre, 03A0(A’03B1) est un

sous-ensemble analytique irréductible inclus dans C. C’est donc un point
ou C tout entier. Comme A est dénombrable, il existe 03B1 tel’ que 03A0(A’03B1) = C.
Fixons un tel ce, disons ce = 1. II-1(0) ~ A’1 est un sous-ensemble analy-
tique de Ai tel que pour tout p E Al, dimp03A0-1(0) n A’1  dimpA’1. Soit
p E II-1 (0) n A’1, considérons un arc p : (C,0) ~ (A~1,p) tel que

p E A(A’1,p) - A(03A0-1(0)~A’1,p). On peut supposer que p définit la normali-
sation de son image (Co,p). On a alors un diagramme commutatif induit
par II :

où ~ = n o a, n est est la normalisation de (C, 0), II le relèvement de II à la
normalisation. Par un choix convenable de coordonnée dans le (C, 0) source
de fi, on peut écrire (t) = tp . Ainsi II(03C1(t)) = n(tP). Ecrivons maintenant
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Si p désigne l’arc t ~ 03C1(t03B1(t)) ~ A(z,p), on a donc II((t)) = ~(tp) = O(t).
Soit maintenant (Y, 0) un sous-ensemble analytique propre de (X, 0). Notons
Y’ = 03A0-1(Y), (Y’, p) est un sous-ensemble analytique propre de (Z, p).
Soit i E N, il existe en vertu du lemme 4.9 ci-dessous  E BZ,i() tel que
 ~ A(Y,p). Par suite l’arc 03BE = 03A0() E BX,i(03B8) et ~ A(Y,0). 0

Remarque 4.8 . - Le Lemme 4.7 ne sera pas utilisé par la suite. C’est
le seul endroit où nous utilisons l’existence de désingularisation. Il a été

motivé par une affirmation dans l’article de J. Becker référencé dans [15].

Le lemme 4.9 est une version effective du second point du Lemme 1.4 de

[T4]. Cette effectivité sera utilisée à la section suivante.

LEMME 4.9. -

Soient (p E A(Kn,0) et i e N. Pour f E K[[X1,...,Xn]], f ~ 0 on a : 

où m0(f) désigne la multiplicité ou l’ordre de f.

Preuve. - Soient cp E A(Kn,0) et i E N. Pour prouver 4.9, on peut sup-
poser ord(~)  i. En effet sinon, soit (a, an) ne figurant pas dans les
zéros de la forme initiale de f. Alors l’arc t 0(t) = (a1ti+1,..., anti+1) est
dans BKn,i(~) et ord(f o 0) - m0(f)(i+1). Nous supposerons donc ord(~) 
i. On peut par ailleurs supposer que f E On. Soit (Zo, 0) = (K , 0) x (X, x),
où (X,x) est le germe défini par f. Posons : f o E K{t, X}, fo = f. Puis
soit fj(t,x) E On+1 = K{t, X}, la transformée stricte de fj-1 par Ih (les
notations sont celles de (D2)). Un calcul élémentaire en coordonnées locales
montre que :

pour (t, X) voisin de (0,0).

Soit alors un point (1, al , ... , an ) qui n’est pas dans les zéros de la forme
initiale de fi. On a alors :
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avec A == (03B11, ... , an). D’où :

i

Or c’est un cas extrêmement simple (vérifiable à la « main ») du théorème
de Benett [B] de voir que :

Par suite ord(f(03A3ik=1 Aktk + ti+1 A))  m0(f)(i + 1). D

Nous allons à présent prouver le théorème de semi-continuité 1.7.

Preuve de 1.7. 2013 Considérons une sous-variété algébrique affine irréductible
V C Kl. Notons K[V] la K-algèbre de type fini qui la définit. Soient F1(t, X),...
Fs(t,X) des éléments de K[V][[t, X]]. Posons :

Soient R == 03A3sj=1 K[V][[t, X]]Fj(t, X) et N(R) le diagramme des exposants
initiaux de R. Pour chaque v E V, il y a un morphisme « d’évaluation des
coefficients en v » :

où s

On notera par Rv l’idéal de K[[t, X]] engendré par les Fj (v, t, X) et par
N(Rv) son diagramme des exposants initiaux. On a alors :

LEMME 4.10. - Sous les notations précédentes :

1) Vv E V, N(R)  N(Rv) ;

2) Il existe V’ sous-variété algèbrique propre de V telle que :

- Vv E V - V’, N(R) = N(Rv) ;
- 

pour tout sommet 03B2 de N(R), il existe G E R tel que 03BD(G) = 03B2 et

Vv E V - V’, v(G(v, t, X)) = 03BD(G) = 0.
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Preuve. - Il suffit de répéter dans nos notations la preuve des lemmes
7.1 et 7.2 de E. Bierstone et P.D. Milman dans [B-Ml]. ~

LEMME 4.11. - Soient i E N* et V une sous-variété algébrique
irréductible de Ai(Kn,0) = JKni, il existe une sous-variété propre V’ de V
telle que :

Preuve. - Nous tentons d’abord d’alléger les notations. Soit cpi un élé-
ment de Ai(Kn,0), c’est donc un morphisme de K-algèbres locales de OC{X1,
..., Xn} ~ K(t)/(t)i+1. La donnée de ~i est donc équivalente à la donnée
d’un élément :

Les notations étant celles de (Di) et (D2), nous noterons par H AJ ==
HA1,..,Aj, Aj = (A1,..., Aj), la fonction de Hilbert-Samuel de (Zj, 0). C’est
donc la fonction de Hilbert-Samuel de l’anneau local K{t, X}/Ij,Aj. Dans
ces notations, la suite HiX,~i est la suite (Ho, HA1,..., HA1,...,Ai), où Ho est
la fonction de Hilbert-Samuel de (Zô, 0) = (K, 0) x (X, 0). Soit j, 1 i.
Désignons par Vj l’adhérence de Zariski de Pj (V) C ocnj, où Pj : Kni ~ Knj
désigne la projection oublie des n(i - j) derniers termes. Vj est donc une
sous-variété irréductible de Knj. Considérons maintenant une base stan-

dard, f1(X), .... fp0(X) E K[[X]] de Io, où Io est l’idéal définissant Ox,o
comme K{X}/I0. Puis posons :

Soit alors :

Prenant la classe des coefficients des Fk,l dans K[Vl], on obtient des éléments
Fk,l(t,X) E K[V1][[t, X]]. On notera R1 l’idéal de K[V1][[t, X]] engendré
par les Fk,1(t, X) et soit N(Ri) son diagramme des exposants initiaux.
Désignons par 03B21,1,..., /3PI, 1 les sommets de N (RI) . D’après le lemme précé-
dent il existe une sous-variété propre vl de VI et des éléments G1,1,..., Gp1,1
c- Ri C K[V1] [[t, X]] tels que :
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Posons ensuite :

Prenant la classe des coefficients des Fk,2 dans K[V2], on obtient des éléments
Fk,2(t, X) E K[V2][[t, X]]. On notera R2 l’idéal de K[V2][[t, X]] engendré
par les Fk,2(t, X) et soit N(R2) son diagramme des exposants initiaux.
Désignons par 03B21,2,..., 03B2p2,2 les sommets de N(R2). À nouveau le lemme
4.10 assure l’existence d’une sous-variété propre Y2 de V2 et d’éléments

G1,2, ..., Gp2,2 ~ R2 C K[V2][[t, X]] tels que :

On continue le procédé par récurrence. Soit j  i. Ayant déterminé
une sous-variété propre V’j de Vj et des éléments Fk,j(t, X) E K[Vj][[t, X]],
1  k  pj-1, engendrant un idéal Rj, il existe des éléments Gij,..., Gpj,j
E Rj ~ K[Vj][[t, X]] tels que :

où les f3k,j sont les sommets de N(Rj).

On pose alors :

On note Fk,j+1(t, X) 1  k  pj, les éléments de K[Vj+1][[t, X]] obtenus
en prenant les classes des coefficients. Soient Rj+1 l’idéal de K[Vj+1] [[t, X]]
engendré par les Fk,j+1(t, X) et N(Rj+1) son diagramme des exposants ini-
tiaux. Le Lemme 4.10 assure l’existence d’éléments Gk,j+1 E Rj+1,
1  k  pj+1 et d’une sous-variété prorpre Vf de Vj tels que :
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où les 03B2k,j+1 sont les sommets de N(Rj+1)’

On pose alors :

Alors V’ est une sous-variété propre de V. Soient alors Ai = (A1,..., Ai)
(resp. Bi - (B1,..., Bi)) E V - V’. Puisque le diagramme des exposants
initiaux détermine la fonction de Hilbert-Samuel, il nous suffit pour conclure
de voir que :

Pour cela du fait que les Fk,0 sont une base standard de I0, leurs trans-
formées strictes engendrent I1,A1 pour tout A1 E Vl. Par conséquent pour
tout A1 ~ Vl, I1,A1 est engendré par les Fk,1(A1,t,X), 1  k  p0. Main-
tenant si A1 E V1 - V’1, par construction même les Gk,1(A1, t, X) sont une
base standard de I1,A1 = R1,A1. Par suite N(I1,A1) = N(I1,B1) = N(R1)
et donc HA1 = HB1. De plus, les transformées strictes des Gk,1(A1,t,X)
engendrent I2,A1,A2, ~A1 ~ Vl - V’1, A2 ~ Kn. Par conséquent les

Fk,2(A1,A2,t, X), 1  k  pl, engendrent I2,A1,A2, ~A1 ~ V1-V’1, A2 E Kn.
Par suite, V Al E Vl - V’1, A2 ~ Kn, R2,A1,A2 = I2,A1,A2. Par conséquent :

N(I2,A1,A2) = N(I2,B1,B2) = N(R2), et HA1,A2 = HB1,B2.

Par construction, ~(A1, A2) ~ V2 - V’2, les Gk,2(A1, A2, t, X) sont une base
standard de I2,A1,A2. Leurs transformées strictes engendrent donc I3,A3,
~A3 E (V2 - V’2)  Kn. Par suite, les Fk,3(A3,t,X) engendrent I3,A3, ~A3 E
(V2 - V’2)  Kn. Donc ~A3 E V3 - V’3, N(I3,A3) = N(R3) = N(R3,A3). D’où :

On continue ainsi par récurrence jusqu’à l’ordre i. Notons que pour tout

~i e V - V,

LEMME 4.12. - Soient i E N* et V une sous-variété algébrique irréduc
tible de Ai(Kn,0) = Kni. Soit V’ comme dans le Lemme 4.11. On a :

Preuve. - On procède par récurrence sur i. Pour i = 1, la propriété
résulte du Lemme 4.10 puisque pour tout Al E V, I1,A1 - R1,Al’ Nous
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supposerons donc i &#x3E; 1 et la propriété établie pour i - 1. Pour établir la

propriété au rang i, on raisonne par récurrence sur m la dimension de V.
Si m = 0, le résultat est évident. On peut donc supposer m &#x3E; 0 et la

propriété établie pour toute sous-variété irréductible de JI(ni de dimension
 m - 1. Soient V, V’ comme dans 4.11. Considérons la décomposition en
composantes irréductibles de V’ :

Le Lemme 4.11 fournit pour chaque une sous-variété propre Y"L telle que :

Notre hypothèse de récurrence sur la dimension nous dit que :

Par conséquent pour établir la propriété au rang i, on peut supposer que
V’ est irréductible et qu’il existe une sous-variété propre V" de V’ comme
dans 4.11. Il s’agit alors de voir que :

Maintenant par hypothèse de récurrence sur i, notant ~i-1 et Oi-1 les

tronqués à l’ordre i - 1 de ~i et 03B8i, on a :

Si l’inégalité ci-dessus est stricte, par definition de l’ordre lexicographique
on a alors aussi une inégalité stricte au rang i. On peut donc supposer que :

La preuve du Lemme 4.11, appliquée à V’, nous dit qu’il existe des sous-
variétés propres V"j de V’j, 1  j  i, des éléments F’k,j E K[V’j][[t, X]],
1  k  p’j-1, engendrant un idéal Rj dont le diagramme des exposants
initiaux est noté N(Rj), et des éléments G’k,j E Rj tels que :
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On a de plus :

Dont les classes donnent les F’k,j+1 ~ K[V’j+1][[t, X]]. Par hypothèse, on a
p’j-1 == pj-l et 03B2’k,j - 03B2k,j, j  i - 1. Pour conclure il suffit d’établir la

propriété suivante :

SOUS-LEMME 4.13. -

Il existe des éléments ’k,i E K[V][[t, X]], 1 1  pi-1, tels que :

1J L’idéal de K[[t, X]] engendré par les F’k,i(B1,..., Bi, t, X) est le même
que celui engendré par les Fk,i(B1, ... , Bi, t, X), ~Bi = (B1, ..., Bi)
E V’ - W", où W" est une sous-variété propre de V’ ;

En effet supposons (4.13) établie. Notons Ri l’idéal de K[V][[t, X]] en-

gendré par les ’k,i et par N(i) son diagramme des exposants initiaux.
Par le second point de (4.13), on a pour tout Ai E V, Ri,A2 C Ii,A2. Donc
N(Ii,Ai)  N(i,Ai). Maintenant par le Lemme 4.10, il existe une sous

variété propre W’ de V telle que ~Ai ~ V - W’, N(i,Ai) = N(i). Par
irréductibilité de V, V’~W’  V. Considérant un point Ai E V - (Y’ U W’)
on a donc :

Maintenant par le premier point de (4.13), considérons un point Bi de V’-
(V" U W" ) (qui est nécessairement non vide par irréductibilité de V’), on
a : 

Par suite par le Lemme 4.10, N(i)  N(R’i). D’oú N(Ri)  N(R’i), ce que
nous cherchions à démontrer . Il nous reste donc à prouver (4.13).

Nous allons à nouveau procéder par récurrence sur i. Les notations étant
celles de la preuve du Lemme 4.11 on a :
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Les F’k,1 sont les classes dans K[V’1][[t, X]] des Fk,1. Posons : ’k,1(t, X) =
Fk,1(t, X) E OC[V1][[t, X]]. (4.13) est alors claire pour i = 1. D’autre part, il
existe des U1k,l e K[V’1] [[t, X]] tels que :

Posons :

où les U1k,l représentent les U1k, l’ Nous allons construire des G’k,1 E K[V1][[t, X]],
1  k  p1, tels que:

On procède par récurrence sur k. On a d’abord :

Mais 03BD(G"1,1) E N(R1). Donc 03BD(G"1,1)  03B21,1. Par suite 03BD(G"1,1) = 03BD(G’1,1)
Posons G’1,1 = G"1,1 E K[V1][[t, X]]. Soit k, 1  k  pi, supposons avoi

construit G’1,1, ..., G’k,1 E K[V1][[t, X]] satisfaisant les propriétés ci-dessus
On a : 03BD(G"k+1,1)  03BD(G’k+1,1) = 03B2k+1,1. Mais 03BD(G"k+1,1) E N(R1). Donc :

ou bien

Dans le premier cas on a 03BD(G"k+1,1)  03B2k+1,1 et donc 03BD(G"k+1,1) = 03B2k+1,1. On
pose alors G’k+1,1 = G"k+1,1. Dans le second cas si 03BD(G"k+1,1)  03BD(G’k+1,1),
on écrit :
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On considère alors :

Où 03B3 = (03B31, Y) et ’03B2l,1,l,1(Y1) est le coefficient dans le développement
de ’l,1 correspondant au monôme t03B2l,1,1 X03B2’l,1 avec 03B2l,1 = (03B2l,1,1, 03B2’l,1) et

g"03B2l,1+03B3,03BA+1,1(Y1) est celui correspondant au monôme t03B2l,1,1+03B31 X03B2’1,1+03B3’ dans
le développement de G"k+1,1. On a alors :

De plus :

- ~ B1 E V’1 - V"1, G’’’k+1,1(B1, t, X) = G’k+1,1(B1, t, X) à la multiplica-
tion près par un élément de K* ; 

On recommence alors le même raisonnement avec G’’’k+1,1 au lieu de G’k,1.
Puisque la première inégalité de (**) est stricte, au bout d’un nombre fini
d’étapes, on aura construit un élément G’k+1,1 E K[V1][[t, X]] possédant les
propriétés désirées. 

Maintenant ayant construit G’1,1,..., Gp 1’ on pose :

et on note encore F’k,2 les éléments de K[V2][[t, X]] obtenus en prenant la
classe des coefficients dans K[V2]. Par construction même F’k,2(B1, B2, t, X)
et F’k,2(B1, B2, t, X) diffèrent au plus multiplicativement d’une constante
non nulle pour tout (B1, B2) E V’2 - V"2. Le premier point de (4.13) en découle
pour i = 2. Concernant le second point, pour tout A1 E V1,
’k,1(A1, t X) E R1,A1 = A,Ai. Donc pour tout A2 ~ Kn, leurs transformées
strictes :

sont des éléments de I2,Al ,A2. Mais :
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Donc les ’k,2(A1, A2, t, X) sont des multiples de ces transformées strictes et
sont par suite des éléments de I2,A1,A2. Donc (4.13) est établie pour i == 2.

Maintenant pour passer du rang i -1 au rang i, on raisonne exactement
comme nous venons de le faire pour le passage du rang 1 au rang 2. On
considère l’idéal Ri-1 de K[Vi-1][[t, X]] engendré par les ’k,i-1, ainsi que
l’idéal ’i-1 de K[V’i-1][t, X]] engendré par les classes des ’k,i-1. On ap-
plique le Lemme 4.10 à R’ i-1 ce qui fournit des éléments ’k,i-1 analogues
des G’k,1. Ceux-ci permettent de construire par le même procédé que dans
le passage du rang 1 au rang 2 des ’k,i-1 ~ K[Vi-1][[t, X]], 1  k  Pi-l,
tels que : 

- 03BD(’k,i-1(B1, ..., Bi-1, t, X)) = 03B2k,i-1 pour tout (B1, ..., Bi-1) dans
un ouvert de Zariski non vide de V’i-1 ;

- G’k,i-1(B1, ..., Bi-1,t,X) = ’k,i-1(B1,..., Bi-1,t,X) à la multipli-
cation près par un élément de K*, pour tout (B1, ... , Bi-1) dans un
ouvert de Zariski non vide de V’i-1 ;

Ceux-ci permettent de définir les ’k,i par la formule :

On vérifie alors les propriétés de (4.13) comme plus haut. 0

Pour finir la preuve du théorème de semi-continuité, il nous suffit de dire
que celui-ci résulte des Lemmes 4.11 et 4.12. ~

Preuve de 1.8. - La semi-continuité pour la topologie de Zariski d’une fonc-
tion Fi de Ai(Kn,0) dans un ensemble ordonné A entraine que pour tout 03BB ~ A

l’ensemble :

est une sous-variété algébrique de Ai(Kn,0). D’autre part d’après le théorème
de semi-continuité cpi ~ NiX,~i ne prend qu’un nombre fini de valeurs Ni,j,
1  j  li, sur 03A0i(A(X,x)). On pose alors :
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Les propriétés de 1.8 sont alors claires puisque le diagramme des exposants
initiaux détermine la fonction de Hilbert-Samuel ainsi que la multiplicité.
a

Remarque 4.14 . 2013 1) Il est naturel de se demander aussi si les fonc-
tions ~i ~ MiX,~i et (pi ~ HiX,~i sont semi-continues supérieurement pour
la topologie de Zariski sur Ai(Kn,0). Ceci est au moins le cas pour les hy-
persurfaces. Cependant l’auteur n’a pas réussi pour le moment à le prouver
dans le cas général.

2) On peut raffiner la partition Si,j ci-dessus en écrivant Si,j =
~1kti,J Ui,j,k - Wi,j,k, où Ui,j,k et Wi,j,k sont des variétés algébriques. De
telle sorte que pour chaque k, il existe des Fk,l(t, X) ~ R(Ui,j,k, Wi,j,k)[[t, X]],
R(Ui,j,k, Wi,j,k) désignant les fonctions régulières sur Ui,j,k à pôles dans
Wi,j,k, telles que VAi E Ui,j,k - Wi,j,k les Fk,l(Ai, t, X) soient la base stan-
dard distinguée de Ii,Ai.

5. Strates Principales et volume motivique

Soient (X, x) un germe de K-espace analytique et i  1 un entier. D’après
les résultats de la section précédente, on dispose d’une partition :

où les Si,l sont des sous-ensembles constructibles de ocni tels que :
- sur chaque Si,l, NiX,~i = (N0,~2,..., Ni,~i) est constante égale à NiX,l =
(Nol, Ni)
- Si l l’, NiX,l ~ NiX,l
Par voie de conséquences MiX,~i et HiX,~i sont constantes sur chaque Si l.
On notera respectivement MiX,l = (ml0,..., mli) et HiX,l = (Hl0, ..., Hi ) la
valeur de ces constantes. 

DÉFINITION 5.1. - Soient (X, x) un germe de K-espace analytique et
i  1 un entier donné. On dit qu’une strate Si,l de la statification de Kni
par les suites de Nash des diagrammes des exposants initiaux est principale
si et seulement si :
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On appelle izeme partie principale de la stratification de A(X,x) par les suites
de Nash des diagrammes initiaux et on note Pi(X,x) la réunion (disjointe)
des Si,l qui sont des strates principales. 

Soient m ~ N, 03B1 == (03B10, 03B11, ..., 03B1n) E Nn+1 tels que |03B1| = m. On a
03B1  (m, 0, ... , 0). Ainsi pour f E K[[t, X]], dire que son exposant initial
03BD(f) est égal à (m, 0,..., 0) équivaut à dire que sa forme initiale In(f) vaut
amtm avec am ~ 0. Par conséquent dire qu’un multi-indice (m, 0..., 0)
figure dans le diagramme des exposants initiaux de Ii,Ai pour un point
Ai de Kni équivaut à dire que tm appartient à l’idéal initial In(Ii,Ai) de
Ii,Ai. Si K = C, l’existence d’un tel m équivaut au fait que le réduit du cône
tangent de (Z’i, 0), noté (C(Zi, 0))red, est inclus dans {t = 0} (cette dernière
équation est celle du diviseur exeptionnel par la suite déclatements définie
par Ai). La seconde condition correspond évidemment au fait que (Z’i, 0)
est lisse. Ces deux remarques montrent en particulier que lorsque K = C,
Pi(X,x) est indépendant du système de coordonées choisi sur Kn.

THÉORÈME 5.2. - Soit (X, x) un germe de K-espace analytique K-réduit
et equidimensionel de dimension d.

1) La suite [Pi(X,x)]L-di converge vers une limite non nulle dans MK.
2) La suite [03A0i(A(X,x))]L-di-[Pi(X,x)]L-di converge vers zero dans MK.

Ainsi : 

Par conséquent

où 03BC désigne la mesure motivique.

Preuve. - Nous commençons par constater que Pi(X,x) C 03A0i(A(X,x)). En
effet, soit Ai e Pi(X,x). Par le second point de 5.1 le germe correspondant
(Z’i, 0) C (Kn+1, 0) est lisse de dimension d + 1. Par conséquent N(Ii,Ai) =
~1kn-d(03B1ik + Nn+1) avec |03B1ik| = 1. Par la première condition de 5.1
03B1ik ~ (1, 0, ... , 0), 1  k  n - d. Ceci implique que la base standard
distinguée de Ii,At est de la forme Xik - Uik (t, X"), 1  k  n - d, où X"
désigne les d coordonnées parmi X1,..., Xn, autres que Xi1,..., Xin-d. Par
definition du diagramme (D2), ceci implique l’inclusion souhaitée. Montrons
maintenant que la suite des [Pi(X,x)]L-di est de Cauchy dans MK. Soient
i, k E N*, par le second point de la Remarque 4.14 et la description ci-dessus,
l’application :
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déduite de la projection oublie des «k derniers termes » de Kn(i+k) dans
Kni est une fibration localement triviale de fibtre Ldk. Ainsi [Pi+k(X,x) n
03A0-1i+k,i(Pi(X,x)] = [Pi(X,x)]Ldk et donc :

À un point Ai+k = (A1,...,Ai,...,Ai+k) de Pi+k - Pi+k ~ 03A0-1i+k,i(Pi)
correspond une suite des multiplicités de Nash mo, ... , mi,..., mi+k avec
mi  2 et mi+k = 1. Soit p = n - d et Jp,o (resp. Jp,Ai) l’idéal de K[[t, X]]
engendré par Io et tous les déterminants mineurs d’ordre p des jacobiennes
de p éléments de Io (resp. engendré par Ii,A2 et les déterminants mineurs
d’ordre p des jacobiennes de p éléments de Ii,A2 ). Soit ~ ~ A(Kn,0) tel que
~i = A2. Puisque la suite des multiplicités de Nash est décroissante, on a
ml 2, 0  l  i. Un calcul élémentaire montre alors que :

Soit {3’ la fonction d’Artin-Greenberg de K[[t, X]]/Jp,0 et c  1 tel qu,

03B2’(i)  ci. Notons j = [i/c] la partie entière de i/c. Par définition de 03B2’, 0]
a donc Ai E 03A0j(A(sing(X),x)). Il en découle que :

Par suite Limi~+~d(i+k)-di+k = +~. Ce qui assure que la suite [pi]IL -di
est de Cauchy dans K et donc convergente.
Soit maintenant Ai E 03A0i(A(X,x)) - Pi(X,x). Soit ~(t) = 03A3ik=1 Aktk + ti~i(t)
avec ~i(t) = 03A3+~k=1 Ai+ktk un élément de A(X,x) qui relève Ai. Par construc-
tion du diagramme (D2), l’arc Fi (t) - (t, ~i(t)) est tracé dans (Zi, 0). Ainsi
le point (1, Ai+1) est dans l’ensemble des zéros de l’idéal initial In(Ii,Ai)
de Ii,Ai. Ceci implique que pour tout mEN, (m, 0, ..., 0) ~ Ni,Ai. Par
conséquent puisque Ai ~ pi, la suite des multiplicités de Nash (mo, ... , mi)
de Ai est telle que mi  2. Procédant comme plus haut en posant j == [i/c],
ceci implique que :

Par conséquent Aj E 03A0j (A(Sing(X),x)). Il en résulte que :

Par suite Limi~~ di-li = +~ et [03A0i(A(X,x)) - Pi(X,x)]L-di converge vers
zéro dans MK. Il en découle la convergence des deux suites considérées et la
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coincidence de leurs limites. Le fait que cette limite soit égale à 03BC(A(X,x)) est
conséquence de 7.1 p.229 dans [D-L1] (ou bien peut être considérer comme
une définition du volume motivique c.f. [D-L2]). ~

Récemment S. Ishii et J. Kollàr ont considéré l’hypersurface de C5 définie
par xf + X32 +X5 + X54 + X65 = 0 et montré qu’elle fournissait un contre
exemple en dimension 4 au «problème de Nash » (c.f. [N], [I.K], [RI], [R2]
par exemple, pour la formulation de celui-ci). Nous nous proposons ici, pour
illustrer ce qui précède et voir le rôle jouer par les suites de Nash, de calculer
par les méthodes ci-dessus le volume motivique de telles hypersurfaces. On
peut bien entendu faire le calcul de manière indépendante en déterminant
une résolution des singularités et utiliser « les formules de changement de
variables » de l’intégration motivique de [D-LI] ou [S].

Exemple 5.3. - K = C. Soient n  3, k  2 et (Hn,k, 0) le germe

d’hypersurface à l’origine de ocn+ 1 défini par :

(Le contre-exemple d’Ishii-Kollár est le cas n = 4, k = 3)

Posons pour p  1, Vp,k = {(X1,..., Xp) E Kp/1 + Xk1 + ... + Xp = 0}.
On a alors :

Nous indiquons brièvement les principales étapes des calculs. Pour cela,
désignons par Ck et Wk les constructibles :

Il est élémentaire de vérifier que dans K0(03BDK) on a :

Soit maintenant = Ai = (A1, ... , Ai) E K(n+1)i, Al = (Bl, Yi) E Kn+1
avec Bl - (bl,l,..., bl,n). Posons v = Min{l/Al ~ 0}. Si Ai E Pi alors on a
v  i, sans quoi mi = k. L’équation locale de (Z’v, 0) est :
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Deux éventualités peuvent se présenter :

2022 Bv =1= et alors mv &#x3E; 0 si et seulement si Bv ECk. On alors mv = 1. Ainsi
les éléments Ai de Pi au dessus de tels points sont une fibration localement
triviale de fibre Ln(i-v) et de base Ck x L. Ainsi leur contribution à [Pi]IL -ni
est [Ck]L.L-nv. Faisant la somme pour v variant de 1 à i, et prenant la limite
dans Mll{ lorsque i tend vers +00 on obtient :

Ceci est la contribution des strates principales correspondant au suites de
Nash (k, ... k, 1, ... , 1), le premier 1 en position v et ordt(~i) = v. Le

découpage de [Ck] en [Vn-1,k] + [Vn-2,k] +... + k correspond aux différentes
possibilités pour NV = a + Nn+1, avec a = (0,03B2) et 1,81 = 1.

2022 Bv - 0 et donc Yv i- 0. On considère le premier l avec v + l  i tel que
Bv+l ~ 0. Si Ai E pi, on a certainement l  v. Sinon l’équation locale de
(Z2’v, 0) est :

et l’on a m2v = U. Un a alors deux sous-cas.
- a) l = v. L’équation locale de (Z’2v, 0) est alors :

On a m2v &#x3E; 0 si et seulement si (B2v,Yv) ~ Wk et alors m2v = 1. Les

éléments de Pi au dessus de tels points sont une fibration localement triviale
de fibre Ln(i-2v) et de base Wk x L". Leur contribution a [Pi]L-ni est donc
[Wk]L-(2n-1)v. Prenant la somme pour v variant de 1 à [i/2] et passant à
la limite on obtient :

Ces points correspondent aux suites de Nash (k, ..., k, 1,... 1), le premie:
1 en position 2v et ordt(~i) = v.
- b) 1  l  v et l + v  i. On a en particulier v  2. L’équation locale d4
(Z’v+l, 0) est

On alors mv+l &#x3E; 0 si et seulement si Bv+l E Ck et alors mv+l - 1. Ainsi
les éléments de pi au dessus de tels points sont une fibration localement
triviale de fibre Ln(i-v-l) et de base (L - 1)[Ck]Ll. Ainsi la contribution
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à [Pi]L-ni est (L - 1)[Ck]L-n(v+l)Ll. Faisant varier v de 2 à i et l de 1 à

iv = Min(v - 1, i - v), on obtient :

Posons j = [( i + 1)/2]. Nous obtenons :

La troisième somme est de limite nulle. La limite de la différence des deux

premières sommes vaut :

Il vient donc (après simplification par IL n-1 - 1) :

6. Condition de rang de Gabrielov et espace des arcs

Dans cette section, K = C. Soit Fx : (X, x) ~ (Y, y) un germe de
morphisme entre deux germes irréductibles. Notons Fx : X(X,x) ~ A(Y,y) le
morphisme induit. Rappelons que nous désignons par rang générique de Fx
le nombre :

où x’ E Reg(X n U) et U parcourt une base de voisinage x. Nous cherchons
à établir :

THÉORÈME 6.1. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) grk(Fx) = dimyY ;

2) Pour tout ouvert V de R(X,x), Fx(V) contient un ouvert de R(Y,y) ;

3) F(R(X,x)) contient un ouvert de R(Y,y).
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Preuve. 

Soient E R(X,x) et i E N, nous allons prouver que : Fx(Bi(~)) contient
un ouvert de 7Z(y,,,). Nous commençons d’abord par nous ramener au cas
où (X, x) est lisse.

Réduction au cas où (X, x) est lisse :

Considérons un plongement (X, x) ~ (Km, 0). Soient I c K{x1, ..., xm}
l’idéal définissant (X, x), l - haut(I). Notons Jl l’idéal engendré par I
et tous les déterminants jacobiens d’ordre l des 1-upplets d’éléments de
I. Puisque ~ E R(X,x), ord(~* Jl) = u  +oo. Par le procédé utilisé au
Théorème 4.1, on peut trouver un germe (Z, z) lisse, un germe de morphisme
: IIz : (Z, z) ~ (X, x) obtenu par une succession de u éclatements ponctuels
et cp E A(z,z) qui relève ~ à travers IIz. Soit alors Gz : (Z, z) 03A0z (X, x) Fx(Y, y).
Il est alors élémentaire de vérifier que grk( Gz) = grk(Fx). Si l’assertion 2)
est prouvée pour gz, elle le sera pour Fx. En effet, soit i E N, s’il existe
j E N et 0 E R(y,y) telle que :

on aura :

Nous supposerons donc désormais que (X, x) = (Km, 0). Soit alors d =
dimy Y. Plongeons (Y, y) dans (Kn, 0). Nous noterons F1(x1,...,xm),...,
Fn(x1,..., xm) les composantes de Fx, et par F un représentant de Fx. Pour
un choix générique de coordonnées linéaires à l’origine de (Kn,0), on peut
supposer être dans la situation qui suit.

Soit P0 : (Y, 0) ~ (Kd, 0), le germe de morphisme induit par la projec-
tion :

Le morphisme :

est injectif et fini.
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Si k est la dimension du corps de fractions de Oyo sur le corps des
fractions de Od, le polynôme minimal de -2d+l est un polynôme distingué,
P(Z) = Zk + 03A3kl=1 -1 à coefficients dans Od.

Le discriminant 0394(z1, ... , Zd) de ce polynôme est non nul et :

En particulier, zkd+1 + 03A3kl+1 al zk-ld+1 ~ J, et pour 2  j  n - d, il existe des

al,j E Od tels que : -

D’autre part, le choix de la projection linéaire Po étant générique et grk(Fx) =
d, on peut supposer quitte à renuméroter les coordonnées dans Km que :

est non identiquement nul.

Notons (D, 0) C (Kd, 0) le germe en 0 des zéros de A. On a A o Fx =1-
0, sans quoi Fx((Km,0)) C P-10(D,0) d’où grk(Fx)  dim0P-10(D, 0) =
d - 1  d.

De la même façon (V, 0) - F-1x(Sing(Y),0) C (Km, 0) est un sous-
ensemble analytique propre de (Km, 0). Soit IV l’idéal réduit définissant

(V, 0) et h E IV, h ~ 0. Posons k1 = m0(h), k2 = m0(J1), k3 = m0(0394 0 F.),
où m0() désigne la multiplicité ou l’ordre à l’origine.

Soient ~ E A(Km,0) et i E N, en vertu du Lemme 4.9 , il existe 03B1 E Bi(~)
telle que :

Posons O(t) = F(a(t)). Nous allons voir que :
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Soit 03B8’ = (03B8’1,..., 03B8’d, 03B8’d+1,..., Bn) E B2s+1(03B8) C A(Y,0). Considérons le

système d’équations implicites :

Soit I l’idéal de Oi engendré par les mineurs d’ordre d de la jacobienne
G’y(t, 0). On a J1(03B1(t)) E I. Soit l = ord(I)  ord(J1(03B1(t))  s.

Par hypothèse, G(t, 0) E (t)2s+1.Od1. Donc G(t, 0) E ~d(t)2(s-l)+1.I2.
Par le théorème des fonctions implicites de J.C. Tougeron, il existe y1(t),...,
ym(t) E (t)2(s-l)+1.(t)l C (t)s+1 telles que :

Posons p(t) = cx(t) + y(t). On a donc p E B, (a) C Bi (a).

Pour conclure, il nous reste à voir que pour d + 1  j  n, on a :
Fj(03C1(t)) = 03B8’j(t).

Pour cela remarquons que, puisque 0’ E B2s+1 (0) C 4(yo), 0(B’) et 0394(03B8)
coincïdent jusqu’à l’ordre 2s. Mais ord(0394(03B8))  s, donc ord(0394(03B8’))  8.

Posons : ’(t) = (03B8’1(t),...,03B8’d(t)). Maintenant, puisque F est à valeur
dans (Y, 0) et (F1 (03C1(t)), ... , Fd(03C1(t))) = ’(t).

On a :
k

Par suite Fd+1(03C1(t) et 03B8’d+1(t) sont donc deux racines du polynôme P(U) =
Uk+03A3kl=1 al(’(t))Uk-l. D’après le théorème de Puiseux, il existe, u1(t1/k!),
..., uk(t1/k!) analytiques complexes en t1/k! solutions de P(U) 0. Sup-
posons que Fd+1(03C1(t)) ~ 03B8’d+1(t), alors :
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Par suit(

Or ceci est absurde car :

Par suite Fd+1(03C1(t)) = 03B8’d+1(t). Ensuite, pour j  2, on a :

Par suite, Fd+j(03C1(t)) = 03B8’d+j(t), j  2. Donc p relève 0’ par F. Enfin notons
que h(03C1(t)) ~ 0 car ord(h(03C1(t)) - h(03B1(t)))  s + 1 et ord(h(03B1(t))  s.

Par conséquent, p(t) n’est pas tracée dans F-1(Sing(Y), 0). Donc à fortiori
F(p(t)) = 03B8’(t) n’est pas tracée dans (Sing(Y), 0).

Nous prouvons à présent l’implication 3) ~ 1).

Considérons Fx : (X, 0) ~ (Y, 0) tel que F(R(X,0)) contienne un ou-
vert de R(Y,0). Posons d = dimoY et Po : (Y, 0) ~ (Kd, 0) une projection
linéaire générique. D’après l’implication 1) ~ 2), puisque grk(Po) = d,
pour tout ouvert V de R(Y,0), P0(V) contient un ouvert de A(Kd,0). Par
suite, posant F’ - Po o F, F’(R(X,0)) contient un ouvert de A(Kd,0). Mais
grk(F’)  grk(F). L’implication 3) ~ 1) sera donc prouvée si l’on mon-
tre que grk(F’) = d. Autrement dit, on peut supposer que notre germe
d’application F : (X, 0) ~ (Kd, 0) est telle que F(R(X,0)) contient un ou-
vert de A(Kd,0).

Considérons une boule de rayon r suffisamment petit, B(O,r) C Km
pour que :

avec /1,..., fp analytiques sur B(0, r).

où m - s = dim(X, 0).
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Soit rn une suite croissante telle que 0  rn  r et rn ~ r. Posons :

On a évidemment : Reg(X ) D B(0, r) = ~l,n~N*Rn,l. Par suite

F(Reg(X) n B(O, r)) = ~n,lF(Rn,l) est réunion dénombrable de compacts
de Kd. Donc l’ensemble F(Reg(X) n B(O, r)) est mesurable pour la mesure
de Lebesgue sur Kd. Supposons grk(F)  d. Écrivons Reg(X) n B(0, r) =
UnENDn où chaque Dn est un domaine de carte. Posons Fn = F/Dn. En
tout point de Dn le rang de la jacobienne complexe de Fn est strictement
inférieur à d. Donc le rang de la jacobienne réelle de Fn est strictement
inférieur à 2d. Tout point de Fn(Dn) est donc valeur critique réelle de Fn.
Par le théorème de Sard, Fn(Dn) est donc de mesure nulle. Il en est donc
de même de F(Reg(X) n B(0, r)) = ~Fn(Dn). Nous allons voir que ceci est
contradictoire avec le fait que F(R(X,0)) contienne un ouvert de A(Kd,0).

Soient cp E A(Kd,0) et i E N tel que Bi(~) C F(R(X,0)). Posons ~(t) =
03A3+~k=1 Aktk, Ak = (a’,..., adk) E Kd. Considérons alors l’application :

F(Reg(X)~B(0,r)) est réunion dénombrable de compacts, donc de fermés
Il en est donc de même de V = A-1(F(Reg(X) n B(0,r))). Soient l  1

et Cl = {z E K/|z| = 1/l} le cercle de centre l’origine et de rayon 1/ l
Considérons :

v est donc réunion dénombrable de compacts. Soit Xl = P(Vl), où P : K 
Kd ~ Kd est la projection canonique. Xl est donc mesurable. Maintenant,
le fait que Bi(~) C F(R(X,0)) implique que :

En effet, soit x E Kd, l’arc t ~ 03B1(t) = A(t, x) est un élément de Bi(~).
Il se relève donc par F en un arc p E R(x,o). Donc pour Itl = III asse2
petit, 03B1(t) - A(t, x) E F(Reg(X n B(0, r)) et donc x E Xl . Maintenant
par (*), l’un des Xl, disons Xio est de mesure non nulle. Il en découle que
l’ensemble :
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est de mesure non nulle. Mais par définition, Zlo C F(Reg(X) n B (0, r)).
Ce dernier ne peut donc être de mesure nulle. D

Nous terminons cette section par quelques remarques et commentaires.
Pour cela si (X, x) est un germe d’espace analytique, nous noterons par 8x,x
le complété Mx,x addique de Ox,x. De la même façon si Fx : (X, x) ~ (Y, y)
est un germe de morphisme, on notera Fx : OY,y ~ Ox,x le morphisme
induit par Fx. On a alors le corollaire suivant qui est un cas particulier des
théorèmes de A.M. Gabrielov et S. Izumi (cf. [14]).

COROLLAIRE 6.2. - Soit (X, x) un germe d’espace réduit et Fx : (X, x) ~
(Cd, 0) tel que grk(Fx) d. Alors :

1J Si S E Od est tel que x*(S) e OX,x, alors S E Od ;
2J :3a, b E R+/~S E d, (m*x(S))  am(S) + b où "m" désigne la

multiplicité ou l’ordre.

Preuve. - Puisque le rang générique de Fx est le maximum des rangs
génériques des restrictions de Fx aux composantes irréductibles de (X, x), on
peut supposer que celui-ci est irréductible. Mais alors d’après le Théorème
1.4, il existe ~ E A(Cd,0) et i E N tels que Bi (cp) C Fx(R(X,x)) C Fx(A(X,x)).
Soit alors S E Cd, tel que Fx (6’) E O(X,x). Par suite, pour tout 0 E 4(x,x),
F (S)(03B8) E 01, c’est à dire S(~’) E 01, ~~’ E Fx(A(X,x)). Donc S(~’) E
01, ~~’ E Bi(v). Or ceci implique que S E Od par le lemme 1.4 p.121
de [T4]. De la même façon, soit k = m(Fx (S)). Pour tout 0 E A(x,x),
on a : ord(x*(S)(03B8))  k. Par suite, Min~’~Bi(~)ord(S(~’))  k. Mais

d’après le Lemme 4.9 de la section précédente, ce minimum est inférieur ou

égal à m(S)(i + 1). Donc m(x* (S))  1 i+1 m(S). On notera donc que les
constantes a, b de 2) sont déterminées par le diamètre d’une boule incluse
dans Fx(A(X,x)). La preuve de 1) ~ 2) dans 1.4 fournit un moyen effectif
de déterminer un tel diamètre. D

Remarque 6.3. - Les théorèmes de A.M. Gabrielov et S. Izumi, qui
sont respectivement les assertions de 1) et 2) dans le cas où (Y, y) est un
irréductible quelconque, sont beaucoup plus profonds. L’assertion 1) dans le
cadre général fût d’abord prouvée par A.M. Gabrielov. Puis S. Izumi donna
une preuve de 1) notablement simplifiée dans [14]. L’assertion 2) dans le cas
général est due à S. Izumi [I1] [12] [13]. Le cas que nous traitons dans 5.2.1
a été obtenu indépendamment des façons précédentes et de manière dis-
jointes par P.M. Eakin-J.Harris, B. Malgrange, R. Moussu-J.C. Tougeron.
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On se ramène, en général, au cas où (X, x) est lisse en utilisant la résolution
des singularités. Nous renvoyons le lecteur à [14] pour une vision générale
historique.

Soit maintenant (X, x) un germe irréductible, ~ E R(X,x) et i E N.
Condidérons les deux assertions suivantes : 

(1) (T) VS E X,x, (~~’ E BX,i(~), S(~’) E O1 ~ S E Ox,x)
(2) (1) ~a, b ~ R+, VS E X,x, Min~’~Bx,i(~)(ord(S(~’)))  am(S) + b.

Les assertions (T) et (I) sont des conséquences très faciles de l’existence
de la résolution des singularités et des théorèmes de A.M. Gabrielov et
S. Izumi. Elles signifient grossièrement que le comportement d’un élément
de X,x sur un ouvert de R(X,x) décrit son comportement général. C’est
pourquoi on peut considérer que de tels ouverts sont représentatifs de A(X,x).
D’autre part, une preuve directe de ces assertions (T) et (I) impliquerait
les théorèmes de A.M. Gabrielov et S. Izumi via 1.4 comme en 5.2. Pour

prouver (T) et (I) directement, il suffirait d’établir les propriétés 1) et 2)
de 5.2 pour II : (Z, p) ~ (X, x) l’éclatement de (X, x) de centre x. Donc les
théorèmes de A.M. Gabrielov et S. Izumi se réduisent au cas apparemment
simple ci-dessus. Contrairement aux apparences, ce cas est sans doute aussi
compliqué que le cas général. Cependant, une détermination « effective » de
a et b comme dans 5.2 dans le cas de l’éclatement II : (Z, p) ~ (X, x) de
centre x conduirait à des « estimations de Chevalley linéaires uniformes »
comme demandées dans [B-M3] (question 1.28 p. 743).
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