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Sur quelques aspects de la géométrie de 1’espace
des arcs tracés sur un espace analytique®

MicHEL HickeL(®)

RESUME. — Soient (X, z) un germe d’espace analytique complexe ou réel
et A(x,z) l'espace des arcs tracés sur (X, z). Considérons Fy : (X,z) —
(Y,y) un germe de morphisme et désignons par Fz : A(x,z) — A(v,y)
le morphisme induit au niveau des espaces des arcs. Dans cet article,
nous tentons de souligner les analogies entre les propriétés topologiques
locales ou métriques de Fy et celles de F;. Nous définissons ensuite les
notions de suite de Nash des multiplicités, suite de Nash des fonctions de
Hilbert-Samuel, suite de Nash des diagrammes des exposants initiaux de
X le long d’un arc ¢, et étudions leurs premiéres propriétés. Certains liens
élémentaires avec la théorie de l'integration motivique sont aussi établis.

ABSTRACT. — Let (X, z) be a germ of real or complex analytic space
and A(x ) the space of germs of arcs on (X, z). Let us consider Fy :
(X,z) — (Y,y) a germ of a morphism and denote by Fz : A(x ) —
A(yyy) the induced morphism at the level of arcs. In this paper, we try to
emphasize the analogies between the metric or local topological properties
of Fy and those of F;. We then define the notions of Nash sequence
of multiplicities, Nash sequence of Hilbert-Samuel functions and Nash
sequence of diagram of initial exponents of X along an arc ¢, and study
some of their basic properties. Some elementary connections between these
notions and motivic integration theory are also provided.

1. Introduction

Soient K = R ou C et (X, z) un germe de K-espace analytique, d’algebre
locale Ox .. Nous noterons par A(x ;) 'espace des arcs tracés sur (X, z),
c’est-3-dire I’ensemble des germes de morphismes analytiques ¢ de (K, 0)
dans (X, z), ou bien de fagon équivalente I’ensemble des morphismes ¢* de
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K-algebre locale de Ox , dans O; = K{t}. De maniere plus générale si X
est un espace analytique et A un sous-ensemble de |X|, nous désignerons
par A(x,4) (resp. Ax) Punion [ .4 Axz) (resp. [[oex Ax,z))- Ax est
naturellement munie d’une distance ultramétrique notée Dx, définie de la
maniere suivante :

= Vi € Aix,a), V¢ € A(x.ar), © # 2, on pose Dx (p,¢) =1 ;

— Vo,¢ € Ax,5), on pose Dx (¢, ¢) = e—ordle=¢) oy ord(yp—¢@) désigne
la valuation ou l'ordre de Iidéal de O1, (¢* — ¢*)(Mx ), et Mx o
I'idéal maximal de Ox ..

La topologie induite par Dx sur Ax sera dite la topologie de Krull sur
Ax. Soit maintenant un germe de morphisme analytique F, : (X,z) —
(Y,y). Celui-ci induit un morphisme 7, : A(x,z) — A(y,y), ol pour ¢ €
Ax,z), Fz(p) est 'arc (K,0) — (X,z) — (Y,y) obtenu par composition de
o avec Fy. De facon plus générale si F' : X — Y est un morphisme, nous
noterons par F : Ax — Ay le morphisme induit au niveau de I’espace des
arcs.

Dans cet article nous abordons deux thémes. Le premier consiste a ten-
ter de souligner les analogies entre les propriétés topologiques locales d’un
morphisme F' : X — Y et celles du morphisme induit 7 : Ax — Ay.

Nous donnons deux illustrations de ce jeu de miroirs. La premiere
concerne un résultat du & J.C. Tougeron. Dans [T3], Vauteur précité donne
des inégalités de Lojasiewicz, avec exposant uniforme, par rapport aux fibres
d’un morphisme analytique. Plus précisément :

THEOREME 1.1 (J.C. TOUGERON ). — Soit F' une application analy-
tique d’un ouvert {1, de R™ dans un ouvert §}, de RP. Pour toute paire de
compacts K C Q,, et K' C Qp, il existe une constante o > 0 satisfaisant :

Vy € K', 30y > 0z € K, dy(F(z),y) > Cydn(z, F~ (y))*
ou dy, (resp. d,) désigne la distance euclidienne sur RP (resp. sur R™).

Le théoreme résulte trivialement de I'assertion suivante :

ASSERTION 1.2. — Pour toute paire de compacts K C Sy, K' C Q,, il
eziste une constante o > 0 satisfaisant :

Vy € K', Vzo € K, 3C (5,4 > 0 et V,, voisinage de o tel que :

Vr € Vwoﬂ dp(F(fL’)7y) 2 C(xo,y)dn(x,F_l(y))a
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Nous allons voir que l’on a un résultat analogue, au niveau du morphisme
induit au niveau des espaces des arcs, en remplagant la distance euclidienne
par la distance ultramétrique définie plus haut. Nous démontrerons en effet :

THEOREME 1.3. — Soit F': X — Y un morphisme de K-espace analy-
tique et F : Ax — Ay le morphisme induit au niveau de l’espace des arcs.
Alors pour toute paire de compacts K C X, K' C Y, il existe une constante
« satisfaisant :

Vo € Ay k), Voo € Ax k), IC(g0,0) > 0 €t Vo voisinage de ¢o tel que :

V¢ € v¢07 Dx(f(¢), (P) > C((j)o,ap)’DY((pbval((p))a‘

De la méme facon que l'existence d’une majoration affine pour la fonction
d’Artin-Greenberg (cf. [Gr]) équivaut & des inégalités de Lojasiewicz au
niveau de Pespace des arcs (cf. [H2]), le résultat ci-dessus s’interpréte comme
une version partiellement uniforme du théoréme de Greenberg, ’espace des
parametres étant Ay (cf. section 3).

La seconde illustration des analogies précédemment évoquées concerne
la condition de rang de A.M. Gabrielov. Pour le rdle joué par cette con-
dition, nous renvoyons le lecteur & [B-M3], [Ga], [I1], [I2], [13], [I4], [P] et
plus particulitrement & [I4] et & sa bibliographie pour une historique. Si
F, : (X,z) — (Y,y) est un germe de morphisme entre germes d’espaces
irréductibles, on définit le rang générique de F, par :

grk(Fy) = ir[}f(sup rang(Fy), =’ € Reg(X NU))
x!
ot U parcourt une base de voisinage de x, Reg(XNU') désigne 'ensemble des
points réguliers de X NU, et rang(F,:) est le rang de la matrice jacobienne
de F,: en z’. On dit que F, satisfait la condition de rang de A.M. Gabrielov
si et seulement si :
grk(Fg) = dim,Y.
Pour K = C, il est relativement élémentaire de vérifier que cette condi-

tion peut se caractériser topologiquement par I’équivalence des conditions
suivantes :

— grk(Fy) = dimyY ;

~ VYU voisinage de x assez petit, VV ouvert de Reg(X NU), F(V)
contient un ouvert de Reg(Y") ;

~ YU voisinage de z assez petit, F,(Reg(X NU)) contient un ouvert de
Reg(Y).
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Désignons maintenant par (Sing(X),z) le germe en x de ensemble
des points singuliers de (X, x). Soit alors R(x z) = A(x,z) — A(sing(X),)
l’ensemble des arcs tracés dans (X, ), mais dont I'image n’est pas entiere-
ment incluse dans (Sing(X) , x). R(x,) joue comme nous le verrons plus
loin le réle de I’ensemble des points réguliers de A(x ;). Etant donné un
morphisme F, : (X,z) — (Y,y), il semble naturel de se demander quand
Fo(A(x,s)) contient un ensemble représentatif de A(y,,), par exemple un
ouvert de R(y,y)- La encore le phénomene est similaire au niveau du mor-
phisme F et & celui de . On a en effet :

THEOREME 1.4. — Pour K = C, soient F, : (X,z) — (Y,y) un mor-
phisme entre deuz germes irréductibles et F, : A(x,z) — A(y,y) le mor-
phisme induit. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) grk(F;) = dim,Y ;
2) Pour tout ouvert V de R(x z), Fz(V) contient un owvert de Ry, ;

8) Fz(R(x,z)) contient un ouvert de Ry,y).

Notre démonstration est élémentaire dans le sens ou elle n’utilise pas 1’exis-
tence de désingularisation, ni aucun des résultats concernant la condition de
rang de A.M. Gabrielov mentionnés ci-dessus. Par contre on peut retrouver
partiellement & partir de 1.4 certains de ces résultats (cf. section 6).

Le deuxieme théme abordé dans cet article concerne la notion de suite
des multiplicités de Nash le long d’un arc. En un certain sens, nous cherchons
des notions convenables de multiplicité, de fonction de Hilbert-Samuel, et
de diagramme des exposants initiaux de A(x ;) en un point . Dans [L-J],
M. Lejeune-Jalabert introduisait de maniére algorithmique, pour un germe
d’hypersurface (H, z), la notion de suite des multiplicités de Nash de (H, x)
le long d’un arc. Dans notre travail [H1] également consacré aux hypersur-
faces, cette notion apparaissait sous un point de vue plus géométrique. Nous
généralisons ici ce point de vue, pour définir les notions de suite des multi-
plicités de Nash, suite de Nash des fonctions de Hilbert-Samuel et suite de
Nash des diagrammes des exposants initiaux de (X, z) le long d’un arc ¢,
pour tout germe (X, z).

Les définitions sont les suivantes. Considérons un plongement iy de
(X,z) dans un (K", 0). Ceci induit un plongement de A(x ;) dans Axn q)-
Soit ¢ € Agn ). On pose :
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~ (Eo,0p) = (K ,0) x (K*,0) = (K**1,0) ;
- (Zo,Oo) (K 0) X (X CL‘) ;
— Ty : (K,0) — (Eg, Op) le graphe de ¢.

On considére alors le diagramme commutatif (D;) suivant :

—45 (K, 0) —4— (K,0) —4— ... 5 (K, 0) —4~ (K, 0)
n lr 1p1 lro
Lt (B, 00) o (Biny, 0im1) b 220 (By, 04) 2> (Bo, Oo)
Ji Ji—1 Ji Jo
= (23,08) = (Zi1, 0imt) —=> -+ —2> (21, 01) —2> (Zo, Oo)

ou pour tout 7 > 1:

— II; est ’éclatement de E;_; de centre O;_; ;
— T; est le relévement de I';_; & travers II; et O; = I';(0) ;

~ Z; est le transformé strict de Z;_; par II; et w; = IL;|Z;, J; est le
plongement induit (avec Jy = (id, ig))-

Soient pour i € N :

- m;,, la multiplicité de Z; au point O; (bien entendu si O; & Z;,
Mip = 0) ;
H; , la fonction de Hilbert-Samuel du germe (Z;, O;) (bien entendu
si O, Q Zi, Hiﬂ, = 0)

Soit maintenant X = (X3, ..., X,) un systéme de coordonnées a I’origine
de K™. Ecrivons :

+oo
= ZAk.tk, A € Kn, Ap = (a,lc, ... ,aZ).
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L’écriture en coordonnées locales des transformations quadratiques, comme
on le fait usuellement, fournit une suite d’isomorphismes locaux 6; : (K ,0) x

(K™,0) — (E;,0;) telle que le diagramme (D) suivant soit commutatif :

id

id

id

id

(K, 0) (K, 0) (K, O) (K, 0)

r; LY ry rh

. m_, 5 '1
(K, 0) x (K*,0) —> (K, 0) x (K*,0) —=> --- —2» (K, 0) x (K*,0) —2> (K, 0) x (K*,0)

A 6,1 6, 8o=id
(Bi,05) —= > (Bv1, Ouy) — > oo — 2 (B, 0) — O (Eo, Oo)

Ju Ji—1 Ji Jo
(2,,0:) ——> (2i-1,0i01) ——> -+ —2 > (2,,01) ——2— (Z5,00)

Via ces isomorphismes on a :

— Vi > 1, I, X) = (A + X)) ot X = (X1, ...

7Xn) 5

- F'i = 9i (o] F;, F;(t) = (t, QOZ(t)) ou (pz(t) = Zk:>i Ak.tk_i € A(Kn70).
On notera de plus par :

~ (Z!,0) le germe image de (Z;,0;) par 6, ' o J; ;

- Ii,A’ C K{t,Xl,. .
e K™.

., Xp} l'idéal définissant (Z!,0), ot A* = (Ay,..., A;)

Pour 7 € N, on note :

— N;p = N(I; 4») C N**! le diagramme des exposants initiaux de I; 4.
pour le systéme de coordonnées (¢, X ). (Bien entendu si O; € Z; ie. I; 4. =
K{t,X}, on pose N; , = N**t1).

On fait alors la définition suivante :

DEFINITION 1.5. — Soient (X,z) un germe de K-espace analytique et
un plongement (X, z) — (K",0). Pour ¢ € Agn ), on appelle :

1) Suite des multiplicités de Nash de (X, x) le long de ¢ la suite :

)

Mx o = (Moo, M1y -y M- -

-6 —
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2) Suite de Nash des fonctions de Hilbert-Samuel de (X, x) le long de ¢
la suite :
Hx o= Hop,Hi,py-- s Hip,...)

3) Suite de Nash des diagrammes des exposants initiauz de (X, x) le long
de ¢ la suite :

Nx,o=(Now, N1,y Nijgy - --)

Pour le fait que le premier point de la définition précédente généralise la
notion correspondante pour les hypersurfaces, nous renvoyons le lecteur a
[H1] et [G-S-L-J] prop. 4.3 p. 18 et commentaires.

Ces définitions appellent quelques remarques. Tout d’abord pour ¢ €
A(x,z), les deux premieres notions précédentes ne dépendent en rien du
plongement. En effet, dans ce cas pour les définir, il suffit de considérer les
I'; comme des éléments de Az, o, et de dire que les w; sont les éclatements
de Z;_; de centre O;_1. D’autre part, pour un i donné, les tronqués jusqu’a
Pordre 4, fo,‘pz, Hf’f,w N )’( ot des suites précédentes ne dépendent, que du
tronqué ¢* a l'ordre i de ¢. C’est-a-dire du morphisme de K-algebre locale
o™ K{X1,..., X} — K{t}/(t)""! obtenu par passage au quotient. Finale-
ment la motivation de la considération de tels diagrammes est la suivante.
Soit i € N* et ¢ € Akn 0)- Ecrivons :

(p(t) = Z Aktk + tigoi (t) avec Ay, € K", @; € A(]Kn,g)
k=1

Alors ¢ € A(xq) si et seulement si arc t — (t,;(t)) est dans Az )
~ A(z, 0,)- Aussi nous semble-t-il naturel d’étudier de tels objets, puisqu'ils
sont les premiéres mesures de la singularité des (Z},0).

Nous donnons deux résultats dans cette direction. Le premier généralise
en toute codimension le théoréme 5 p. 154 de [L-J].
THEOREME 1.6. — Soient (X, z) — (K",0) et ¢ € Akr 0y-
1) La suite Mx , est décroissante et se stabilise a la valeur générique
de la multiplicité de X, en un point ¢(t), t # 0, assez petit.

2) La suite Hx,, est décroissante (i.e. Vi,k € N, Hiyy (k) < H;,(k))
et se stabilise a la valeur générique de la fonction de Hilbert-Samuel
de Zy, en un point (t,¢(t)), t # 0, assez petit.

. —



Michel Hickel

Notons que la fonction de Hilbert-Samuel de Zy en un point (¢,y) se calcule
directement a partir de celle de X en y. Nous essayerons au cours de la
preuve de cet énoncé de préciser ’ordre auquel ces suites se stabilisent.

Les propriétés de généricité et de semi-continuité des applications
o — Mx,p, ¢ > Hx,p, et ¢ — Nx,, sont ensuite étudiées.

Pour cela, soit ¢ € N*, désignons par A% X,7) I’ensemble des morphismes
de K-algebre locale de Ox , — K{t}/(t)""!, et par I : A(x 4 — A%XW)
le morphisme induit par la surjection canonique de K{t} — K{t}/(t)**.
Tout choix de systéme de coordonnées sur K™ induit une identification de
AEK" 0) avec K"™*. Ordonnons ensuite, ’ensemble des suites d’entiers (resp.

I’ensemble des suites de fonctions de N dans N) par 'ordre lexicographique.
De méme l'ensemble D(n + 1) des parties N de N"*! satisfaisant
N + N*t! = N étant muni de son ordre total naturel (cf. section 2),
on ordonne ’ensemble des suites d’éléments de D(n + 1) par l'ordre lex-
icographique. On a alors :

THEOREME 1.7. — Soient (X,z) et i € N*. La fonction ¢* — N)"(“p,
est semi-continue supérieurement pour la topologie de Zariski sur ‘AEK",O)'
C’est-a-dire, pour toute sous-variété algébrique irréductible V de ‘AEK",O)’ i
existe V' variété algébrique strictement incluse dans V telle que :

1) Vo, 0t eV -V, N;i(#,w = )i(,el ’

2) Vo eV -V, V8 eV, Ni . <Nig -

COROLLAIRE 1.8. — Soient (X, z) et i € N*. I existe une partition :

H’(A(X Z-) U Si

1<

ot S;; = Us; — Wi, Ui et Wy ; sont des sous-variétés algébriques de
A(Kn 0) et M X ot ’HX ot NE X @ sont constantes sur S; ;. De plus pour
j # 7' les valeurs de N o SUT S;,; et S, j sont distinctes.

Les constructibles IT*(A(x,s)), dont I’étude fut initiée par J. Nash
(cf. [N]), portent donc une stratication naturelle, nous espérons que celle-ci
pourra, s’avérer utile & une meilleure compréhension de leurs géométries.
Comme premiére illustration de I'utilité de ces stratifications, nous définissons
les notions de strates principales et de partie principale d’ordre 7 de A(x 4
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(c.f. section 5, def. 5.1). Nous montrons comme conséquence élémentaire du
théoreme de semi-continuité comment le volume motivique de A(x ) (c.f.
[D-L1]) se réalise comme «limite » des parties principales (c.f. th. 5.2). Nous
traitons par cette technique quelques exemples.

Notre exposé est organisé comme suit. La section 2 rappelle quelques
résultats et techniques que nous utiliserons par la suite. Ceux-ci sont issus
de [B-M1], [B-M2], [T1], [T2]. Nous rappelons aussi quelques notations et
définitions concernant la théorie de I'intégration motivique. Le paragraphe 3
prouve le Théoreme 1.3. Notre schéma de preuve suit d’assez pres celui de
J.C. Tougeron dans le cas classique [T3]. La démonstration du Théoreme 1.4
nécessitant quelques éléments sur la suite des multiplicités de Nash, les
résultats et preuves concernant ces notions sont d’abord donnés dans la sec-
tion 4. Les techniques de base proviennent du travail de E. Bierstone et P.D.
Milman [B-M1]. La section 5 présente les notions de «strates principales et
de partie principale d’ordre i» de A(x ;) et leur rapport avec le volume mo-
tivique tel que défini dans [D-L1]. Quelques exemples viennent illustrer cette
technique. Le théoreme 1.4 est démontré au paragraphe 6. L’existence de
désingularisation peut servir ici de substitut aux éléments provenant de la
section 4. On perd alors en élémentarité mais aussi beaucoup d’informations
concernant le diametre des ouverts dont il est question dans ’énoncé 1.4.

2. Rappels et notations

Nous ferons un usage répété du résultat suivant. Nous I’appelerons par
commodité théoreme des fonctions implicites de Tougeron (cf. [T2]).

THEOREME 2.1 (J.C. TOUGERON). — Soient z = (z1,...,%pn), ¥ =

Wi,y Yp)s [ = (f1,...,fg) € K{z,y}? telle que f(0,0) = 0. Soit I
lidéal engendré dans K{z} par les mineurs d’ordre q de la matrice jaco-

bienne f,(x,0) = ((0f:/y;)(x,0)), et soit I' un idéal propre de K{x}. Si
f(2,0) € ®,I2.I' , il existe y(z) € BpI.I' tel que f(z,y(z)) = 0.

Le résultat est aussi valable en formel et en C°.

Soit @ = (ai,...,0,) € N, on notera : |a| = a1 + - + a,. N”
est totalement ordonné par lordre lexicographique sur les n + 1 upplets
(la}, @1,-.-,an). Si A est un anneau commutatif unitaire intégre, et f un
élément non nul de A[[X]] = A[[X1,...,Xx]], nous noterons par v(f) son
exposant initial. C’est-a-dire si :

f=3" aa.X v(f) =Min{a € N*|a, # 0}.

aeNn

-9 -
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Pour un idéal, I C A[[X]], on notera Ny le diagramme des exposants initiaux
de I, ie. :
Nr ={aeN"3g €1 tel que v(g) = a}.

Ona: N;r+N" = N;. Si N C N” gatisfait N+N" = N, le lemme de Dickson
assure l'existence d’une partie finie unique de N*, {a!,...,aP}, telle que :

N = Ulggp(ai + N"*) et o’ ¢ U,-#(ai + N7")

Les o' sont dits les sommets de N. L’ensemble D(n) des parties de N™
stables par translations (i.e. satisfaisant N + N" = N) est totalement
ordonné comme suit. Soit Ny, No € D(n). Pour chaque ¢ = 1,2, soient
,Bf Jk =1,...,t les sommets de N; indexés dans l'ordre croissant. Apres
avoir éventuellement permuté N, et Ny, il existe t € N tel que : BF = Bk,
1 <k <tet (1)t1 :tztg,(Q)tl >t=t20ubien(3)t1,t2 >t et
Bi,1 < B%.,. Dans le cas (1), Ny = N,. Dans les cas (2) et (3), Ny < Na.

Il revient au méme de dire que la suite (31,..., fl,oo, ...) est strictement
plus petite que la suite (33,..., éz,oo, ...) pour l'ordre lexicographique,

avec la convention 8 < oo pour tout § € N™,

Si N est un élément de D(n), on notera Hy la fonction de N dans N
définie par :
Hpy (k) = card{a € N*|a & N et |a| < k}.

Soit I un idéal de K[[X]] et g1,...,9p des éléments de I tels que

v(g1),---,v(gp) sont les sommets de N(I). Nous disons que gi,...,gp est
une base standard de I. Il existe par ailleurs une unique famille g1, ...,gp
telle que :

InMon(g;) = X*
Supp(X? — g;) C N* — N(I), V1<i<p,

ou B, ...,03P sont les sommets de N(I), Supp désigne le support d'un
élément de K[[X]], InMon(f) = a,(5X*F). Une telle famille est appelée la
base standard distinguée de I. Si :

. K[| X
H[(k) = dlmK‘I—_FﬂM‘I]C]—H
désigne la fonction de Hilbert-Samuel de I, on a :

Hi(k) = card{a € N* — N(I)| || < k} = Hn(ny (k).

Pour plus d’informations, nous renvoyons le lecteur & [B-M2]. Nous ferons
par ailleurs un usage libre de la notion de transformé strict d’un idéal de

- 10 -
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K[[X]]. Rappelons simplement que si g1, ..., g, est une base standard de
I, alors leurs transformées strictes g1s--->9p, par Péclatement de centre
Porigine engendrent le transformé strict I’ de I.

Dans le texte de Darticle, nous considérons des anneaux de la forme
Allt, X]], X = (X1,...,X,). Lorsque nous parlons de diagramme des ex-
posants initiaux C N**1 d’un idéal I de A[[t, X]], nous considérons toujours
des multi-indices (ag, a1, ...,a,) ol le premier indice o correspond tou-
jours a la variable .

Si X est un espace analytique et ¢ € Ax, nous noterons par Bx ;(p) la
boule :

Bx,i(p) ={¢' € Ax/ Dx(p,¢') <e™'} = {¢' € Ax/ ord(p — ¢') > i}.
Lorsque le contexte le permettra, nous omettrons 'indice X.

Rappelons que l'on désigne par Ko(Vk) 'anneau de Grothendieck des
K-variétés (i.e. les schémas réduits séparés de type fini sur K). Par définition
Koy(VK) est I'anneau engendré par les symboles [V], pour une K-variété V,
modulo les relations :

- [V]=[V'],s1 V et V' sont K-isomorphes
- [V]=[V']+[V —=V'],si V' est fermé dans [V]
SV V) = [V xg V.

La classe de la droite affine Aﬁ( sera notée L. Suivant les notations de Looi-
jenga [Lo], Mg désignera 'anneau Ko(Vg)[L~] (ce qui correspond & la
notation M. de [D-L1}). Pour m € Z, on note F™ My le sous-groupe en-
gendré par les symboles [S]L? o1 i —dimS > m. On notera /\//\lK le complété
de M par rapport & cette filtration et My I'image de My par I’application
naturelle de Mg dans K/I\K. Concernant les mesures motiviques de [D-L1],
nous adoptons la convention de [Lo], i.e. les mesures de Denef-Loeser sont
multipliées par ¢, d désignant la dimension de la variété ou du germe que
I’on consideére.

3. Inégalités de Lojasiewicz fibrées au niveau de ’espace des arcs

Nous commencons d’abord par constater qu’il suffit d’obtenir le Théo-
reme 1.3, lorsque X et Y sont respectivement des ouverts {2, et Q, de K»
et KP.

En effet, étant donné un point (z,y) € X xY, il suffit d’établir I’existence
de voisinages V,, et V;, et d'un a > 0 tels que la propriété de 1.3 soit valide
pour tout (¢g,p) € Ax v, X Ay,y,. On peut par conséquent supposer que
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X et Y sont des modeles locaux, X défini par fi,..., fx, analytiques sur un
ouvert £, et que le morphisme F' est induit par des fonctions analytiques
Fi,...,F, sur Q. Considérons alors le morphisme G :

G:Q, —Qpx K*
z — (Fi(z),...,Fp(z), fi(z),..., fu(z)).

Si le Théoreme 1.3 est valide pour le morphisme G, il 'est pour 7. En
effet, si p € Ay C Agq,, considérons l'arc § = (p,0) € Ag «k*. On a pour
tout ¢ € Ax C .AQ" :

DY (f(¢)’ 90) = DQ,, x Kk (g(¢)7 0)
Dx (¢, FH(9)) = Da,(¢,671(6))-
Nous établissons maintenant 1.3 dans la situation citée plus haut. Notre
schéma, de démonstration suit, tout en I’adaptant & notre cas, celui de J.C.
Tougeron [T3]. Pour cela désignons par O le faisceau des germes de fonctions

K-analytiques sur €, x 2, et T C O un sous-faisceau cohérent d’idéaux.
Nous utiliserons les notations suivantes :

— V(Z) Vespace analytique de zéros de Z, i.e. V(I) = (| X|,(O/I1)||X])
ou | X| = Support(0/I) ;

- V() =Ava ;

— Soit ¢ € Aq,, V(¢*T) = {¢ € Aq,|(é,9) € V(T)} ;

— Si(20,%0) € n xQyp, on désignera par Z(, ,,) la fibre de Z en (zo,y0)
et par fi(z,¥), ..., fro(z,y) un systéme de générateurs de Z(, 1) ;

- Sif = (b1,...,0s) € OF, on pose : |0] = |61] + ...+ |6s|, ou |6;| =
e—-o’l‘d(oj)'

Le Théoréme 1.3 découle alors du résultat suivant, appliqué au sous-
faisceau de O engendré par Fi(z) — y1,..., Fp(x) — yp, o F1,..., F, sont
les composantes du morphisme F : Q,, — Q.

THEOREME 3.1. — Soient T C O et K, K’ deur compacts comme pré-
cédemment. Il existe alors o > 0 tel que :

Vo € A, k1), Ydo € A@,.k)s 3C(g0,p) > 0 €t un voisinage Vg, de o

satisfaisant :

ko
Vo € Vg, Z [£fi(#, )| = Cg9,:)P(d, V(9" I))*
i=1

ot fi(z,y),. .-, fro(z,y) engendrent (4, (0),0(0))-
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Preuve. — Pour prouver le résultat, il suffit de voir que pour un point
(zo,y0) € N Xy, il existe des voisinages V,,, Wy, de zq et yp, et un o > 0
tels que la propriété de 3.1 soit satisfaite pour (¢g, ) € Av,, X Aw,,. Si
(zo,y0) & V(T), ceci est trivialement satisfait avec o = 0. Nous supposerons
donc (zo,y0) = (0,0) € V(Z). Pour prouver I’assertion précédente, il suffit
de voir que :

(3.2) il existe un voisinage V; de 0 dans K? et un a > 0 satisfaisant :
Yo € Ay, tel que (0,¢) € V(I), 3C, > 0 et un voisinage V, de 0 dans
Akn,0) tel que :

ko

Vo € Vo, Y |£:(8,9)l = C,D(6, V(" T))*.

=1

En effet supposons (3.2) prouvée pour tout faisceau cohérent d’idéaux. Par-
tant d’un faisceau cohérent d’idéaux Z engendré par fi(z,y),- .., fr,(Z,¥y)
sur un voisinage de l’origine dans K™ x KP, on consideére le faisceau d’idéaux
J engendré sur un voisinage de 'origine dans K™ x K™*P par :

G]_(x,Z,y) = fl(x + Zay)y . .,Gko(l',Z,y) = fko(m + 27y)‘

L’application de (3.2) & J fournit un voisinage Uy = Vj x Wy de 0 dans
K*tP = K™ x KP et un o > 0 satisfaisant :

(3.3) ¥(¢0, ) € Ay, = Av, x Aw, tel que (0, ¢o, p) €V(J),

3 C(go,p) €t un voisinage Vp de 0 dans Ak~ o) tels que :

ko
VY 0e VO,Z |Gi(8, do, 0)| = Cpy,,D(0,V((d0, )" T)*.

=1
Soient alors ¢ € Ay, et ¢o € Aw,. Si (¢o, ) ¢ V(Z), posons :
$= Min(ordfi(d)()? <p)) C(d)o,kp) =e "’ et V¢0 = B(¢07€—s)'
On a alors :
ko
v (:b € V¢07 Z If](¢v ‘P){ 2 C(¢0,‘P) > C(¢07¢)D(¢7 V(‘P*I))a'

Jj=1

Si maintenant (¢, p) € V(Z), alors (0, ¢o, ¢) € V(J). D’ou Pexistence d’un
voisinage Vp de 0 dans Ak o) et d’une constante C(g, ,) comme dans (3.3).
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Posons : Vg, = ¢o + V. Puisque :

ko kO

D _1fi(d @) =D 1Gi(¢ — do, 40, 0)]
i=1 i=1
D(¢’ V(W*I)) = D(¢ - ¢07 V(((»b(]a 30)*\7)
Ona:

Vo € V¢O,Z £i(8,©)| = Clg0,) (&, V(0*T))".

=1

Ce qui est assertion désirée. Pour prouver (3.2) nous laissons le soin au
lecteur de vérifier que celle-ci est équivalente a :

(3.4) 3 V, voisinage de 0 dans K? et un « > 0 satisfaisant : V ¢ € Ay,
tel que (0, ) € V(Z), il existe ay,, k, € N tels que I'implication suivante soit
vérifiée :

VieNY ¢ € Agn o, (ord(d) >k, et Minigjck,0ord(fi(#, ) > a, + ai)
= (3 ¢' € Agn0),® € V(¢'T) et ord(p — ¢') > 1).

Nous allons & présent prouver (3.4) par récurrence descendante sur la
hauteur de Z o).

Si haut(Z(,0)) = n + p, quitte & nous restreindre & un voisinage assez
petit de (0,0) dans K™ x KP, on a V(Z) = (0,0) et Im € N* tel que :
(1, Zny Y1, -+, Yp)™ C Lio,0)- Par suite (3.4) est satisfaite avec a = m,
ag = k’o =0.

Soit maintenant Z tel que haut(Z(,0)) = r < n+p. Il existe un entier m
et P1, ..., P%, des sous-faisceaux cohérents d’idéaux de O dans un voisinage
de (0,0) dans K™ x KP? tels que :

Vi, 1<j<s, 2 est premier de hauteur = r;

0,0)
ImeN|( () P)"cIc [) P
1<j<s 1<j<s

Supposons que pour tout j, 1 < j < s, (3.4) soit satisfaite pour P? avec une
constante a; > 0. Il est alors aisé de vérifier que (3.4) est satisfaite pour
T avec o = m(Z _1¢;). En effet, soit (0,¢) € V(Z). Désignons par A,
I’ensemble (nécessalrement non Vlde) :

A, ={j€{1,...,8}(0,0) € V(P))}.
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Considérons aussi KV, ={1,...,s} — A,. On note alors :

~ af, = ord((0,9)*P?), si j € By ;

— ki, al, les entiers associés & P/ par (3.4), si j € A,,.

Soient alors : k, = MaX(Manezwaé,Man€A¢ké) et a, = m(3;_ al).
Si ¢ est tel que ord(¢) > k, et Miniq<,0rd(fi(d, v)) > a, + ad, il existe

j € Ay, tel que ord((¢, p)*P?) > al, + aji. D’oli assertion désirée pour Z.

Par suite, nous supposerons que Z est tel que Zg ¢y est premier de hau-
teur r < n+ p. Soit maintenant J I'idéal des éléments de K{yi, ..., yp} nuls
sur le germe en (0,0) de V(Z) N (0 x KP). On peut supposer J C Zg ). En
effet, si ce n’était pas le cas, considérons h € J, h & Zg - Soit alors J
le sous-faisceau cohérent d’idéaux de O engendré sur un voisinage de (0, 0)
par h et Zg ). On a alors haut(J(o,0)) > 7

Donc par hypothése de récurrence, il existe un voisinage V; de 0 dans
KP? tel que (3.4) soit vérifiée pour J. On peut toujours supposer que h est
nul sur V(Z) N (0 x V5). Mais alors pour ¢ € Ay, :

= V(¢*I) = V(¢"J), pour ¢ tel que (0,9) € V(I) ;

— Vo € A0y, Yo € Ay, tel que (0, ) € V(I),

Minléjgko (Ord(fj (¢a 90)) = Mln(ord(h(go)), 07'd(fj(¢, (p))a 1<5< kO)

11 en résulte que (3.4) est aussi vérifiée pour 7 avec le méme a > 0 et le

méme V. Nous supposerons donc que J C Z(g gy et que cette inclusion est
stricte (sans quoi (3.4) est triviale). On a alors le lemme suivant :

LEMME 3.2 ( [T3], LEMME 2.4). — Supposons J & Z,0)- Soit r —1 la
hauteur de l’idéal premier J. Aprés une éventuelle permutation sur les co-

ordonnées z1, ..., Ty, il existe uy(x,y),...,w(z,y) € Lo,0) tels que :
8Uk z,Yy
u(z,y) = det(a(i))lgk,jgl Z Z(0,0)-
Lj
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Puisque haut(J) = r — [ et J est premier, il existe u;41(y),...,ur(y) € J
tels qu’ aprés une éventuelle permutation sur les coordonnées y1,...,yp :

0
v(y) = det(—w)lsmgr—l ¢ J
Yj

Par suite :

auk (.’L‘, y)

v(y)u(z,y) = det( £ )1<k,j<r € Z(0,0)5
)

ouz; =x;,1<j<letzj =y, 14+1<j<r. Parle critére jacobien
des points simples, le localisé (0(070))1(0,0) est régulier de dimension r et son
maximal est engendré par uq,...,u,. Par conséquent, il existe w(z,y) €
Ow0,0)) \ Z0,0) tel que : w.Zg 0y C (us,...,ur)O,0)-

Soit A = u(z, y)v(y)w(zx,y). Considérons maintenant J le sous-faisceau
cohérent d’idéaux de O engendré par 7 et A sur un voisinage de 0 dans
K™ x KP, suffisamment petit pour que :

AT C (ug,...,ur).0.

Puisque haut(J(0,0) > 7+1, ’hypothese de récurrence nous assure ’existence
d’un voisinage V; de 0 dans K? et d’un « > 0 tel que (3.4) soit satisfaite pour
J. Nous allons montrer que (3.4) est valide pour 7 avec le méme voisinage
Vb et avec § = Max(2a, 1).

Soit ¢ € Ay, tel que (0,¢) € V(Z). Deux cas peuvent se présenter :

1"cas: (0,¢) € V(7).

Soit alors k, = ord(A(0,y9)) < 4o0. Posons a, = 2k,. Considérons
alors, ¢ € Ak gy tel que ord(¢) > k, et Minigjck,0rd(fi(9,¥)) > a, + 1.
Ona:

— ord(A(e, ¢)) = ord(A(0, ¢)) = k,, en particulier ord(u(¢, ¢)) <k, ;
- Minigjerord(u;(¢, ¢)) = Minigjcko (0rd(£(8, @) > 2k, + .

Considérons alors les ! éléments Uy(t,21,...,21),...,Ui(t, 21,...,21) de
K{t,z21,...,2} suivants :

U](ta Zlyeeey Zl):Uj(¢1(t)+Zl, s 7¢l(t)+zla ¢l+1(t)a ‘e )¢n(t)>(p(t))a 1 <J<l
U;(0,0)=0,1<j < L.
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Alors : aU
det(a*;(t, 0))1<k,j<t = u(9(t), ¢(t)).
j

Par suite :

Uj(1,0) = us(8(2), (1) € (det( G L (1,0))2 4142k vaiv(6:0)
J

Par conséquent le théoreme des fonctions implicites de Tougeron donne
Pexistence de 61, ...,0; € K{t} tels que :

0]’ (t) e det(?(t’0))_(t)i+1+2(k¢—valu(¢,‘p)) c (t)i+1+k¢+k¢—valu(¢,¢)
Zj

C (t)“‘“”%

U;(t,00(t), .., 01(1) = 0,1 < j < L.

Posons alors ¢’ = (¢1 + 01,..., 01+ 01, di1,. .-, dn)-

On a :
ord(¢' — @) > i+ky

u]'(gﬁl,(p) :Oa 1 <.7 <r (pOUI‘ I+1 g] < r,uj(gb',(p) :u]((p) = 0)

11 en découle que ord(A(¢',¢)) = ord(A(¢,¢)) = k,, donc en particulier
A(¢',9) #0.

Mais sur Vo C K® x K?, on a A.Z C (uy,...,u,).0. Donc (¢', p) € V(I)
et ord(¢’ — &) > i, ce que nous désirions.
2iemecas . (0,¢) € V(J).
Il existe alors k, a, € N tels que V¢ € Agn o), on ait :
(ord(9) > ky et Min(ord(A(, 9)), Minycar,0rd(f;(6,))) > a, + )

= (3¢’ € An g)lord(¢' — ¢) > i et (¢',9) € V(T))

Soit alors ¢ € An o) tel que : ord(¢) > k, et Minigjck, (ord(f; (4, 9))) >
20, + 20u.

Si ord(A(¢, ¢)) > a, + ai, il existe ¢’ € An o) avec ord(¢' — ¢) > i et
(¢',¢) € V(J) C V(Z). Nous avons alors fini. On peut donc supposer que :

ord(A(g, ¢)) < a, + ai.
Donc en particulier : ord{u(¢, ¢)) < a, + at.
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On procede alors comme dans le premier cas, en considérant le systeme
d’équations implicites :

U](t7 Z) = u](¢1(t)+217 vy ¢l(t)+Zl, ¢l+1(t)a ... 7¢n(t)7¢(t)) = 07 1 < ] < l.

On a: .
U;(t,0) € (det(—a—zk—(t,0))2.tQ(ag,Jrozi—ord(u((b,@)))le)'
J

D’ou Pexistence de 6y, ...,6; € K{t} tels que :
ord(0s) 2 ap + i+ 1+ (ap + i —ord(u(é, ) 2 a, +ai+1, ,1<s<,
et Us(t,Hl(t), ce ,9l(t)) = 0,1 <s < l.

Posons ¢' = (¢1+ 01,..., 01 + 01,141, ---,0n). On a : ord(A(¢',¥))
= ord(A(¢,¢)) < ay, + ai. On conclut alors comme dans le premier cas.

O

4. Suite des multiplicités de Nash d’un espace analytique
le long d’un arc

Les notions de suite des mutiplicités de Nash (Resp. suite de Nash des
fonctions de Hilbert-Samuel et suite de Nash des diagrammes des exposants
initiaux) d’un espace analytique le long d’un arc ont été introduites dans
la Définition 1.5. Pour les notations employées, nous prions le lecteur de se
reporter a 'introduction.

Le Théoreme 1.6 découle directement du résultat suivant. Celui-ci ne sur-
prendra pas les «désingularisateurs». On en trouve trace au moins dans
le cas complexe, sous une forme un peu différente, dans [L-J-T] th. 2.13
p-242. Nous donnons ici une preuve valable en réel et complexe, qui procede
par réduction au cas hypersurface. Cette preuve est nous semble-t-il plus
effective que celle de [L-J-T).

Pour énoncer ce résultat, considérons un germe d’espace analytique (X, x)
— (K", 0), et p € Akn o) un arc non trivial. Nous notons par (C, 0) le germe
de courbe image de (K, 0) par . Soit Hx ¢ la valeur générique de la fonc-
tion de Hilbert-Samuel de X le long de la courbe C. C’est donc la valeur
commune des Hx ;) pour t # 0 assez petit.

— 18 —



Géométrie de I’espace des arcs tracés sur un espace analytique

Considérons maintenant le diagramme commutatif suivant :

—> (K,0) —*— (K,0) —— .- > (K, 0) —~ (K, 0)
o P e e

—> (B;,0;) —> (Bi-1,0i_1) —> - -- —2> (B;, 01) —=2> (By, Op)

\Jk‘ Jki—l Jkl Jko
Pi+1 Pi Pi-1

= (X, 0;) > (Xi-1,04-1) —> - - —> (X1, 01) —2> (X0, Op)
ou :

- (BO’OO) = (Kn’O) et (X07OO) = (va) )

«; est Iéclatement de B;_; de centre O;_1 ;
— p; releve ;1 a travers a;, O; = ;(0) ;

— X, est le transformé strict de X;_; par oy, p; = a;/X; et les k; sont
les plongements induits.

THEOREME 4.1. — Soit H; = Hx, o, la fonction de Hilbert-Samuel du
germe (X;,0;). La suite H; est décroissante et il existe ig tel que H; =
Hx ¢,Yi 2 ig. En particulier la suite des multiplicités m; successives est
décroissante et se stabilise d la multiplicité générique de X le long de C.
Par suite, pour ¢ € R(x.0), les germes (X;,0;) sont lisses pour i > 1.

Avant de prouver 4.1, notons que celui-ci entraine 1.6. En effet, partant d’un
germe (X, ) et d’un arc ¢ € A(gn o), on applique 4.1 4 Zp = (K ,0) x (X, z)
et a Parc Ty. Ceci fournit le point 2) de 1.6. Pour le point 1), il suffit de
remarquer que la multiplicité de X en y est la méme que celle de Z;y en

(t,y).

Preuve de 4.1.— Démontrons d’abord le cas ol (X, z) est un germe
d’hypersurface a origine de K™. Dans ce cas, la fonction d’Hilbert-Samuel
est entierement déterminée par la multiplicité. Il s’agit donc de voir que
la suite des multiplicités successives m; des (X;, O;) tend vers my, ot my
est la multiplicité générique de X le long de (C,0). Soit m} la multiplicité
générique de (X;, 0;) le long de (C;, 0;), ou (C;,0;) = Imgp;. On a :

i) m} < m; par semi-continuité supérieure de la multiplicité.

i) m; = my car o; est un isomorphisme de B; — ai_l(Oi_l) — B; —

{0i_1}.
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Donc m{, < m; pour tout i € N.

D’autre part, soit f € K{z1,...,2,} = On, un germe d’équation pour
notre hypersurface.

1ollf(@)
ol Ox° '

fle+y) =Y

aeNn

Considérons, pour k£ € N, Ji, I'idéal de O,, engendré par les dérivées partielles

% avec |a] < k. Alors :

mq = Min{k € N/p*J, # 0}.
Posons D = ordyp*(Jm;) < +00. On a alors : V i > D, m; = my,.

En effet, si cela n’était pas le cas, on aurait, compte-tenu de la décroissance
de la suite des multiplicités (cas particulier du théoréme de Bennett [B]) :

(x) m;>my pour 0<i<D.

Ceci est absurde, comme il va résulter du lemme suivant :

LEMME 4.2. — Soit i € N, notons f; € Oy, la i.éme transformée stricte

lal
de f, et pour k € N, considérons J,  l'idéal de O,, engendré par les an;(z)

avec |a| < k. Alors si k <m;, on a :

ord (p;Jik) 2 1+ ord (0;1Jir1k)-

Appliquant successivement ceci, pour % variant de 0 & D, avec k = m(, on
aurait alors par () :

ord (¢*Jpm;) = (D +1) +ord (¢py1ID+1,m))-

Ce qui est absurde car ord (¢*Jp;) = D. Il nous reste donc & prouver (4.2).

Preuve de 4.2.— On peut trouver un systéme de coordonnées et un
isomorphisme local :

uiy1 : (Bit1, 0it1) — (K, 0)
tel que le germe d’éclatement
@it1 ¢ (Bit1, Oiy1) = (K", 0) — (B;, 0;) ~ (K™, 0)
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soit représenté par :

(T1,%2,...,2n) = (z1,21(a2 + T2), ..., T1(an + 1)), a; €K, i > 2.
On a alors :
filzy,z1(a2 +22), ..., 21(an + 20)) = 27 wW(@1, - - ., Tn) fix1 (@1, - - -, Tn)

ou u est un inversible de O,,.

On vérifie par récurrence sur k < m;, que pour || < k, on a :
ol
oz

Composant ceci avec ;1 (écrite dans le systéme de coordonnées), on ob-
tient :

(z1,z1(a2 + x2),...,z1(an + z,)) € xi'“_kJH.l,k.

ord (p;Jik) = (ms—k)ord (p;)+ord (wii1Jiv1k) = 14+ord (pi1div1k)

Ceci acheve la preuve du cas ot (X, 0) est un germe d’hypersurface. Notons
dans ce cas que pour i > D, X; est équimultiple le long de C; = Imy;.
O

Prouvons a présent le cas général. Soit Hx, ¢, la valeur générique de la
fonction de Hilbert-Samuel de X; le long de C; = Imy;.

Chaque ¢; induisant un isomorphisme de B; —a Y(0;) sur B;_; —{0_1},
on a:

i) la suite Hx, ¢, est constante et égale & Hx ¢ ;
ii) Hiyy = Hx,,,,0,., < H;i = Hx, 0, par le théoreme de Bennett [B] ;
iii) par semi-continuité de la fonction de Hilbert-Samuel (cf. [L-J-T]) :

Hxc=Hxc, < H;=Hx, o,
Par conséquent, montrer qu’il existe iy tel que, Vi > i on ait H; = Hx ¢,
c’est montrer qu’il existe i tel que Vi > iy on ait H; = Hx, c,. Ce qui

signifie qu’il s’agit de voir que (C;,0;) C (S;,0;) ou S; est la strate de
Hilbert-Samuel de X; passant par O; i.e. :

S; ={z € X;|Hx, . = Hx, 0, }-

Plongeons (X;,0;) dans (K",0) et choisissons un systéme de coordonnées

quelconques, y1,...,Yn, & lorigine de K™. Ecrivons :
Kiy
Ox,.0. = v}
a;

- 21 -



Michel Hickel

Sifi1,..., fip, désigne la base standard distinguée de a, dans ce systéme
de coordonnées, on a :

Si =Nk, S
Avec S; ; = {z € K™"m(fi;) = mo,(fi;)}, oi my désigne la multiplicité
ou Pordre au point z (cf. [B-M2] Th. 5.3.1 p.821).

Notre probleme revient donc a voir qu'il existe 49, tel que pour tout
1 > 1g, on puisse trouver un systéme de coordonnées a 'origine de (K", 0)
tel que chaque élément de la base standard distinguée f; ;, avec 1 < j < p;,
relative a ce systeme de coordonnées, soit équimultiple le long de C;. Nous
allons prouver cette affirmation. Puisque pour tout ¢ :

Hi 1 < H;

par le théoréme de stabilisation 5.2.2 p. 820 de [B-M2], on obtient I'existence
d’un g tel que Vi > i :

H; = H,,.
Fixons un tel entier iy, plongeons (X;,,0;,) dans (K", 0), et choisissons un
systeme de coordonnées (& l'origine de K™) (w, z) avec w = (w1, ..., Wp—r),
z = (#z1,...,2r) satisfaisant les conclusions du lemme 7.2 p.828 de [B-M2]

(des variables essentielles dans la terminologie de [B-M2]).

Considérons maintenant fi;1,..., fiyp,,, la base standard distinguée
. N | . \ K
de a;, relativement a ce systeme de coordonnées, ou Ox, 0, = %
*0

D’apres le théoréme 7.3 p. 828 de [B-M2], il existe un systéme de coor-
données (w', 2") dans un voisinage de O;,4+1 = 0 tel que :

— 8 aj,41 C K{w',z'} désigne le transformé strict de a;, (donc
Ox,y11,0,011 = K{w', 2'}/0a;,41), la base standard distinguée de a;,41
est constituée par les transformées strictes fi 41,5 des fi 5,1 <J< s

- le systéme de coordonnées (w', z') satisfait les conclusions du lemme
7.2 p.828 de [B-M2).

On peut donc itérer ce qui préceéde. D’apres le cas hypersurface, au bout
d’un nombre fini d’étapes D, les fij1x,j, 1 < J < pip, k¥ = D deviennent
équimultiples le long de C;, 1. Le théoréme en résulte comme nous I’avons
vu plus haut. ]

Remarque 4.3. — Soit ¢ € R(x ). Supposons que (X,0) soit réduit et
équidimensionnel de dimension d. Soit I C O, tel que Ox o = O, /1. Si J
désigne I'idéal engendré par I et tous les jacobiens d’ordre n —d des n —d
upplets d’éléments de I, et si D = ord(¢*(J)), on a (X;,0;) lisse pour
i > D. 1l suffit pour le constater de reprendre le calcul du Lemme 4.2.
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Le Théoreme 4.1 et la Remarque 4.3 nous permettent de décrire une
base de voisinage d’un élément de R x o). Pour cela, plongeons (X, 0) dans
(K™,0) et notons par d la dimension en 0 de (X,0). Soit z = (2/,2”),
2 =(z1,...,24), 22 = (2zd+1,- - -, #n) un systéme de coordonnées a I'origine

de K". Pour ¢ € R(x ), notons comme prédemment :
+o0
So(t) = (‘Pl(t)’ cee 7(pn(t)) = Z Ak'tk~
k=1

Soit £ € Bgn ;(¢). Posons : (1) = 22:0 A t* + tir,(€)(t), ou (&) €
A(Kn,o)- Notons : 7;(§) = (7”2(5),7’”(5))’ 7’;(5) = (7"1',1(5)7 cee 77'i,d(§)) € A(Kd,o)
r”i(g) = (Ti7d+1(£)7 s aTi,n(é')) € A(]Knvd@).

COROLLAIRE 4.4. — Soit ¢(t) = Y755 Axt®, ¢ € Rxo). Il existe
10 € N, tel que Vi > ig, aprés une éventuelle permutation des coordonnées
dans K", il existe des germes de fonctions analytiques nulles a Uorigine dans
K9 u; 5(2',t), d+1 < j <n, tels que pour £ € Bgn ;)(p) on ait :

€ € Bx,i(p) == 1":(&)(t) = (ui,a+1(ri(E)(2), 1), ..., un(ri(§)(2), 1))

Preuve .— Conservant les notations qui suivent (D3), on a £ € Bx,i(¢)
si et seulement si 'arc t — (t,7;(£)(t)) € Az 0)- Il ne nous reste plus qu’a
décrire Az ). Fixons 7o de telle sorte que pour i > i, (Z1,0) soit lisse.
Comme dimgy(Z,,0) = d + 1, celui-ci peut étre défini par :

(20,0) = {(t,2) € (K ,0) x (K", 0)|fur1(t,2) = .. = fult,2) = 0},

ou le rang en 0 de la matrice jacobienne des f;, d +1 < j < n, est n —d.
Pour conclure, il nous suffit de voir, par le théoréme des fonctions implicites
ordinaires, qu’il existe 4441, ...,i, € {1,...,n} tels que :

O f
82,’,'[

det(5—)d+1<k,1<n(0) # 0.

Ceci est nécessairement satisfait. En effet, si cela n’était pas le cas, puisque
le rang de la matrice jacobienne des f; est tout de méme n — d, cela signi-
fierait que ’on peut définir (apres une éventuelle permutation des z;) (Z7,0)
comme :
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( 1/,0) = {(t,Z) € (K ,0) X (Kn,O)/t— ul(zl,...,zd+1)
= Zd+2 _u2(21,--~azd+1)
:...:zn—un_d(zl,..,,zd+1)=0}

avec u;(0) = 0,1 < j < n—d et Ju;/0z1(0) = du1/022(0) = ... =
6U1/azd+1(0) =0.

Mais ceci est absurde puisque I'arc t — (¢,7;(¢)(t)) est & valeurs dans
(Z},0). Or celui-ci ne peut satisfaire ’équation :

t—ui(rii(@)(t),...,riar1(p)(t)) =0,

car ord(ui(ri(p)) = 2. O

Remarque 4.5 . — 1) Soit ¢ € R(x,0). Fixons i¢ satisfaisant les condi-
tions de 4.4. Soit 7 > ig, alors 'application ©; :

Bx i(¢) — Aka,0)
£ — ri(8)

est un ”isomorphisme analytique” puisque sa réciproque 61-_1 est donnée
par :
Ake,0) = Bx,i(p)

a— 6;Y(a)

ot O, (a)(t) = (a1 (t), -, @q(t), usar1(a(t),t), ..., uin(a(t),t)). On peut
d’autre part considérer que la notion naturelle de morphisme analytique
entre A(x o) et A(y,o) est celle des morphismes induits par les applications
analytiques :

(K,0) x (X,0) - (K,0) x (Y,0)
(t,z) — (t,a(t, x)).

Pour ces raisons, il nous semble justifié¢ de dire que de ce point de vue Rx )
est ’ensemble des points réguliers de A(x ¢)-

2) Si (X, 0) est réduit et équidimensionnel, 'entier iy est précisé par 4.3.

3) Spécifier la dépendance des u; ;(2',t) par rapport aux Ag, k < ¢, est la
notion de stabilité de [D-L1]. Ceci découlera du Théoréme 4.10. L’entier iy
de 4.3 est plus précis que celui fourni par la preuve du Lemme 4.1 de [D-L1].
Il est utile de préciser cet entier i si on cherche & obtenir des informations
précises sur la série de Poincaré considérée dans [D-L1].
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En général R x o) n’est pas dense dans A x o) comme le montre ’exemple
suivant :

Ezemple 4.6 . — Considérons le germe en 0 du parapluie de Whitney :
(X,0) = {(21, 22, 23) € (C°,0)|2] — 2223 = 0}

(Sing(X),0) = {(21, 22, 23) € (C3,0)|21 = 23 = 0}. Soit I’arc ¢, t — (0,t,0).
11 est facile de vérifier que Vi > 1, Bx () C A(sing(x),0)- Par conséquent
Bx i(p) NR(x,0) = 2.

Cependant ce genre de pathologie peut toujours étre évité par un change-
ment de paramétrisation. Plus précisément on a :

LEMME 4.7. — Soient (X,0) un germe d’espace analytique compleze
réduit et ¢ € A(x ). Alors il eriste un entier p € N* tel que, désignant
par 0 Uarc t — ¢(t?), on ait, V (Y,0) sous-ensemble analytique propre de
(X,0) :

Vi e N, BX,i(g) N (.A(X70) — .A(y,o)) 7é .

Preuve. — Fixons un représentant de (X, 0) dans un voisinage de 0 assez
petit. Soit alors Il : Z — X, avec Z lisse dénombrable a infini, II propre
et surjectif (un tel II existe en vertu des résultats sur la désingularisation).
Soit maintenant C la courbe image de ¢. Posons A’ = II~}(C). Considérons
la décomposition de A’ en composantes irréductibles A’ = Uyepr AL, (A est
dénombrable). Pour chaque o € A, puisque II est propre, II(AL) est un
sous-ensemble analytique irréductible inclus dans C. C’est donc un point
ou C tout entier. Comme A est dénombrable, il existe o tel' que II(AL) = C.
Fixons un tel «, disons a = 1. II71(0) N A} est un sous-ensemble analy-
tique de A tel que pour tout p € A}, dim,II71(0) N A} < dim,A]. Soit
p € II7}(0) N A}, considérons un arc p : (C,0) — (A},p) tel que
pE .A(A/l,p) - A(H—1(0)QA/1’I,). On peut supposer que p définit la normali-
sation de son image (Cp,p). On a alors un diagramme commutatif induit
par IT :

(Co,p) —— (C,0)
[
(€,00 — (C,0) +2— (C,0)

oll ¢ =noa, n est est la normalisation de (C,0), I le relevement de IT & la
normalisation. Par un choix convenable de coordonnée dans le (C,0) source
de II, on peut écrire II(t) = tP. Ainsi II(p(t)) = n(t?). Ecrivons maintenant
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a(t) = tFu(t), u(0) # 0. Puis soit & € O tel que a(t)? = u(t?). On a :

p(t7) = n(t*Pu(t?)) = n((t*a(t))?) = L(p(ta(t))).

Si p désigne l'arc t — p(ta(t)) € A(zp), on a donc II(5(t)) = p(tP) = 6(t).
Soit maintenant (Y, 0) un sous-ensemble analytique propre de (X, 0). Notons
Y’ = II74(Y), (Y’,p) est un sous-ensemble analytique propre de (Z,p).
Soit i € N, il existe en vertu du lemme 4.9 ci-dessous £ € Bz;(p) tel que
£E¢ A(y',p)- Par suite 'arc § = (§) € Bxi(0) et ¢ A(v,0)- O

Remarque 4.8 . — Le Lemme 4.7 ne sera pas utilisé par la suite. C’est
le seul endroit ol nous utilisons I'existence de désingularisation. Il a été
motivé par une affirmation dans article de J. Becker référencé dans [I5].

Le lemme 4.9 est une version effective du second point du Lemme 1.4 de
[T4]. Cette effectivité sera utilisée a la section suivante.

LEMME 4.9. —
Soient p € Agn o) et i € N. Pour f € K[[X1,...,Xy]], f#0ona:

mo(f) < Mingepgn , (p)0rd(f 0 0) < mo(f)(i+ 1)

ot mo(f) désigne la multiplicité ou lordre de f.

Preuve. — Soient ¢ € Agn oy et @ € N. Pour prouver 4.9, on peut sup-
poser ord(p) < i. En effet sinon, soit (a1,...,a,) ne figurant pas dans les
zéros de la forme initiale de f. Alors I'arc t — 6(t) = (a1tt!, ..., a,t™t1) est
dans Bgn ;(¢) et ord(fof) = mo(f)(i+1). Nous supposerons donc ord(y) <
i. On peut par ailleurs supposer que f € O,. Soit (Zy,0) = (K ,0) x (X, z),
ou (X, ) est le germe défini par f. Posons : fo € K{t, X}, fo = f. Puis
soit f;(t,x) € Onq1 = K{t, X}, la transformée stricte de f;—; par IT} (les
notations sont celles de (D2)). Un calcul élémentaire en coordonnées locales
montre que :

tmo(fo)-i-mo(f1)+--»+"m(fl—1)fi(t,X) - f(z Aptt +£X)
k=1

pour (¢, X) voisin de (0, 0).

Soit alors un point (1, ay,...,a,) qui n’est pas dans les zéros de la forme
initiale de f;. On a alors :

tmo(fo)-l-mo(f1)+m+m0(fz-1)fi(t’ art,..., ant) - f(z Aktk + ti+1A)
k=1
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avec A = (ay,...,a,). Dol :

ord(f(z At® + 11 A)) = mo(fo) + mo(f1) + .. + mo(fi—1) + mo(f2).
k=1

Or c’est un cas extrémement simple (vérifiable & la «main») du théoréme
de Benett [B] de voir que :

mo(fi) <mo(fi-1) < ... <mo(fo)-
Par suite ord(f(Yh_, Art* + 1 A)) < mo(£)(i + 1). O
Nous allons & présent prouver le théoréme de semi-continuité 1.7.

Preuve de 1.7. — Considérons une sous-variété algébrique affine irréductible
V c K'. Notons K[V] la K-algebre de type fini qui la définit. Soient F (¢, X),...,
Fy(t, X) des éléments de K[V][[t, X]]. Posons :

Fi(t,z)= Y  al, X% dl, , €K[V].

a1,
a1 €N,aeN?

Soient R = }~°_, K[V][[t, X]|F;(t, X) et N(R) le diagramme des exposants
initiaux de R. Pour chaque v € V, il y a un morphisme «d’évaluation des

coefficients en v » :
K{VI][[t, X1 — K{[t, X]]

F(t,X) — F(v,t,X)
ou si F(t,l‘) = ZaleN,aeN” aal,atalxaa Aoy o € K[V]’
F(v,t,z) = Z Gor 0 (VXY aq,.0(v) €K
a1 EN,aeN"
On notera par R, l'idéal de K[[t, X]| engendré par les Fj(v,t,X) et par
N(R,) son diagramme des exposants initiaux. On a alors :

LEMME 4.10. — Sous les notations précédentes :

1) YveV, N(R) < N(R,) ;
2) Il existe V' sous-variété algebrique propre de V telle que :
- YveV -V, NR)=N(R,) ;

- pour tout sommet B de N(R), il existe G € R tel que v(G) = (3 et
YoeV -V, v(Gv,t, X)) =v(G) =p.
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Preuve. — Il suffit de répéter dans nos notations la preuve des lemmes
7.1 et 7.2 de E. Bierstone et P.D. Milman dans [B-M1]. O

LEMME 4.11. — Soient i € N* et V une sous-variété algébrique
irréductible de AéKﬂ 0 = K™, il existe une sous-variété propre V' de V
telle que :

1) Vo', 00 eV =V, Hy . =Hy,. ;
2) Vi, 0 eV - V', Ny . =N,

Preuve. — Nous tentons d’abord d’alléger les notations. Soit ¢ un élé-
ment de Az@Kn,oy c’est donc un morphisme de K-algebres locales de K{Xj,
oo, Xn} — K{t}/(t)**!. La donnée de ¢* est donc équivalente & la donnée
d’un élément : .

k2
o= ZAktk, avec A, € K".

k=1
Les notations étant celles de (D;) et (D), nous noterons par Hy, =
Hy,,..a,, A = (A1,..., Aj), lafonction de Hilbert-Samuel de (Z},0). C’est
donc la fonction de Hilbert-Samuel de I’anneau local K{t, X'}/I; 4,. Dans
ces notations, la suite fo,w est la suite (Ho, Ha,,...,Ha, . . 4,), o0 Hp est
la fonction de Hilbert-Samuel de (Z3,0) = (K ,0) x (X, 0). Soit j, 1 < j < 4.
Désignons par V; adhérence de Zariski de P;(V) C K™, ou P; : K™ — K™
désigne la projection oublie des n(i — j) derniers termes. V; est donc une
sous-variété irréductible de K™. Considérons maintenant une base stan-
dard, fi(X),..., fpo(X) € K[[X]] de Iy, ou Iy est I'idéal définissant Ox g
comme K{X}/Iy. Puis posons :

Fio(t, X) = fr(X) € K[[X]], 1<k < po.

Soit alors :

Fyo(t (Y1 + X))
tlv(Fi,0)l

Fkyl(t,X)z EK[Yl][[t,X]],lékgpo

Prenant la classe des coefficients des Fj, ; dans K[V;], on obtient des éléments
Fi1(t,X) € K[Vi][[t, X]]. On notera R; l'idéal de K[Vi][[¢, X]] engendré
par les F 1(t,X) et soit N(R;) son diagramme des exposants initiaux.
Désignons par 31,1, . - ., Bp,,1 les sommets de N(R;). D’apres le lemme précé-
dent il existe une sous-variété propre V{ de V; et des éléments G1 1,...,Gp, 1

€ Ry C K[W4][[t, X]] tels que :
- VA e Vs —V{, N(R1) = N(Ry a1) ;
- VA e Vi — V|, Vk, 1 <k < p1, Brea = v(Gra) = v(Gra(4h,t, X))
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Posons ensuite :

Gra(t, t(Ya + X))

Fk,Q(tvx) - v (G, )l

e Kn|[¥2][lt, X],1 < k < pr.

Prenant la classe des coeflicients des Fj; 2 dans K[V2], on obtient des éléments
Fi2(t, X) € K[V2][[t, X]]. On notera R, I'idéal de K[V;][[t, X]] engendré
par les Fi2(t,X) et soit N(Ry) son diagramme des exposants initiaux.

Désignons par (12, ..., Bp,,2 les sommets de N(Ryz). A nouveau le lemme
4.10 assure l'existence d’une sous-variété propre Vj de V, et d’éléments
G1,2,-.-,Gp,y 2 € Ry C K[V2][[t, X]] tels que :

— VA2 = (Al,Az) cVy— Vé’, N(R2) == N(R21A2) H

~ VA2 = (A1,A2) € Vo — V4, Vk, 1 < k < p2, Brz = v(Grz) =
V(Gk,Z(A27t7X))'

On continue le procédé par récurrence. Soit j < i. Ayant déterminé
une sous-variété propre V; de V; et des éléments F'y ;(t, X) € K[V;][[t, X]],
1 < k < pj-1, engendrant un idéal Ry, il existe des éléments G j,...,Gp, ;
€ R; C K[Vj][[t, X]] tels que :

- VA = (Al,...,Aj) S ‘/J —V;-I, N(RJ) ZN(RLAJ) ;

- \V/A] = (Al,...,Aj) S V, —V},, Vk, 1 < k < Dj, /Bk,j == I/(Gk’j) =
V(kaj(AjvtaX))a

ou les B ; sont les sommets de N(R;).

On pose alors :

Gr,j (@, t (Y1 + X))

Fk,]'-f—l(taX) = v (Gl

€ KVjl[Y;]llt, X1, 1 <k < p;.

On note Fy j11(t,X) 1 < k < pj, les éléments de K[V, 41]([t, X]] obtenus
en prenant les classes des coefficients. Soient R;1; I'idéal de K[Vj41][[¢t, X]]
engendré par les F j11(t, X) et N(R;41) son diagramme des exposants ini-
tiaux. Le Lemme 4.10 assure l’existence d’éléments Gy ;i1 € Rjyq,
1 < k < pj41 et d’une sous-variété prorpre Vj' de V; tels que :

- VA]+1 = (Al, o ,Aj+1) S ‘/j_f_l - ‘/}I+1, N(R]+1) = N(Rj+1,AJ+1) ;

- VAT = (Ay,...,Aj) € Vi = Vi, YV 1 < k < pjitas, Brgna

= v(Gx j1+1) = V(Gr 11 (AT, 1, X)),
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ou les B j41 sont les sommets de N(R;41).

On pose alors :

vV = J (V] xK"=)nv)).

1gg<e

Alors V' est une sous-variété propre de V. Soient alors A* = (Ay,...,A;)
(resp. B® = (By,...,B;)) € V — V', Puisque le diagramme des exposants
initiaux détermine la fonction de Hilbert-Samuel, il nous suffit pour conclure
de voir que :
N(Ij’Ag) == N(Ij7Bj), 1 <] < ’L

Pour cela du fait que les Fj ¢ sont une base standard de Iy, leurs trans-
formées strictes engendrent I; 41 pour tout A' € V;. Par conséquent pour
tout A' € V1, I a1 est engendré par les Fr1(ALt, X), 1 < k < po. Main-
tenant si A € V4 — V/, par construction méme les G 1(A',t, X) sont une
base standard de I 41 = Ry a1. Par suite N(I; a1) = N(I,g1) = N(R1)
et donc Ha1 = Hpi. De plus, les transformées strictes des Gy 1(Al,t, X)
engendrent I 4, 4,, VA1 € Vi — V{;A, € K". Par conséquent les
F2(A1, A2,t,X),1 < k < p1, engendrent I 4, a,, VA! € V1-V/, A% € K™
Par suite, VA; € Vi — V{, A2 € K, R2 4,4, = I2 a,.4,. Par conséquent :

N(I2,4,,4,) = N(I2,8,,B,) = N(Rz2), et Ha, 4, = Hp, B,

Par construction, V(A1, Ag) € Vo — V3, les Gy 2(A1, Az, t, X)) sont une base
standard de I 4, a,. Leurs transformées strictes engendrent donc I3 4s,
VA3 € (Vo — V3) x K™. Par suite, les Fy 3(A3,¢, X) engendrent I3 43, VA3 €
(Va—VJ) x K™. Donc VA3 € Vi — Vi, N(Is s3) = N(R3) = N(R3_43). Dol :

Has = Hps.

On continue ainsi par récurrence jusqu’a 'ordre i. Notons que pour tout
preV -V,

)i(,w - (N(ILAI)’ e ’N(Ii,Al)) = (N(R1),...,N(Ry)) u
LEMME 4.12. — Soient i € N* et V une sous-variété algébrique irréduc-
tible de AEKH 0= K™, Soit V' comme dans le Lemme 4.11. On a :
Vol e V-V, W' eV, Nx . <Nxg-
Preuve.— On procede par récurrence sur i. Pour ¢ = 1, la propriété
résulte du Lemme 4.10 puisque pour tout A; € V, I; 4, = Ri 4,. Nous
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supposerons donc ¢ > 1 et la propriété établie pour ¢ — 1. Pour établir la
propriété au rang i, on raisonne par récurrence sur m la dimension de V.
Si m = 0, le résultat est évident. On peut donc supposer m > 0 et la
propriété établie pour toute sous-variété irréductible de K™ de dimension
<m — 1. Soient V, V' comme dans 4.11. Considérons la décomposition en
composantes irréductibles de V' :

V=)Vt

1<igt
Le Lemme 4.11 fournit pour chaque ! une sous-variété propre V" telle que :
V', VO eV = V" Ny n =N g
Notre hypothése de récurrence sur la dimension nous dit que :
Vet eVi—V" vt eV Ni o S Nign-

Par conséquent pour établir la propriété au rang i, on peut supposer que
V' est irréductible et qu’il existe une sous-variété propre V' de V’ comme
dans 4.11. 1l s’agit alors de voir que :

Vo' eV -V V0 eV —V", N; . <Nk

Maintenant par hypotheése de récurrence sur i, notant ¢'~! et #°~! les
tronqués a 'ordre ¢ — 1 de ¢* et 6°, on a :

i—1 i—1
Ny b SN

Si I'inégalité ci-dessus est stricte, par definition de 'ordre lexicographique
on a alors aussi une inégalité stricte au rang ¢. On peut donc supposer que :

i—1 i—1
N)Z(’gol‘l = N;(’gz—1 .

La preuve du Lemme 4.11, appliquée & V', nous dit qu’il existe des sous-
variétés propres V' de VJ, 1 < j < 4, des éléments F;’j e KV/][[t, X]],
1<k < P;—p engendrant un idéal R; dont le diagramme des exposants
initiaux est noté N(R;), et des éléments G} ; € R} tels que :

~ VB = (By,...,B;) € V] - V', N(R}) = N(R, 3,) ;

~ VB9 = (By,...,B;) € V] = V!, (G}, ;) = (G} (B, £,X)), 1 < k <

P, ot les By ; sont les sommets de N(R;).
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On a de plus :

G;c,j (t, t(Yj-H + X))
APICAN]

Fy (6, X) = € K[Vj][¥;a][[t, XT)-

Dont les classes donnent les F;w' +1 € K[V/,][[t, X]]. Par hypothese, on a
Pj_1 = pj-1 €t B ; = Brj, j < @ — 1. Pour conclure il suffit d’établir la
propriété suivante :

SoUs-LEMME 4.13. —
Il eziste des éléments Fy , € K[V][[t, X]], 1 < k < pi—1, tels que :

1) L’déal de K[[t, X]] engendré par les FN',;i(Bl, ..., Bi,t, X) est le méme

que celui engendré par les F;’i(Bl, ..., B, t,X), VB* = (By,...,B;)
e V' —W", ot W" est une sous-variété propre de V' ;

2) F| (A1,...,Aii1, A t,X) € L, a4, VA = (A1,...,4) €
V.

En effet supposons (4.13) établie. Notons R; I’idéal de K[V][[t, X]] en-

gendré par les F, x: et par N(R;) son diagramme des exposants initiaux.
Par le second point de (4.13), on a pour tout A* € V, Ri’Az C I, 4+. Donc

N(I; 4) < N(RLAZ). Maintenant par le Lemme 4.10, il existe une sous
variété propre W’ de V telle que VA* € V — W', N(R; 4.) = N(R;). Par
irréductibilité de V, V' UW’ ¢ V. Considérant un point A* € V — (V' UW)
on a donc : B B

N(R;) = N(I;4+) < N(R; a:) = N(R:)

Maintenant par le premier point de (4.13), considérons un point B¢ de V' —
(V" UW") (qui est nécessairement non vide par irréductibilité de V'), on
a:

N(Rg) = N(L‘,Bl) = N(Ri,B’)'
Par suite par le Lemme 4.10, N(R;) < N(R!). D’oti N(R;) < N(R}), ce que
nous cherchions & démontrer . Il nous reste donc & prouver (4.13).

Nous allons & nouveau procéder par récurrence sur 7. Les notations étant
celles de la preuve du Lemme 4.11 on a :

Fk,O(t) t(Yl + X))
tlv(Fi,0)l

Fra(t, X) = € K[¥i][[t, X]], 1 < &k < po.
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Les F;C,l sont les classes dans K[V]][[t, X]| des Fy ;. Posons : F,;,l(t,X) =
Fr1(t, X) € KW][[t, X]]. (4.13) est alors claire pour i = 1. D’autre part, il
existe des U,lcyl € K[V{][[t, X]] tels que :

Po
=1 =
k1= U By, €KV, X]).
=1

Posons :
Po

r1= Y Ui Fiy e K[t X1
=1

ot les Uy, ; représentent les —(7,16’1. Nous allons construire des C:’;gl e KVi][[t, X1,
1 <k < py, tels que :

G’;c,l € Ry ;
- V(é;u) = Br,1;
- VB € Vll - Vlll’ V(GN;c,l(Blvt’X)) = V(G;c,l(Blvt’X)) = /6/6,1 )

- VB eV -V, G’;c,l(Bl,t,X) = G} 1(B1,t, X) modulo un élément
de K*.

On procede par récurrence sur k. On a d’abord :
V(Gill,l) < V(Glm) = fi,1-

Mais v(GY ;) € N(Ry1). Donc v(GY ;) > 1,1 Par suite v(GY ;) = v(G)-
Posons G'1,1 = G, € KW][[t, X]]. Soit k, 1 < k < p;, supposons avoir

construit é/1,1a RO N;ﬂ € K[W1][[t, X]] satisfaisant les propriétés ci-dessus.
On a:v(Gy,,,) SV(Gii) = Br+1,1. Mais v(Gyy, 1) € N(R1). Donc :

V(Gry1.1) € Uktics<p, (Bsa + N,

ou bien
V(GY411) € Urcsch(Bs,1 + N,

Dans le premier cas on a (G}, ; 1) = Br+1,1 et donc v(Giyq 1) = Bk+1,1- On
all —_ : " l

pose alors G, = Gj,; ;- Dans le second cas si ¥(G} 4 1) < ¥(Gyiq 1),

on écrit :

V(Gisr1) =B+, avec 1 <L < ket y € N*HL
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On considere alors :
v (6 X) =35, 01 (YD)GE 1 (6X) = g5, sy ki YD XY G (8, X).

Ou v = (m,7) et g/’gl’hlyl(Yl) est le coefficient dans le développement
de C:';l correspondant au mondéme %11 XPi1 avec B = (Bi11,0;,) et
96, 1+ k1,1 (Y1) est celui correspondant au monome 711147 X Bt dans
le developpement de G}, ;. On a alors :

() V(G;cl+1,1) < V(G;cling) < V(G;c—i-l,l) = Bk+1,1-
De plus :

- VB eV -V, G{\, 1(B1,t, X) = Gy, 1(B1,t, X) ala multiplica-
tion pres par un élément de K* ;

- VB eV =V, (G 1(B1,t, X)) = Bry1
- Gl € Ry

On recommence alors le méme raisonnement avec Gy, ; au lieu de G} ;.
Puisque la premiére inégalité de (xx) est stricte, au bout d’un nombre fini

z . 212 1 7
d’étapes, on aura construit un élément G}, ; € K[V1][[t, X]] possédant les
propriétés désirées.

Maintenant ayant construit é/ua .G on pose :

’
p1,1”

é;c,l (¢, t(Y2 + X))
t|ﬁk,1|

Flé,?(fﬁX): EK[V&]D/Q][[t,X]],lgkgpl,

et on note encore ﬁ',;2 les éléments de K[V3][[t, X]] obtenus en prenant la
classe des coefficients dans K[V3]. Par construction méme F ,212(B1, B, t, X)

et F;72(B1,B2, t,X) different au plus multiplicativement d’une constante
non nulle pour tout (By, B2) € V4 —Vy'. Le premier point de (4.13) en découle
pour ¢ = 2. Concernant le second point, pour tout A; € Vi,
é;c71(A1, t,X) € R1,4, = I1,4,. Donc pour tout Az € K", leurs transformées
strictes :

G 1 (Ar,t, (A + X))
AEARVIRSS)]

sont des éléments de Iz 4, 4,. Mais :

|V( ~;€’1(A1,t,X))| 2 |V( ~;c,1(t’X))l = |/3k,1|'
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Donc les F ,;2 (A1, As, t, X) sont des multiples de ces transformées strictes et
sont par suite des éléments de I 4, 4,. Donc (4.13) est établie pour ¢ = 2.

Maintenant pour passer du rang 7 — 1 au rang ¢, on raisonne exactement
comme nous venons de le faire pour le passage du rang 1 au rang 2. On
considere I'idéal R;_; de K[V;_1][[t, X]] engendré par les F} ; ,, ainsi que
Vidéal R]_, de K[V/_,][[t, X]] engendré par les classes des Fl;,i—l' On ap-
plique le Lemme 4.10 & R}, , ce qui fournit des éléments ij-ﬂl analogues
des G;c, 1- Ceux-ci permettent de construire par le méme procédé que dans
le passage du rang 1 au rang 2 des C:';c’i_l e K[Vioq][lt, X1, 1 € k < pi—1,
tels que :

- U(G;c,i—l) = Bri-1;

- V(é;c,i—l(Blv veey Bi—17 t, X)) - Bk,i——l pour tout (Bl, ce ey Bi—l) dans
un ouvert de Zariski non vide de V;_ ;

~ Gpia(B,...,Bii1,t,X) = G} ;_1(By,...,Bi_1,t, X) & la multipli-
cation prés par un élément de K*, pour tout (Bi,...,B;_1) dans un
ouvert de Zariski non vide de V', ;

- G;c,i»l € R;_;.
Ceux-ci permettent de définir les F, ’;,i par la formule :

5 o (Vi + X
F]g’l(t’X) — k,Z 1( ( ))

tlﬁk,t—l' € K[‘G][[t, X]]a 1 g k < Pi-1-

On vérifie alors les propriétés de (4.13) comme plus haut. O

Pour finir la preuve du théoréme de semi-continuité, il nous suffit de dire
que celui-ci résulte des Lemmes 4.11 et 4.12. O

Preuve de 1.8.— La semi-continuité pour la topologie de Zariski d’une fonc-
tion F* de AéKn o) dans un ensemble ordonné A entraine que pour tout A € A

P’ensemble : _ ‘ ' o

Si= {0 € Algn gl Fi(eh) > N}
est une sous-variété algébrique de Aan,o)' D’autre part d’apres le théoréme
de semi-continuité ¢* — N? .+ e prend qu’un nombre fini de valeurs V ;,

1< j < by, sur IF(A(x,z)). On pose alors :
Uij = {¢' € (Ax,0))Wx,or 2 Nij} et Wiy =Ujrs;Ui 5.
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Les propriétés de 1.8 sont alors claires puisque le diagramme des exposants
initiaux détermine la fonction de Hilbert-Samuel ainsi que la multiplicité.
a

Remarque 4.14 . — 1) 11 est naturel de se demander aussi si les fonc-
tions ¢* — fo,(pl et ' — HS(,W sont semi-continues supérieurement pour
la topologie de Zariski sur A%Ku 0" Ceci est au moins le cas pour les hy-
persurfaces. Cependant 1’auteur n’a pas réussi pour le moment & le prouver
dans le cas général.

2) On peut raffiner la partition S;; ci-dessus en écrivant S;; =
Uickst,, Ui gk — Wi gk, o Uy j i et W j i sont des variétés algébriques. De
telle sorte que pour chaque k, il existe des Fy ;(t, X) € R(U; j &, Wi ;1) [[t, X]],
R(U; j k, Wi, ;) désignant les fonctions régulieres sur U; j, & poles dans
Wi jk, telles que VA* € U; jx — W j i les Fy (A%, t, X) soient la base stan-
dard distinguée de I; 4..

5. Strates Principales et volume motivique

Soient (X, z) un germe de K-espace analytique et 2 > 1 un entier. D’apres
les résultats de la section précédente, on dispose d’une partition :

K= ] Si

1k,

ou les S;; sont des sous-ensembles constructibles de K™ tels que :

— sur chaque S, N)’( = (No,pts- - -, Nj ) est constante égale a N)’“ =
(N{,,...,Nil)l '

-Sil#£Ul, J\/}’l #N}cl,

Par voie de conséquences M’X o et HfX’ i sont constantes sur chaque S; ;.

P*

On notera respectivement MY , = (mf, .. .,mb) et Hy, = (Hf,-.., H}) la
valeur de ces constantes.

DEFINITION 5.1. — Soient (X,x) un germe de K-espace analytique et
i > 1 un entier donné. On dit qu’une strate S;; de la statification de K™
par les suites de Nash des diagrammes des exposants initiauz est principale
si et seulement si :

1) VYm €N, (m,0,...,0) ¢ N}
2) m; =1
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On appelle i**™¢ partie principale de la stratification de A(x ;) par les suites
de Nash des diagrammes initiauz et on note Plx ) la réunion (disjointe)
des S;; qui sont des strates principales.

Soient m € N, o = (ap,1,...,a,) € N*1 tels que |a| = m. On a
a < (m,0,...,0). Ainsi pour f € K[[t, X]], dire que son exposant initial
v(f) est égal & (m, 0, ...,0) équivaut & dire que sa forme initiale In(f) vaut

amt™ avec a,, # 0. Par conséquent dire qu'un multi-indice (m,0...,0)
figure dans le diagramme des exposants initiaux de I; 4. pour un point
A' de K™ équivaut & dire que t™ appartient a ’idéal initial I n(l; 4:) de
I; 4.. Si K = C, l'existence d’un tel m équivaut au fait que le réduit du cone
tangent de (Z],0), noté (C(Z,0))red, est inclus dans {¢t = 0} (cette derniére
équation est celle du diviseur exeptionnel par la suite déclatements définie
par A*). La seconde condition correspond évidemment au fait que (ZZ,0)
est lisse. Ces deux remarques montrent en particulier que lorsque K = C,
P("X, z) est indépendant du systeme de coordonées choisi sur K™.

THEOREME 5.2. — Soit (X, x) un germe de K-espace analytique K-réduit
et equidimensionel de dimension d.

1) La suite [Py z)]]L_di converge vers une limite non nulle dans M.

2) La suite [Hi(A(X7z))]L_di-—[P(ixvz)]]L—di converge vers zero dans M.
Ainsi :
Limi s 4 o0 [Pix gL % = Lim_ 4 oo [IT*(A(x )L™ %.
Par conséquent :
Lim; 400 [P(ix,m)]ﬂd_di = u(Ax,z))
ot p désigne la mesure motivigue.

Preuve. — Nous commengons par constater que P(iX, o) C Hi(A( X,z))- En
effet, soit A* € P(iX, )" Par le second point de 5.1 le germe correspondant
(Z,0) C (K™*1,0) est lisse de dimension d + 1. Par conséquent N(I; 4.) =
Uscken—da(as, + N*t1) avec |a;, | = 1. Par la premiére condition de 5.1
a;, # (1,0,...,0), 1 < k < n— d. Ceci implique que la base standard
distinguée de I; 4. est de la forme X;, —U;, (¢, X"), 1 <k <n—d, on X"
désigne les d coordonnées parmi X1, ..., X,, autres que X;,,..., X, _,. Par
definition du diagramme (D), ceci implique I'inclusion souhaitée/.\ Montrons
maintenant que la suite des [Pisz)]L”i est de Cauchy dans M. Soient
i,k € N*, par le second point de la Remarque 4.14 et la description ci-dessus,
Papplication :

P(i;,’;) n Hi_-}—lk,i(P(iX,z)) - P(ix,x)
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déduite de la projection oublie des «k derniers termes» de K™*+%) dans
K™ est une fibration localement triviale de fibtre L4. Ainsi [P“Lk) N

) ) (X,
I i (Pix o)) = [Pix L% et donc :

[Pi+k]L—d(k+i) _ [Pi]]L—di — [Pi+k]L—d(k+i) _ [Pi+k N H'L'_uklkvi(Pi)]LQd(ku)

=[PP = PR AT (PILEH

A un point AR = (Aj,...,A;,..., Aiyx) de PitE — pitkn Hijrlk’i(Pi)
correspond une suite des multiplicités de Nash myg,...,m;,...,m;+r avec
m; > 2 et myp = 1. Soit p=n —d et J, o (resp. J,, 4.) 'idéal de K[, X]]
engendré par Iy et tous les déterminants mineurs d’ordre p des jacobiennes
de p éléments de Iy (resp. engendré par I; 4. et les déterminants mineurs
d’prdre p des jacobiennes de p éléments de I; 4.). Soit ¢ € A~ ¢y tel que
@' = A*. Puisque la suite des multiplicités de Nash est décroissante, on a
my < 2, 0 <1 < 4. Un calcul élémentaire montre alors que :

ordy(I'5(Jp,0)) =@+ ordy(T; (Jp,a:)) =i+ 1.

Soit 3’ la fonction d’Artin-Greenberg de K([t, X]]/Jp0 et ¢ = 1 tel que
B'(i) < ci. Notons j = [i/c] la partie entiére de i/c. Par définition de §’, on
a donc A7 € T (A(sing(x),z))- Il en découle que :

dipr = dim(P™* — PRI, (PY) < (d—1)j+d(i+k—j7) = d(i+k)—j

Par suite Lim;_. 4 ood(i+k)—d; 41 = +0o. Ce qui assure que la suite [P|L~%

o~

est de Cauchy dans Mg et donc convergente. '

Soit maintenant A* € IT*(A(x,z)) — Plx 4)- Soit ¢(t) = >4, Atk + o, (t)
avec @;(t) = Z::{ A;+xt* un élément de A(x ;) qui releve A’. Par construc-
tion du diagramme (D3), 'arc T';(¢t) = (¢, @;(t)) est tracé dans (Z],0). Ainsi
le point (1,A;;1) est dans ’ensemble des zéros de I'idéal initial In(I; 4.)
de I; 4.. Ceci implique que pour tout m € N, (m,0,...,0) € N, 4.. Par
conséquent puisque A* ¢ P?, la suite des multiplicités de Nash (my, ..., m;)
de A® est telle que m; > 2. Procédant comme plus haut en posant j = [i/c],
ceci implique que :

ordy(¢*Jpo) =i+ 1, Vo € A(Kn,o)lQSi =A®
Par conséquent A7 € IV (A(sing(x),z))- 11 en résulte que :
li = dim(IT*(A(x0) — Pix ) < (d—1)j+d(i —j) =di—j

Par suite Lim;_—,codi — l; = +00 et [IT*(A(x,z)) — P(iX’m)]]L‘di converge vers

zéro dans My . Il en découle la convergence des deux suites considérées et la
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coincidence de leurs limites. Le fait que cette limite soit égale & (A (x o)) est
conséquence de 7.1 p.229 dans [D-L1] (ou bien peut étre considérer comme
une définition du volume motivique c.f. [D-1.2]). O

Récemment S. Ishii et J. Kollar ont considéré ’hypersurface de C° définie
par X3 + X3 + X3 + X? + X§ = 0 et montré qu’elle fournissait un contre
exemple en dimension 4 au «probléme de Nash» (c.f. [N], [L.K], [R1], [R2]
par exemple, pour la formulation de celui-ci). Nous nous proposons ici, pour
illustrer ce qui précede et voir le role jouer par les suites de Nash, de calculer
par les méthodes ci-dessus le volume motivique de telles hypersurfaces. On
peut bien entendu faire le calcul de maniere indépendante en déterminant
une résolution des singularités et utiliser «les formules de changement de
variables» de P'intégration motivique de [D-L1] ou [S].

Ezxemple 5.8 . — K = C. Solent n > 3, k > 2 et (Hpy,0) le germe
d’hypersurface & Porigine de K™t défini par :

Xf+...+XF+v?* =0,
(Le contre-exemple d’Ishii-Kolldr est le cas n = 4,k = 3)

Posons pour p > 1, V. = {(X1,..., Xp) €KP/1+ XF +... + X5 =0}
On a alors :
L-1 L-1
H(A(Hn,k,o)) = ([Va—1.k) + V2] + ... + k)Lm + [Vn,k]m
(L-1)?
(Lr-T—1)(L21—1)

+([Vn—1,k] + [Vn—2,k] 4+ ...+ k)

Nous indiquons brievement les principales étapes des calculs. Pour cela,
désignons par Cy et Wy les constructibles :

Cr={XeK"/X #0et X +...+ XF =0}
Wi ={(X,Y) e K" /Y #0et XF +...+ XF +Y?* =0}.

11 est élémentaire de vérifier que dans Ky(Vk) on a :
[Ck] = ([Va—1.k] + [Va—2k] + ... + k)L — 1) et [Wi] = [Voi](L —1).

Soit maintenant ¢! = A? = (Ay,...,4;) € KM+ 4 = (B,Y) € K*!
avec By = (b 1,...,b,n). Posons v = Min{l/A; # 0}. Si A* € P* alors on a
v < 1, sans quoi m; = k. L’équation locale de (Z,,0) est :

(X1 4 by 1)f 4+ (X + by )+ (Y +Y,)% = 0.
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Deux éventualités peuvent se présenter :

e B, # et alors m, > 0 si et seulement si B, € Cx. On alors m, = 1. Ainsi
les éléments A* de P* au dessus de tels points sont une fibration localement
triviale de fibre L™(*=*) et de base Cy, x L. Ainsi leur contribution & [P*|L~"™
est [Cx]L.L™"". Faisant la somme pour v variant de 1 & ¢, et prenant la limite

—~

dans M lorsque i tend vers 400 on obtient :

1 L-1
n 1= (Va—1,6] + [Va—2k] +-.. + k)IL]Ln 1

[Cr]L x

Ceci est la contribution des strates principales correspondant au suites de
Nash (k,...,k,1,...,1), le premier 1 en position v et ordi(p’) = v. Le
découpage de [Ci] en [Vh—1 k] + [Va—2,k] + - . . + k correspond aux différentes
possibilités pour NV = a + N**! avec a = (0,3) et |3| = 1.

e B, =0 et donc Y, # 0. On consideére le premier [ avec v + | < ¢ tel que
B,y # 0. Si A* € P*, on a certainement [ < v. Sinon ’équation locale de
(Z4,,0) est :

XF4+ + XE+ Y+ Yo+ ...+ Y)%* =0

et 'on a msy, = 0. On a alors deux sous-cas.
—a) | = v. L’équation locale de (Z3,,0) est alors :

(X1 4 b2o1)® + .o+ (X1 + b2 1)F + (Y + Yoy +...+ V) =0.

On a mg, > 0 si et seulement si (Bs,,Y,) € Wy et alors mgy, = 1. Les
éléments de P? au dessus de tels points sont une fibration localement triviale
de fibre L"(:=2%) et de base W}, x IL?. Leur contribution a [P*]JL.—™ est donc
[Wi]L=("=1v_ Prenant la somme pour v variant de 1 & [i/2] et passant &
la limite on obtient :

L-1

[Wi] x L2n—1 _1

1
[t =7 = Vil
Ces points correspondent aux suites de Nash (k,...,k,1,...,1), le premier
1 en position 2v et ord:(¢*) = v.

-b1<I<vetl+v<i Onaen particulier v > 2. L’équation locale de
(Z;44,0) est

(X1 +b100) 4.+ (X +bp o) +FOVEY + Y0 +... + V) =0
On alors m,4; > 0 si et seulement si B,y; € Cy et alors my4; = 1. Ainsi
les éléments de P’ au dessus de tels points sont une fibration localement

triviale de fibre L"(¢==Y et de base (L — 1)[Ck]L!. Ainsi la contribution
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a [PYL™™ est (L — 1)[Cyx]L~™(*DLL, Faisant varier v de 2 4 i et [ de 1 a
iy, = Min(v — 1,7 — v), on obtient :
1

[CR](L —1) Z L™ Z L™= D = [C](L — 1) Z Lol
v=2

n—1 _
=1 v=2 L 1

— L—(n—=1)iy

Posons j = [(i + 1)/2]. Nous obtenons :

1 d —nv n— J — — : —(n—1)iy —v
[Ck](lL—l)]LnT_l(ZlL —Lr Ty e K (i )

v=2 v=2 v=j+1

La troisieme somme est de limite nulle. La limite de la différence des deux
premieres sommes vaut :
Lr1_1
(Lr — 1)(L2n=1 —1)

11 vient donc (apres simplification par L™~ ! — 1) :

L-1 i
(Ln — 1)(L2n—1 _ 1) = ([Vn—l,k]‘}'[vn_z,k]_}_. . +k) (]Ln _—(1)(L2n)—1 _ 1)

[Ck]

6. Condition de rang de Gabrielov et espace des arcs

Dans cette section, K = C. Soit F; : (X,z) — (Y,y) un germe de
morphisme entre deux germes irréductibles. Notons F : A(x z) — A(y,y) le
morphisme induit. Rappelons que nous désignons par rang générique de Fy,
le nombre :

r1(Fz) = grk(Fz) = Infu(Supy Rang(Fy))
ou z' € Reg(X NU) et U parcourt une base de voisinage . Nous cherchons

a établir :

THEOREME 6.1. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) grk(Fg) =dim,Y ;
2) Pour tout ouvert V de R(x z), Fz(V) contient un ouvert de R(y,y) ;

3) F(R(x,)) contient un ouvert de R(y,y)-
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Preuve. —
1) = 2)

Soient ¢ € R(x,z) et i € N, nous allons prouver que : F,(B;(y)) contient
un ouvert de R(y,y). Nous commengons d’abord par nous ramener au cas
ou (X, z) est lisse.

Réduction au cas ol (X, z) est lisse :

Considérons un plongement (X, z) — (K™, 0). Soient I C K{z1,...,Zm}
I'idéal définissant (X,z), I = haut(I). Notons J; I'idéal engendré par I
et tous les déterminants jacobiens d’ordre ! des l-upplets d’éléments de
I. Puisque ¢ € R(x,q),0rd(p*J;) = u < +o0o. Par le procédé utilisé au
Théoréme 4.1, on peut trouver un germe (Z, z) lisse, un germe de morphisme
11, : (Z,2) — (X, z) obtenu par une succession de u éclatements ponctuels
et ¢ € A(z,,) quireleve o a travers IL,. Soit alors G, : (Z, 2) lzf(X, x) ligf(Y, Y).

11 est alors élémentaire de vérifier que grk(G,) = grk(Fy). Si lassertion 2)
est prouvée pour G,, elle le sera pour F,. En effet, soit ¢ € N, s'il existe
Jj€Net 0 € Ry telle que :

B;(0) C Gz(Bi(9)),
on aura :
B;(0) C G-(Bi(¢)) = Fo(Il(Bi(¢)) C Fo(Bi(p))-

Nous supposerons donc désormais que (X,z) = (K™,0). Soit alors d =
dim,Y . Plongeons (Y,y) dans (K",0). Nous noterons Fi(z1i,...,Zm),.-.,
F.(z1,...,%m) les composantes de Fy, et par F' un représentant de F,,. Pour
un choix générique de coordonnées linéaires & l'origine de (K",0), on peut
supposer étre dans la situation qui suit.

Soit Py : (Y,0) — (K%,0), le germe de morphisme induit par la projec-
tion :
K™ — K¢
(21, -y2n) = (21,- -+, 2d)
Le morphisme :
Py: Og=K{z1,...,24} — Oy,0=04/J
est injectif et fini.
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Si k est la dimension du corps de fractions de Oy,o sur le corps des
fractions de Oy, le polynéme minimal de Z;41 est un polynéme distingué,
P(Z)=Z* + ¥F_, a1 Z*! & coefficients dans Oy,

Le discriminant A(zy,...,24) de ce polynéme est non nul et :
AOyp C O+ 04 Zg41+...+ 04251

En particulier, z§+1 + Ele alz(];;{ € J, et pour 2 < j < n—d, il existe des
a;; € Oq tels que : -

k—1

1
Azgyj — Z ay ;24,1 € J.
1=1

D’autre part, le choix de la projection linéaire Py étant générique et grk(F,) =
d, on peut supposer quitte & renuméroter les coordonnées dans K™ que :

OF;
Ji(z1, ... 2m) = det(z—(21,- .., Tm))1<i<d,1<)<d
8.’1)1'

est non identiquement nul.

Notons (D,0) C (K¢%,0) le germe en 0 des zéros de A. On a Ao F, #
0, sans quoi F((K™,0)) C Py !(D,0) d’'ou grk(F,) < dimoP; 1(D,0) =
d-1<d.

De la méme fagon (V,0) = F;}(Sing(Y),0) C (K™,0) est un sous-
ensemble analytique propre de (K™,0). Soit Iy l'idéal réduit définissant
(V,0) et h € Iy, h # 0. Posons k; = mg(h), ke = mo(J1), ks = mo(A o F,),
ol mo( ) désigne la multiplicité ou 'ordre & I'origine.

Soient ¢ € Agm ) et i € N, en vertu du Lemme 4.9 , il existe a € B;(¢)
telle que :

ord(h(a(t)).Ji(a(t)) A(F(a(t))) < (ki + k2 +k3)(i +1) = s.
Posons 6(t) = F(a(t)). Nous allons voir que :
= Basy1(0) C Fo(Bi(9)) = Fu(Bi(®)) ;

- st+1(6) C 'R,(yyo).
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Soit 0 = (01,...,04,05,1,---,0;) € Basy1(8) C Acy,g). Considérons le
systeme d’équations implicites :

Gl(t;yla'-'aym) = Fl(al(t) +y1a~-'7am(t)+ym) - ei(t) =0

Ga(t,y1, .. Ym) = Faloa(t) + y1,. .., am(t) + ym) — 04(t) =
Soit I l'idéal de O; engendré par les mineurs d’ordre d de la jacobienne

Gy(t,0). On a Ji(a(t)) € I. Soit I = ord(X) < ord(J1(a(t)) < s.

Par hypotheése, G(t,0) € (¢)2°1.0¢. Donc G(t,0) € @q(t)2(s—V+1 12,
Par le théoréme des fonctions implicites de J.C. Tougeron, il existe y; (t),. . .,
Ym(t) € (£)26=0FL () C (¢)*t telles que :

Fi(a(t) +y(t) =0;(t), 1<j<d.
Posons p(t) = a(t) + y(t). On a donc p € Bs(a) C B;(a).

Pour conclure, il nous reste a voir que pour d +1 < j < n, on a :

F(p(t)) = 05(2).

Pour cela remarquons que, puisque ' € By,1(0) C A(y,0), A(8') et A(6)
coincident jusqu’a 'ordre 2s. Mais ord(A(6)) < s, donc ord(A(#')) < s

Posons : 8'(t) = (6,(t),... ,6,(t)). Maintenant, puisque F' est & valeur
dans (Y,0) et (Fy(p(t)), ., Fap(t))) = 6'(¢).

On a:

k
Faa(p®)* + 3 ail@ (0)FS o) = 0
=1

k
Oz (D) + Zal(gl(t))(efiﬂ)k_l(t) =0
=1
Par suite Fyy1(p(t)) et 6, (t) sont donc deux racines du polynéme P(U) =
U*+ 31, ai(8'(£))U*~'. D’apres le théoreme de Puiseux, il existe, u; (£1/*!),
. ug(t 1) k) analytiques complexes en t!/*' solutions de P(U) = 0. Sup-
posons que Fyy1(p(t)) # 07, (t), alors :

(Fasr(p(t*)) — 01 (8))? divise [ [(wi(t) — u;(2))% = A®F'(t*)).

I<j
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Par suite :
ord(Fay1(p(t)) — 01 (1)k! < ord(A(6'(t))k! < sk
Or ceci est absurde car :
ord(Fu(p(t)) — Farr(a(t)) > s +1 et ord(y, 1 (t) = Fasa(a(t))) > 25+ 1.

Par suite Fy11(p(t)) = 05, ,(t). Ensuite, pour j > 2, on a :

A(G' (1) Fars(p Zaz,a t)Fara(p(t)

k—1
=" a0 (1) (6011) (t) = AWE' (£)6l, 5 (1).
=0

Par suite, Fy1j(p(t)) = 03, ;(t), j > 2. Donc p releve ¢’ par F. Enfin notons
que h(p(t)) # 0 car ord(h(p( )) ha(t))) = s+ 1 et ord(h(a(t)) <

Par conséquent, p(t) n’est pas tracée dans F~!(Sing(Y’),0). Donc & fortiori
F(p(t)) = 0'(t) n’est pas tracée dans (Sing(Y),0).

Nous prouvons & présent 'implication 3) = 1).

Considérons F; : (X,0) — (Y,0) tel que F(R(x,0)) contienne un ou-
vert de R(y,). Posons d = dimgY et Py : (Y,0) — (K% 0) une projection
linéaire générique. D’aprés limplication 1) = 2), puisque grk(P) = d,
pour tout ouvert V de R(y,), Po(V) contient un ouvert de Aga ). Par
suite, posant F' = Py o F', '(R(x,0)) contient un ouvert de A ¢y. Mais
grk(F") < grk(F). L’implication 3) = 1) sera donc prouvée si 'on mon-
tre que grk(F’) = d. Autrement dit, on peut supposer que notre germe
d’application F' : (X,0) — (K%,0) est telle que F(R(x,0)) contient un ou-
vert de Aka,g).-

Considérons une boule de rayon r suffisamment petit, B(0,r) ¢ K™
pour que :

XN BO,r) = {2 € BO,1)/fi(2) = ... = fy(z) = O},
avec f1,..., fp analytiques sur B(0,r).
Sing(X) N B(0,r) ={z € B(0,r)/f1(z) = ... = f(2) =0,
det(GL cacarches() = 0.0 = (1, 10), 3 = (oo )}

ou m — s = dim(X,0).
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Soit 7, une suite croissante telle que 0 < r,, < r et r,, — 7. Posons :

R, ={z€K"/]z|<mn,2€ XN B(O,r),z ldet(%)lgj7kgs(z)l > —ll-}
.5 Ik

On a évidemment : Reg(X) N B(0,r) = Uj,en-Rny. Par suite
F(Reg(X) N B(0,7)) = Up 1 F(Ry,) est réunion dénombrable de compacts
de K?. Donc I'ensemble F(Reg(X) N B(0,r)) est mesurable pour la mesure
de Lebesgue sur K% Supposons grk(F) < d. Ecrivons Reg(X) N B(0,r) =
UpeNnDp ol chaque D,, est un domaine de carte. Posons F,, = F/D,,. En
tout point de D,, le rang de la jacobienne complexe de F, est strictement
inférieur & d. Donc le rang de la jacobienne réelle de F,, est strictement
inférieur & 2d. Tout point de F,,(D,,) est donc valeur critique réelle de F,.
Par le théoreme de Sard, F,,(D,) est donc de mesure nulle. Il en est donc
de méme de F(Reg(X)N B(0,r)) = UF,(D,). Nous allons voir que ceci est
contradictoire avec le fait que F(R(x,0)) contienne un ouvert de Aa g)-

Soient ¢ € Aga ) et i € N tel que B;(p) C F(R(x,0)). Posons p(t) =
Foo AxtF, Ay = (al,...,ad) € K% Considérons alors application :

A: Kx K¢ — K¢

(t,z) — At,z) =Y At + o't

k=1
F(Reg(X)NB(0,r)) est réunion dénombrable de compacts, donc de fermés.
Il en est donc de méme de V = A~}(F(Reg(X) N B(0,7))). Soient | > 1
et Cy = {z € K/|z| = 1/1} le cercle de centre l'origine et de rayon 1/I.
Considérons :

Vi=vVn(C x Kd).

V) est donc réunion dénombrable de compacts. Soit X; = P(V}), ou P : K x
K¢ — K¢ est la projection canonique. X; est donc mesurable. Maintenant,
le fait que B;(¢) C F(R(x,0)) implique que :

K% = Ups1 X (*)

En effet, soit z € K¢, l'arc t — «(t) = A(t,z) est un élément de B;(p).
Il se releve donc par F' en un arc p € R(x,0)- Donc pour [t| = 1/l assez
petit, a(t) = A(t,z) € F(Reg(X N B(0,r)) et donc z € X;. Maintenant
par (*), I'un des X;, disons X;, est de mesure non nulle. Il en découle que
Pensemble :

: 1 1,
Zi, ={z€Kz=> Ap(-)F +u(-)"", ve X}
Pt lo lo
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est de mesure non nulle. Mais par définition, Z;, C F(Reg(X) N B(0,r)).
Ce dernier ne peut donc étre de mesure nulle. O

Nous terminons cette section par quelques remarques et commentaires.
Pour cela si (X, z) est un germe d’espace analytique, nous noterons par (/Q\X,z
le complété M x , addique de Ox .. De la méme fa(;on siFy:(X,z) — (Y,y)
est un germe de morphisme, on notera F Oyy — (’)X .« le morphisme

induit par F,. On a alors le corollaire suivant qui est un cas particulier des
théoremes de A.M. Gabrielov et S. Izumi (cf. [I4]).

COROLLAIRE 6.2. — Soit (X, x) un germe d’espace réduit et F,, : (X, x) —
(C%,0) tel que grk(F,) = d. Alors :

1) SiSe @d est tel que E*(S) € Ox g, alors S € Oqg ;

2) Ja,b € RT/VS € @d,m(f’;*(S)) < am(S) + b ot "m” désigne la
multiplicité ou lordre.

Preuve. — Puisque le rang générique de F, est le maximum des rangs
génériques des restrictions de Fy, aux composantes irréductibles de (X, z), on
peut supposer que celui-ci est irréductible. Mais alors d’apres le Théoreme
1.4, il existe ¢ € A(ca,g) et i € Ntels que Bi(p) C Fo(R(x,2)) C FalAx,))-

Soit alors S € @d, tel que 1/7’;* (S) € O(x,z)- Par suite, pour tout 6 € A(x z),
F‘;*(S)(é)) € Oy, c’est & dire S(¢’) € O, Vo' € Fo(A(x,2))- Donc S(¢') €
01, V¢' € B;(p). Or ceci implique que S € Oy par le lemme 1.4 p.121
de [T4]. De la méme fagon, soit k& = m(F, (S)). Pour tout § € A(x ),

on a : ord(ﬁ;*(s)(a)) > k. Par suite, Ming ¢ p, (o) ord(S(¢')) > k. Mais
d’apres le Lemme 4.9 de la section précédente, ce minimum est inférieur ou
égal & m(S)(i + 1). Donc m(l/i‘;*(S)) < _Hm(S) On notera donc que les
constantes a,b de 2) sont déterminées par le diamétre d’une boule incluse
dans F;(A(x,z))- La preuve de 1) = 2) dans 1.4 fournit un moyen effectif
de déterminer un tel diametre. d

Remarque 6.3. — Les théorémes de A.M. Gabrielov et S. Izumi, qui
sont respectivement les assertions de 1) et 2) dans le cas ou (Y,y) est un
irréductible quelconque, sont beaucoup plus profonds. L’assertion 1) dans le
cadre général fiit d’abord prouvée par A.M. Gabrielov. Puis S. Izumi donna
une preuve de 1) notablement simplifiée dans [I4]. L’assertion 2) dans le cas
général est due & S. Izumi [I1][I2][I3]. Le cas que nous traitons dans 5.2.1
a été obtenu indépendamment des fagons précédentes et de maniere dis-
jointes par P.M. Eakin—J.Harris, B. Malgrange, R. Moussu-J.C. Tougeron.
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On se ramene, en général, au cas ol (X, z) est lisse en utilisant la résolution
des singularités. Nous renvoyons le lecteur & [I4] pour une vision générale
historique.

Soit maintenant (X,z) un germe irréductible, ¢ € R(x ) et i € N.
Condidérons les deux assertions suivantes :

W (1) VS € 6X,:m (Vo' € Bx (@), S(¢') € 01 = S € Ox,)
@ (I) 3a,b € RT,VS € Ox o, Mingepy (o) (0rd(S(¢))) < am(S) +b.

Les assertions (T) et (I) sont des conséquences tres faciles de I'existence
de la résolution des singularités et des théorémes de A.M. Gabrielov et
S. Izumi. Elles signifient grossierement que le comportement d’un élément
de Ox , sur un ouvert de R(x ;) décrit son comportement général. C’est
pourquoi on peut considérer que de tels ouverts sont représentatifs de A x ;).
D’autre part, une preuve directe de ces assertions (T') et (I) impliquerait
les théoremes de A.M. Gabrielov et S. Izumi via 1.4 comme en 5.2. Pour
prouver (T') et (I) directement, il suffirait d’établir les propriétés 1) et 2)
de 5.2 pour I1 : (Z,p) — (X, z) 'éclatement de (X, z) de centre z. Donc les
théoremes de A.M. Gabrielov et S. Izumi se réduisent au cas apparemment
simple ci-dessus. Contrairement aux apparences, ce cas est sans doute aussi
compliqué que le cas général. Cependant, une détermination «effective» de
a et b comme dans 5.2 dans le cas de Péclatement II : (Z,p) — (X,z) de
centre = conduirait & des «estimations de Chevalley linéaires uniformes »
comme demandées dans [B-M3] (question 1.28 p. 743).
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