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Solutions stationnaires des équations de
Vlasov-Poisson a symétries cylindriques®

LAURENT Bernis (U

RESUME. — Nous montrons l'existence de solutions stationnaires des
équations de Vlasov-Poisson (dans le cas des plasmas), en symétrie cylin-
drique, qui sont fonctions de ’énergie et de la norme du moment cinétique.

ABSTRACT. — We prove the existence of stationary cylindrically sym-
metric solutions of Vlasov-Poisson system (in the plasma physics case),
which are functions of both energy and modulus of angular momentum.

1. Introduction

Ce travail a été mené dans le contexte des études sur le transport des par-
ticules chargées dans les accélérateurs de fort courant (cf. [14] et [13]). Dans
ce type d’accélérateur, les effets de charge d’espace, interaction mutuelle
entre les particules, jouent un réle non négligeable, il convient donc d’avoir
une connaissance de la dynamique transverse du faisceau sous les effets an-
tagonistes du confinement par la ligne accélératrice et du déconfinement par
répulsion de charge d’espace (voir & ce propos [10] et [12]).

Nous avons considéré dans ce travail le modele le plus simple, mais
déja riche, décrivant le transport d’un faisceau non collisionnel de particules
chargées le long d’un canal de focalisation continue et uniforme, I’ensemble
du systeme étant supposé de symétrie cylindrique. Nous allons étudier la
variation de la fonction de distribution transverse de charge f, fonction de
la distance r & Paxe du faisceau (symétrie de révolution), de la composante
radiale de la vitesse p, du moment angulaire L, (r fois la composante orthora-
diale de la vitesse), sous I’action d’un potentiel électrostatique U dépendant
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uniquement de r et tel que 9pU soit nul (absence de dynamique ortho-
radiale).

Le potentiel est somme de deux termes : U;,; potentiel interne di & la
charge d’espace et u. potentiel de confinement. Par p. nous désignerons r fois
la densité de charge associée au potentiel de confinement. Nous prendrons :
pe (r) = —cr, ce qui correspond & une densité de confinement constante, et
donc u, (r) = %ch ,¢ > 0. Notons cependant que seul le comportement
en l'infini du potentiel de confinement sera utilisé : il suffit qu’il croisse
infiniment plus vite qu’un logarithme.

La densité de charge du faisceau par unité de longueur sera fixée égale a
une constante Q.

Le probleme est gouverné par les équations de Vlasov-Poisson station-
naires & symétrie radiale (voir [6], [9] et [5]) :

L2
(par + (1"—3 - 67‘U) 617) f(T‘,p, L) = O, (11)
(U (1) = =pe(r) = [ £ (rip. L) dpiL. (1.2)
R2
Ul (1) ol ——TQ avec Uy = U — u,, (1.3)
£ (r,p, L) drdpdL = Q. (1.4)
R+ xR2

La premiére équation (Vlasov) modélise la variation de la fonction de dis-
tribution transverse de charge f.
La seconde équation (Poisson) donne le potentiel en fonction de :

e [ f(r,p,L)dpdL, quantité représentant r fois la densité de charge
R2
due aux particules.

e p. = —(rul)’, quantité représentant r fois la densité associée au

potentiel de confinement wu,.

L’équation (1.3) fixe le potentiel interne Us,+ = U —u,, & une constante pres
((1.2) ne le définit qu’a une fonction harmonique radiale pres).

L’équation (1.4) traduit que la densité de charge par unité de longueur du
faisceau est fixée.
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Les équations de Vlasov-Poisson dans le cas des plasmas comme dans le
cadre gravitationnel ont fait ’objet de nombreuses études mathématiques.
Le plus souvent ’étude des solutions et de leur régularité s’effectue en di-
mension 3 et avec une dépendance en temps (cf. [15], [17] et [18]). Pour ce qui
nous concerne, nous étudierons des solutions stationnaires de ces équations
en dimension 2 comme dans ([12]). De plus du fait des symétries propres
a notre probleme, liées & sa nature physique, nous chercherons des solu-
tions présentant une symétrie de révolution. D’autre part, nous chercherons
des solutions de ’équation de Vlasov (fonctions de distributions des partic-
ules) fonctions de I’énergie locale du plasma et du moment angulaire. Cette
prescription classique de la forme des solutions a notamment été étudiée ou
utilisée dans le cas gravitationnel dans [16], [1], [2], et [11] et plus récemment
utilisée dans [4] ou [8] ; on trouve dans cette derniére référence une étude
de la stabilité de solutions fonctions de 1’énergie. L’étude de la stabilité
du systeme Vlasov-Poisson qui fait appel a la méthode de Casimir, a été
aussi étudiée, en se limitant au cas des plasmas, dans [3], [19], [7]. Dans le
cas présent, le fait de se placer en dimension 2 avec une symétrie radiale
complique quelque peu ’étude mathématique a cause du comportement log-
arithmique du potentiel coulombien a grande distance et du comportement
singulier de lorigine. De plus, le fait propre de ce travail est de chercher une
fonction de distribution & la fois fonction fixée de 1’énergie et du moment
angulaire, et d’intégrale fixée, ce qui correspond physiquement a la nécessité
de prescrire l'intensité du faisceau.

Nous allons nous intéresser a des solutions pour lesquelles la fonction de

distribution est une fonction positive fixée F' des deux intégrales premieres

du champ associé a (1.1) que sont I'énergie locale, 1p? + U (r) + Z—L:g, et le

moment angulaire L :

2
f(rp L)y=F (%pQ +U(r)+ 2—Lﬁ L) . (1.5)

Commengons par quelques définitions et notations :
Nous chercherons le potentiel U sous la forme

U =u.+ ug+u, (1.6)
ol la quantité ug est définie pour des raisons techniques par
ug (r) = —%ln (1+ r?). (1.7)
Notons que :

400 )
/0 (—rug) (r) dr=Q, (1.8)
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autrement dit la «charge» associée a ug est la charge totale. De plus le
comportement en I'infini de ug est celui imposé au champ interne par (1.3),
de sorte que nous récupérons une bonne décroissance en 'infini pour u.

DEFINITION 1.1. — Nous désignerons par H l’espace de Sobolev a poids,
ensemble des applications r — u(r), éléments de LQ( (r+ 1)7? dr),

dont la dérivée au sens des distributions u' est élément de L? (R, rdr).
Les éléments de H seront confondus avec leur représentant continu et H
sera muni du produit scalaire (. | .), défini par :

+oo
(wlv)y=u@)v(1)+ /0 o' (r)rv’ (r) dr.

Remarque 1.2. — On peut vérifier sans difficultés que ce produit scalaire
fait de H un espace de Hilbert, et que la norme associée, ||.||, est équivalente
1

& la norme naturelle : u — ( O+°° [ul®> (r +1) "2 dr + f0+°° ]u’|2rdr) :

Le résultat principal que nous énoncerons se fera pour une application F',
élément de C! (R x R, R,), vérifiant les hypotheses techniques suivantes :

e En +o00, le comportement de F' est donné par : il existe o > 7/2 tel
que :

F est bornée sur [C, +o0o[XR, pour tout C € R et v*F (v,L) — 0,

uniformément en L.

e En —oo, F' croit moins vite qu'une exponentielle, c’est-a-dire qu’il
existe 8 > 0 et D € R, tels que pour tout L € R et tout v < D :

F (v, L) < exp(—pv). (1.10)

e Il existe enfin un intervalle I, d’intérieur non vide, un réel A et un
réel k > 0, tels que, pour tout L € I et pour tout v < A4 :

F(v,L) > k. (1.11)

— 54 —



Solutions stationnaires des équations de Vlasov-Poisson & symétries cylindriques

Enongons maintenant les deux théoremes principaux de ce travail :

THEOREME 1.3 (EXISTENCE). — Soient Q un réel > 0 et F un élément
de C* (R x R,Ry), vérifiant les hypothéses (1.9) (1.10) et (1.11). Il eziste un
élément u de H (cf. Déf. 1.1), admettant ainsi que ru’ un prolongement de
classe C' a Ry, tel que le couple (U, f) donné par (1.5) — (1.7) soit solution
au sens fort sur R% des équations (1.1), (1.2), (1.3) et (1.4).

Remarque 1.4. — En prouvant ce théoreme nous montrerons en fait un
peu plus : toute application u, élément de H, telle que (U, f) (de la forme
précédente) soit solution au sens faible de (1.2) est de classe C* sur R et
(U, f) est alors solution au sens fort sur RY des équations (1.1), (1.2), (1.3)
et (1.4), et de plus u et ru’ admettent un prolongement de classe C* a R,

Nous démontrerons également que si F' décroit en la premiere varia-
ble sans s’annuler, ce qui assure que (1.11) est automatiquement vérifiée,
I’élément u donné par le théoréme précedent est unique :

THEOREME 1.5 (UNICITE). — Soient @ > 0 et F un élément de
C* (R x R,Ry), vérifiant (1.9) et (1.10). Si de plus v — F (v,L) décroit
sans s’annuler, pour tout L € R, alors il existe un unique élément u de H
admettant ainsi que ru’ un prolongement de classe C1 a Ry , tel que le
couple (U, f) donné par (1.5) - (1.7) soit solution au sens fort sur R’ des
équations (1.1), (1.2), (1.3) et (1.4).

Remarque 1.6. — Dans la preuve de ce résultat nous montrerons en fait
un résultat plus fort : I’élément u donné par ce théoréme est l'unique élément
de H tel que (U, f) soit solution au sens faible de (1.2).

Donnons de fagon informelle le principe de la preuve des théoremes 1.3
et 1.5. La démonstration rigoureuse fera ’objet des sections suivantes.
Fixons I'application F. Pour toute application u réguliere, le couple (U, f)
donné par (1.5) — (1.7) est une solution de (1.1). Cherchons s’il existe u telle
que (U, f) soit solution de (1.1) et (1.2).

Le principe de notre étude consiste & interpréter I’équation de Poisson
comme une équation de stationnarité d’une fonctionnelle Er que nous al-
lons maintenant définir.
Considérons ’application suivante, qui, appliquée & U(r), fournira r fois la
densité spatiale en 7 :

2

1 L
pFIRj;_ XR—)R, (T’U)H/F<§p2+v+W7L> dde
R2
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On pose ensuite :

+o00
e Ry xRoR,(no) = [ pe(ru)du,

+oo
1
Er:ur— ; Hp (r,U(r)) + Eu’ (r)yru’ (r) — (ru{))l (r)u(r)dr.
Formellement :

+o00 ,
dEp (u) w = /0 —pr (r,U (r))w (r) + o (r) rw’ (r) — (rug) (r)w (r)dr.

(1.12)
Soit, aprés une intégration par parties :

dEr (u) w = /0+°° (—pp (r, U (r)) — pe (r) — (U'r) ('r)) w (r) dr.

Donc dEF(u) est nulle, si et seulement si (U, f) est solution de (1.2). Si c’est
le cas, on montre alors que la solution (U, f) ainsi construite satisfait (1.1),
(1.3) et (1.4).

Ceci arrive en particulier lorsque EF est extrémale en u. Or, on montrera
que Er est faiblement semi-continue inférieurement et est infinie en 'infini,
Er admet donc au moins un minimum.

Enfin, si de plus F' décroit en la premiere variable, on montre que Er est
strictement convexe, d’ou ’existence d’un unique minimum wu, caractérisé
par dEg(u) = 0, d’ou le théoréme 1.5.

La section 2 établit rigoureusement que Er est bien définie et différentiable

et prouve la formule (1.12).

Dans la section 3, se trouve 1’équivalence entre «dEr(u) = 0» et «(U, f)
solution de (1.2)» (Proposition 3.1). Puis nous démontrerons que pour un
tel élément, (1.3) et (1.4) sont automatiquement satisfaites (Proposition
3.5). Les Lemmes 3.6 et 3.7 montreront respectivement que Ep est in-
finie en l'infini et faiblement semi-continue inférieurement. Il en résultera
Pexistence d’un minimum pour Er (Proposition 3.8), ce qui achévera la
preuve du Théoréme 1.3. Suit la preuve du Théoréme 1.5.

2. Construction et étude de la fonctionnelle Ex

Nous allons justifier rigoureusement ’existence de la fonctionnelle Er et
de sa différentielle, ce qui constitue le cceur de la preuve du théoreme 1.3.
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PROPOSITION 2.1. — Soit F € C* (R x R,Ry), vérifiant (1.9) et (1.10).
Les applications suivantes sont successivement bien définies et continues :

. 1 2
pr Ry xR — R, (r,v)»—>/F<§p2+’U+ﬁ,L) dpdL,
RZ

—+oc0

HF:R:_XRHR,(T’,’U)P—)/ pr (r,w) dw,
v

+oo 1 ,
Er HoR,u— ; Hp (r,U(T))—i—éu' (r)rd' (r) + (—rug) (r)u(r)dr,

ou U est donné par (1.6) et (1.7).

De plus Ep est de classe C* et
+o0 ,
dEp (u) .h = / —pr (r, U (r))h(r) + ' (r)Th' (r) + (—rug) (r) h(r)dr.
0

Preuve. —
E‘tape 1 : Existence et propriétés de pp.

D’apres (1.9), 'application
+o00 1
or:R? - R, (w,L)b—)/ F<§p2+w,L> dp

est bien définie et continue.
Par intégration on déduit également de (1.9) que

w* Y20p (w,L) — 0, (2.1)

w——+00
uniformément en L.

Enfin, (1.10) et (1.9) impliquent qu'’il existe d € R, v > 0, tels que pour
tout L € R et tout w < d,

op (w,L) < e ™. (2.2)
D’apres (2.1), op(w,L) = o (w(_a+%)>, uniformément en L. Nous
w—1+00
al
en déduisons en premier lieu que op (2—1“:5 +U,L) = w—>O+oo ((%) 2),

uniformément en (r,v) € [a,b] x [@’,b], o0 0 < a < bet a’ < V. La
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définition et la continuité de pp sur [a,b] x [a/,¥], puis sur R} x R en
résultent immédiatement.

Nous en déduisons également en intégrant (2.1) que :

Ua—l

PP (r,v) o 0. (2.3)

Ensuite (2.1) montre que pour tout V € R,

PF (T) U) r:)O 0, (24)

uniformément en v € [V, +o0|.
Enfin, d’apres (2.1) et (2.2), il existe v’ > 0 et D’ € R, tels que pour tout
r >0 et tout v < D,

pr (r,v) <re . (2.5)

E‘tape 2 . Existence et continuité de Hp.

Hp est bien définie puisque grice a (2.3), w — pp(r,w) est intégrable
au voisinage de 4+o00. La continuité de Hp résulte de celle de pp et de la
convergence, uniforme en r sur ]0, R}, de v*~1pg (r,v) vers zéro, lorsque v
tend vers +oo, pour tout R > 0, propriété fournie par (2.3).

Etape &
En vue d’étudier la premiére partie de I'intégrale donnant Fr, introduisons
pour n € N*|

gn H—-R;, ur Hp (7, (u+uo +uc) (r)) dr.
1/n

Montrons que g, est différentiable.

gn(u) = H (u,r)dr,
1/n

oul'onaposé: H:HxR: —R; (u,r)— Hp (r,(u+up +uc)(r)).
Par ailleurs tout v € H, confondue avec son représentant continu, s’écrit :

u(r)=u(l)+ /; u' (t)dt. (2.6)
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’en déduire, pour tout r > 0, I'inégalité
que nous utiliserons souvent :

fu ()] < V2 ull (Vi () +1). (2.7)

Cette inégalité, jointe & la continuité de Hp, (étape 2), assure que H est
continue sur H x [1/n,n].

D’autre part d’apres (2.7),
|Hp (r,U (r) + h(r)) — Hp (r,U(r)) 4 pr (r, U (r)) R (r)] = o ([IA]]) -
Donc H admet une dérivée partielle en la premidre variable :
OuH (u,r).h = —pp (r,U () h(r).
En utilisant la continuité de (u,r) — pp (r, U( )) sur H x [1/n,n] (qui
se prouve exactement comme celle de H ), grace a I'inégalité (2.7) on obtient
la continuité de 9, H sur H x [1/n,n]. H étant continue et admettant une

dérivée partielle en la premiere variable continue, on peut «différencier sous
le signe intégrale» : g, est de classe C?, et

dgn, (u) .h = — /1: pr (r,U (r)) h(r)dr.

Etape 4 : (gn (0)),cN converge.

D’apres (2.3) et le fait que wug (r) + uc (r) o 3 cr?, il vient
o0

700

i(0,r) = o(ﬂj 5) (28)

Pour r < 1, —u. (r) +uo (r) > —% In(2) et donc :
N +o0
0< H(O,r) </ pr (r,w) dw.
-9 1n(2)

D’apres (2.3) et (2.4), on déduit que :

H(0,r) =0 (2.9)
(2.8) et (2.9) assurent que (g, (0)),n converge vers la quantité finie
f0+oo Hp (ryuo (r) + uc (r) ) dr.
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Etape 5 : Convergence uniforme de (dgn)neN sur toute partie bornée
de H.

Soient € > 0, M > 0 et h € H. Soient m,n € N tels que m > n > 0. Pour
u € H tel que ||u|| < M,

g () h — dgs ) 1] < | " o (n U () |1 (7)) dr
1/n
TS

D’une part, les inégalités (2.3) et (2.7) montrent que :
PF (Tv U (T)) =0 (T3_2Q) (7" - OO) s

et donc, en utilisant encore une fois (2.7), on conclut qu’il existe Ny € N tel
que pour tout m > n > Ny, et tout u € H tel que ||Jul]| < M,

/m pr (r,U (r)) [h(r)|dr < 3 |[A]l- (2.10)

N ™

D’autre part

U@ h@ld= [ o (L v, L) b dear
m 1m J-oo 2r

En controlant op ( % +U(r), L) grice a (2.1) pour les grandes valeurs de

L, grace a (2.2) pour les autres et en utilisant dans les deux cas (2.7), on
montre qu’il existe N; € N tel que pour m > n > Ny, et tout u € H tel que
lull < M,

1

[T or U @)@l < S il (211)

11 résulte de (2.10) et de (2.11) que la suite (dgn)neN converge uniformément
sur toute partie bornée de H.

Etape 6 : Conclusion.

Les étapes 3, 4 et 5 assurent 1’existence de ’application g limite de (gn),eN,

définie par :
+oo

g:H-Ru— Hp (r,U (r))dr.
0

Elles montrent aussi que g est C* et que
+o0
dg (u) .h =~ / pr (ryu+uo +uc (r)) h(r) dr.
0
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L’existence, la différentiabilité de EFr et la valeur de sa différentielle en
découlent immédiatement, I'inégalité (2.7) assurant Pexistence et la différen-
tiabilité de la partie linéaire, la définition méme de la norme celle de la partie
quadratique. O

3. Preuve des Théorémes 1.3 et 1.5

On montre que les solutions de 1’équation de Poisson vont étre fournies
par des points critiques de Ep. Plus précisément :

PROPOSITION 3.1. — Soit F € CY(R x R,R,) vérifiant (1.9) et (1.10),
soit u € H. Alors avec la notation (1.6)~(1.7), dEF est nulle si et seulement
st

pE (r,U) + pe = (—rU")’ (3.1)
au sens des distributions, sur R .

De plus si on a (3.1), alors u et ru’' admettent un prolongement C* a
Ry et ’égalité précédente a lieu au sens des fonctions continues sur Ry .

La preuve de cette proposition va s’appuyer sur les lemmes qui suivent.

Dans les Lemmes 3.2-4, F' désignera un élément de C'(R x R,R;)
vérifiant (1.9) et (1.10). Nous utiliserons les notations (1.6) et (1.7) et
garderons celles de la section 2.

LEMME 3.2. — Soit u € H, telle que pg (r,U) + p. = (—rU')" au sens
des distributions sur R’ . Alors ru’ tend vers 0 en +oo et en 0.

Preuve. — Puisque r — pp (r,U (1)) = (—rU]

1nt)/ (T)7 ol Uint = u + Uo,
est continue (cf. Proposition 2.1), et positive, (—rU},,;), est de classe C? et
croissante. Donc —rU], , et par suite (—ru’) admettent une limite dans R,
en +oo. Or v’ € L? (R}, rdr), donc la limite en +oo de —ru/ est nulle.
Un raisonnement en tout point analogue montre que ru’ tend vers 0

en 0. (]

LEMME 3.3. — Soit u € H, telle que pr (r,U) + p. = (—rU’") au sens
des distributions sur R%.. L’application ]0,1] — R, +— /ru/ (r) est bornée
sur]0,1] .
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Preuve.— Soit r € |0, 1], on a d’apres le Lemme 3.2 :

ru' (r) = /OT (su') (s)ds. (3.2)

Or r — pp (r,U(r)) € L2(]0,1]). En effet, d’aprés (2.3) et (2.5) il existe
C € R et v/ > 0 tels que pour tout r €]0,1] :

n CX[1,+oo[ (U).

va—l

pr (r,v) < Cexp(—7'v)
En utilisant alors (2.7) :

o (r, (w0 + ue + u) ()| <C exp (w%uuu (In (r>|“2+1)+§1n<2>)+c.

Donc 7 +— pp (r,(U) (r)) est dans L2 (]0,1]) car dominée par une fonction
de L2 (]0,1]).

Donc (rU’)’, puis (ru’)’ sont également éléments de L? (]0, 1]).

L’inégalité de Holder appliquée & (3.2) donne alors :

I’ ()] < ( /O 1 ((su' ())) 2ds) l/zrl/?

D’ou le résultat. O

LEMME 3.4. — Soit u € H, telle que pr (r,U) + p. = (—rU’) au sens
des distributions sur R . Alors u et v’ admettent une limite finie en 0.

Preuve.— D’aprés le Lemme 3.3, v’/ (r) = O (r_%> (r — 0) et donc

I’application u admet une limite en 0 :

1
u(r)rjo—/o u' (s) ds+u(1).

D’apres le Lemme 3.2, / —pr (5,U (s))ds = ru’ (r)+rug (r). Or d’apres

0
(2.4), pour tout réel V, pp (r,v) e 0, uniformément en v € [V, 400 . Donc

o’ (r) e }1_1’;% ug (r) = 0. O

— 62 —



Solutions stationnaires des équations de Vlasov-Poisson & symétries cylindriques

Preuve de la Proposition 3.1.— On commence par supposer que pr (1, U)+
pe = (—rU’)" au sens des distributions sur R .

Puisque r ~ pg (r,U (r)) est continue (cf. Proposition 2.1), (—rU ')’ est
la dérivée au sens ordinaire de (—rU’). On en déduit que u’ est C* sur R%.
Le Lemme 3.4 assure alors que u admet un prolongement C* 4 R, . Comme
(=U'rY = pp(r,U) + pc, on voit que (u'r)’ admet une limite en 0, et donc
que (u'r) admet un prolongement C* & R. De plus, I'égalité (3.1) a lieu au
sens des applications continues sur R .

Montrons maintenant que dEr (u) = 0. Soit h € H, il existe une suite
(kn)nen de fonctions continues & support compact de RY dans R qui con-
verge dans L? (R}, rdr) vers h'.

Désignons, pour tout n € N, par h,, la primitive de &, :
hn: Ry, =R, r— h(1) +/ kn (s)ds,
1

et prenons a,b € R tels que 0 < a < b. Alors

b
/ —pr (1 U) hny + (—u'7) hyy + (—th7) hp =0

et
b
/ —pr (1, U) by + U'r ki + (—ur) By — [u/'Thy )5 = 0.

L’inégalité de Holder montre que :

b b
u'rhl, — u'rh'.
a 'n,—>+00 a
Or l'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a I'égalité (2.6) pour h — h,
donne :
1/2

Vi ()|,

ce qui assure la convergence uniforme de (hy,),cn vers h sur tout compact
de R* . Donc,

+oo
|h(r) = ha (r)] < /O (W (z) — kn (2))’ zda

b
/ —pp (r,U) h+u'rh’ + (—uhr) b — [u'r h]Z =0. (3.3)
En faisant tendre a vers zéro et b vers +oo, nous obtiendrons, compte-tenu
de la Proposition 2.1 :
dE’p(u)h = 0,
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pour peu que nous puissions montrer que ' (r)rh(r) — 0 et

r—0
u' (r)rh(r) — 0.
r—+00

Or, le Lemme 3.3 et (2.7) assurent que v’ (r)rh (r) — 0.

r—0
D’autre part on montre grace a (2.7) et & (2.3) que :

1
PF (Tv U) =0 <’I‘2a—3) (T - +OO) ’
d’ou 5
(=ru') ~ = (—rup) ~ —g (r — 400).
Comme, v (r)r = 0, (Lemme 3.2), ru/(r) = O (3%). Donc, d’apres

l'inégalité (2.7) appliquée a h,
u (r)rh(r) — 0.

r—+00
Finalement, dEr(u) est nulle comme application linéaire de H dans R.
Réciproquement, on suppose que dEr (u) = 0 (en tant qu’élément de
L(H,R)). Alors, en appliquant dEF (u) & des applications C'°° & support
compact de R* dans R, et par définition de la distribution (ru’)’ on a :
pr (r,U) 4 pe = (—rU") au sens des distributions sur R%. O

Nous allons maintenant montrer que les solutions de (1.1) et (1.2) de la
forme (1.6)—(1.7), vérifient automatiquement (1.3) et (1.4).

PROPOSITION 3.5. — Soient F € C*(RxR,R,) vérifiant (1.9) et (1.10),
et u € H, telle qu’avec la notation (1.6)—(1.7),

pr (1,U (r) + pe (r) = (=rU") (r)

au sens des distributions sur R . Alors :

1, 12 B
F(ip +U(r)+ﬁ,L> drdLdp = Q

R+ xR2
et

Ul,=u +uy ~ —=.
int 0+oo r

Preuve.— On voit que

2 +oo
/ F <%p2 +U(r)+ 2% ,L) drdLdp = / pr (r,U (r))dr,
R+ xR2 ’
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Fllrvvey+ 2 L) arazap= [ (=) = rup)) (r)dr.
2 2r2’ 0 0
R+ xR2

+oo
Or, / —(r uf))/ (r)dr = @, tandis que le Lemme 3.2 assure la nullité de
0

/OHo —(ru) (r)dr.

Le deuxiéme point est immédiat puisque uy a le bon comportement asymp-
totique et que v/ (r) = o(1/r) (Lemme 3.2). O
r—

(o]
“+o0

Pour achever la preuve du Théoreme 1.3, il nous faut essentiellement
montrer ’existence d’un point stationnaire pour Er. On montre pour cela
Pexistence, pour cette fonction, d’un minimum local. Ce résultat s’appuie
sur les deux lemmes suivants.

F désigne, jusqu’a la fin de la preuve de 2.1, un élément de C* (RxR, R, )
vérifiant (1.9), (1.10) et (1.11). De plus on associe & u € H, la fonction U
donnée par (1.6)—(1.7).

LEMME 3.6. — La fonctionnelle Er est infinie en l’infini.

Preuve. — Soit u € H, rappelons que

+o0
/

Er(u) = ; Hr (U)+ % (W'ru) + (—rug) u,

et que ||ul|® est la somme de f0+°° w'ru’ et de |u(1)]>. Nous allons discuter
sur I'importance relative de ces deux termes.

Soit § un élément de 0, 1[.

+o0o
e Premier cas : / u're’ >0 |ul?.
0

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée & (2.6) donne que :

1/2

il < i+ ( [ +°° wrd) (.
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Donc
1
Ep(u) 2 50 |lul® = (1= 0)* Jull I ~ Jull o, (3.4)
“+o0 L +o00 L 12
oulh :/ (=rug) (r)dr 2 0et I = / (—rug) (r)|In(r)|“dr > 0.
0 0

+o0
e Deuziéme cas : / w'ru’ < 0 ||ul®.
0

— Siu(l) >0, alors

1/2

+oo
w zu) - ([ wn) mer
> (1 =07 = /2 n (7)) ]

On en déduit que u(r) > 0 sur l'intervalle [aq, ag] o,

1-6 1-6
ap =exp | ——,— |, a2 = exp 5 )

et que u(r) >3 (1- 0)1/2 |lu|| sur [b1, bs] ot

1-6 1-6
by = exp <_W) ,by = exp (T) .
Finalement,

Ep > 10 —0)"lu]l f;* (~rup)’

+oo
—nun/ —ru) (r) Jin ()] /2 dr— nun/ —ru)’ () o ()] /2 dr.

Or lorsque 8 tend vers 0, a; et b; tendent vers 0, as et by tendent
vers +o00, donc, quitte a choisir 6 suffisamment petit, il existe
I3 > 0 tel que,

F 213 (3.5)

— Si u(l) < 0, alors en utilisant (1.11), on montre qu'’il existe
A" e R et k' > 0 tels que pour v < A" et 7 € [by, bo] :

3/2

Hp(r,v) >k (A —v) (3.6)
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D’autre part,

1/2

+o0
u(r) <u(l) + (/ u’ru’) |In (r)|*/2
0
< (- (1= 0)" + 042 1 ()2 ]
Donc, pour 7 € [b1, be],
1
u(r) < —5 (1= 0" ul.
Finalement, pour |u|| suffisamment grande et r € [by,bs], on
déduit de (3.6) 'estimation :
1 1 1 1
U (1) <~ (1 =00 [ulbue () buo (r) < — (1= 0)2 fluf < 4°
Et donc, pour ||u|| suffisamment grande,
1 3/2
Br () > Kb =) (44 0= 0 ull) (5 1)l

(3.7)
Il résulte des inégalités (3.4), (3.5) et (3.7) que EF tend vers
Vinfini, lorsque |ju|| tend vers l'infini. d

LEMME 3.7. — La fonctionnelle Ep est semi-continue inférieurement
sur H pour la topologie faible.

Preuve.— Soit 7 € R% | ¢, : H — R,u — u(r) est, d’apreés (2.7), une
forme linéaire continue.

Donc si (Un)pen est une suite d’éléments de H qui converge faible-
ment vers un élément u de H, alors, la continuité de Hr (Proposition 2.1)
assure que (r+— Hp (7, (vn +uo +uc) (7)), ey converge simplement vers
Papplication r — Hp (7, (u + ug + uc) (1)) .

Le lemme de Fatou donne alors :

+o0 oo
limjénf Hp (r, (vn +uo +uc) (r))dr 2 Hp (r, (u+uo + ue) (1)) dr.
n=Too Jo 0
+oo
Donc, u — Hpg (u(r) + uo (r) + uc (r)) dr est faiblement semi-continue

0
inférieurement. D’autre part, 'application

+oo
UH/ —u (1) + (—rub) (r)u (r) dr
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est de classe C! (Proposition 2.1) et, comme somme d’une forme quadra-
tique positive et d’une forme linéaire, est convexe. Elle est donc faiblement
semi-continue inférieurement. Finalement Er est semi-continue inférieu-
rement pour la topologie faible. O

PROPOSITION 3.8. — La fonctionnelle Er admet au moins un minimum
sur H.

Preuve. — Soit une suite (u,),en, minimisante pour Ep. Comme Ep
est infinie en 'infini cette suite minimisante est bornée dans H, donc quitte
4 en extraire une sous-suite on peut supposer qu’elle converge faiblement
vers un élément w de H. La semi-continuité inférieure de Er assure que :

inf (EF (1))) = lim (EF (un)) > EF (w),

veH n—o0

et donc

inf (BF (v)) = Ep(w). O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le Théoreme 1.3.

Preuve du Théoréme 1.8.— La fontionnelle Er admet d’apres la Propo-
sition 3.8 au moins un point stationnaire u. La Proposition 3.1 dit qu’alors
(U, f) donné par (1.5)—(1.7) est solution sur R* de (1.1) et (1.2), au sens
faible et méme au sens fort, et que u et ru’ admettent des prolongements
de classe C' & R, . La Proposition 3.5 assure de plus que (U, f) vérifie (1.3)
et (1.4). O

Preuve du Théoréme 1.5.— F désigne un élément de C1(R x R,R;)
vérifiant (1.9) et (1.10), de plus maintenant, pour tout L € R, v +— F(v, L)
décroit sans s’annuler.

On montre que la fonctionnelle Er est strictement convexe sur H :
Soient u,v € H, u # v, alors

+o00
(dEp (u) — dEp (1)) (u—v) = / (pr (1 U) — pp (1, V) (1= v)
+o0
—i—/o (W = )r (W =),

ouV =u,+ ug +v.
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D’une part la décroissance de la fonction F par rapport & la premiére varia-
ble assure que

+o00
/0 (0r (U (1) — pp (1, V (1)) (u — ) (r)dr > 0,

d’autre part f0+°° (v —v")r(u' —v') = 0. Supposons cette quantité nulle.
Les applications u et v different donc d’une constante non nulle. La décroissance,
sans annulation, de F' par rapport a la premiére variable assure alors que

[ r .00 = 0 0V @) 0= (1 > 0
Dans tous les cas :
(dEF (u) — dEFp (v)) . (v —v) >0,
ce qui assure la stricte convexité de Ep.

On sait que Ep atteint son minimum (Proposition 3.8). Sa stricte
convexité assure, d’une part 'unicité de 1’élément u de H ou elle atteint
son minimum et que, d’autre part, cet élément se caractérise par la nullité
dEp(u).

D’ol le Théoreme 1.5. g
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