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Coefficients de Stokes du modele cubique :
point de vue de la résurgence quantique *

Duc Ta1 Tring (1:2)

RESUME. — Cet article est consacré a I’étude des coefficients de Stokes
de I’équation différentielle "' (X) — (X3 + AX + B)®(X) = 0, qui est le
modele universel de confluence pour les points de transition triples. Nous
présentons quelques résultats récents sur la résurgence de ces coefficients.
Cela nous permet de décrire précisement leurs propriétés asymptotiques.

ABSTRACT. — This paper is devoted to study Stokes coefficients of the
differential equation ®(X) — (X% + AX + B)®(X) = 0, which is the
universal model of confluence for triple turning points. We present some
recent results on the resurgence of these coefficients. This enables us to
describe their asymptotic properties precisely.

1. Introduction

Dans son article [33] de 1996, Pham a montré que I’étude de la confluence
multiple d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 peut se ramener
a celle dans le cas des polynémes. Autrement dit, le modele suivant est
universel dans un tel probléme :

3"(X) — W(X)®(X) =0 (1.1)

(*) Recu le 11 juillet 2003, accepté le 19 février 2004
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ot W(X)=Xm™+a; X™ ! 4... 4 a,, est un polyndme unitaire général de
degré m a coefficients aq, as, ..., a,, dans C.

Ce modele a déja beaucoup attiré ’attention des chercheurs. Du point de
vue mathématique, Sibuya (voir [37]) a établi des premiers résultats asymp-
totiques sur les solutions de I'éq. (1.1), ainsi que sur ses coefficients de Stokes,
correspondant a ce qu’Ecalle appelle «résurgence équationnelle» dans sa
théorie des fonctions résurgentes ([17, 6]). On connait depuis longtemps
le lien intime entre le modéle (1.1), notamment dans les cas m < 4, et des
problémes de mécanique quantique (en introduisant un petit paramétre con-
venable ki dans (1.1), on peut obtenir ’équation de Schrédinger stationnaire
unidimensionnelle pour une particule & un degré de liberté avec potentiel
polynémial).

Dans les cas m = 1 ou m = 2, les solutions de I’éq. (1.1) peuvent
s’exprimer de fagon explicite en termes de fonctions spéciales bien connues
([28]). De ce fait, on peut établir complétement leurs propriétés asympto-
tiques. Outre les cas simple et double précédents, le modele cubique, ou
W(X) = X3+ AX + B (A, B € C) est le premier cas non-trivial méritant
d’étre étudié. La raison en est qu’on ne connait & ce jour aucune fonction
attachée a ce modele. En particulier, les coeflicients de Stokes de ce cas sat-
isfont des relations fonctionnelles assez compliquées et, en fait, ces relations
ne suffisent pas a les déterminer.

Le but de cet article est de présenter quelques résultats récents sur les
coefficients de Stokes du modele cubique du point de vue de la théorie des
fonctions résurgentes d’Ecalle. Nous montrons la nature résurgente (quan-
tique) des coefficients de Stokes (en un nouveau petit paramétre ). A
I’aide de cette théorie, on peut tirer des informations remarquables sur
Pasymptotique des coefficients de Stokes.

Cet article s’organise comme suit. Dans le §3 nous énongons et don-
nons une preuve rigoureuse de la sommabilité de Borel des solutions BKW
suivant un parametre de perturbation singuliere . Pour ce qui concerne la
« prolongeabilité sans fin » de leurs mineurs, nous invoquons (comme [12]) un
théoréme plus général d’Ecalle dont une preuve détaillée resterait a écrire.
Le reste de cette section est consacrée a 1’étude de la résurgence et des re-
lations résurgentes des coefficients de Stokes. Comme application du para-
graphe précédent, le §4 décrit le développement asymptotique de ces coefli-
cients de Stokes. En particulier, dans le cas A = 0, nous avons compléetement
obtenu le développement asymptotique de ce coefficient comme une fonction
entiére en B. La régularité de la dépendance par rapport a A des fonctions
résurgentes étudiées nous permet d’étendre certains résultats au cas A # 0.

- 72 —



Coefficients de Stokes du modéle cubique

Remerciements. — Les principaux résultats de cet article reproduisent
ceux du chapitre 2 dans ma these ([41]). Je tiens tout d’abord & remercier
les trois professeurs F. Pham; E. Delabaere et N.H. Duc, grace & qui j’ai
pu faire ce travail. Je remercie également mon jury de thése, notamment
les rapporteurs J.P. Ramis et A. Voros, qui m’ont encouragé a publier mes
résultats. Je remercie encore F. Pham, qui a soigneusement corrigé ce texte
et donné de précieux conseils.

2. Notations et rappels

Considérons ’équation différentielle suivante (on peut toujours supprimer
le coefficient du terme carré par une transformation simple) :

—3"(X)+ (X*+ AX +B)®(X) =0 (2.1)

On note W(X) = X3 + AX + B. Selon un résultat classique (voir [37]), il
existe une unique solution ®o = (X, A, B) qui soit une fonction entiere

en (X, A, B) et asymptotiquement équivalente 3 W (X)~/4e~2(X)| quand
X tend vers l'infini dans le voisinage sectoriel :
3r
Yo :=<¢ X € C/|arg(X)| < 3 (2.2)

ott Z(X) est la primitive sans terme constant de W (X)'/2 (par W(X)® on
entend W (X)® = e*®W(X) et on choisit constamment la détermination
principale pour le logarithme).

Remarque. — La solution ®,(X) précédente, avec cette convention,
s’annule exponentiellement quand |X| — +oco dans le sous-secteur
{|arg(X)| < Z}. Une telle solution est appelée « récessive » ; par opposition,
une solution «dominante» est une solution qui croit exponentiellement.

On va introduire d’autres solutions en posant

®(X; A, B) = w't &o(XwF; Aw?*, Bw®) (2.3)

2w

olw=-¢e 5 et k € Z. Le lemme suivant nous donne quelques propriétés
remarquables des solutions ®y, :

LEMME 2.1. — Pour tout k € Z, on a :
1) @y est une fonction entiére en (X, A, B).
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ZZ) (I)5n+k =1"Py, n € Z.

ii1) Pp(X) ~ W_1/4(X)e(_1)k+IZ(X) quand X — oo dans
i = {|arg(X) — 27| < 31 uniformément en (A,B) € C? dans
5 5
tout compact.

iv) Les systémes de deuzx solutions consécutives {®y, ®ry1} fournissent
des systémes fondamentauz de solutions de ’équation (2.1). De plus,
le wronskien de @y et Pr4q est :

Wr(®k, Prt1) = 2(-1)*

Coefficients de Stokes. D’apres le Lemme 2.1, il existe pour tout k € Z
des fonctions Cy et Dy indépendantes de X telles que :

®p_1 = Cp®r + D Pry1 (2.4)

‘. Wr(®k, &k
On a évidemment Dy = Wz%ﬁ =1.

DEFINITION 2.2. — Les Cy, = Ci(A, B) sont appelés les coefficients de
Stokes-Sibuya associés auz directions Ly := {arg(X) = %—"}

On note que la normalisation des @y, par 1’égalité (2.3), détermine de
fagon unique les Cj. Par suite, on peut tirer les propriétés suivantes (voir

[37)) :
LEMME 2.3. — Pour tout k € Z, on a :

i) Ci(A, B) est une fonction entiére des deuz variables A, B € C
ZZ) Ck(A,B) = Cg(szk, Bwsk), 05n+k = Ck, n €.

le) En posant Ak = ( C;k é ), on a A0A1A2A3A4 =—1 < (]j ? )

En particulier,
C()Cl + 1= ng (25)

Remarque. — L’égalité (2.5) peut s’écrire (grace la propriété cyclique
dans 2i)) sous la forme :
Co(A, B)Co(Aw?, Bw™2) +1 = iCy(Aw, Bw™) (2.6)
avec w = e~ 5. La fonction entidre Cy(A,B) doit donc satisfaire cette

équation fonctionnelle. Décrire les solutions entieres d’une telle équation est
un probléme étudié par Sibuya, dans le cas ot A =0 (voir [37]).
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Néanmoins, nos connaissances sur de telles solutions sont loin d’étre
parfaites. Ainsi, par exemple, la question (posée par Sibuya) de la propriété
pour les solutions de (2.6) d’étre «transcendantalement transcendante»!
reste une question ouverte.

Notons que, par ii) du lemme 2.3, il nous suffit de connaitre Cy(A, B).
Le résultat de Sibuya suivant (voir [37]) nous dit le comportement asymp-
totique de Cy(A, B) pour B — oo et A dans un compact.

PROPOSITION 2.4. — Pour tout 6y > 0 fixé suffisamment petit,

1. Co(A,B) ~iexp {ﬁM(e‘“‘B)% 1+ 0(1)]} quand B — oo dans le
secteur Vi = {|arg(B) — 7| <7 — o} et

2. Co(A, B) ~ iexp {ﬁM(e—i"B)% 1+ 0(1)]}

+iexp {——\/?_)M(e_i”B)% 1+ 0(1)]} quand B — oo dans le secteur
Vs = {|arg(B)  2n] < 6o}

uniformément pour A dans tout compact de C, avec

M= /O+oo [(t3 F1)V2 t3/2] dt = —#F (—%) T (g) .

Nous verrons dans la suite comment on peut retrouver et améliorer ce
résultat par le biais de la résurgence quantique.

3. La résurgence de Cy(A, B)

3.1. Introduction d’un facteur d’échelle

Par quasi-homogénéité de 1'équation (2.1), on peut introduire un « petit
parametre de perturbation singuliére» € en utilisant le changement de va-
riables :

X = qe2/5
A= ae?/® (3.1)
B :=be=5/5

(1) C’est & dire que les fonctions entiéres ainsi définies ne sont solutions d’aucune
équation différentielle algébrique. Par exemple, pour le cas m = 2, le coefficient de Stokes
Cp, lié & la fonction T' d’Euler, est transcendantalement transcendant.
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L’équation (2.1) se réduit alors & la forme :

d2
—523—(;-2- (@) + (¢> +ag + b)¥(q) =0 (3.2)
Dans la suite, on note toujours f(q) := ¢ + ag + b et I'on note

S(q) = S(g; a,b) la primitive sans terme constant de v/ f(q),

[\/t3+at+b—(t3/2+2—a—ﬁ) dt (3.3)

9 q
S(g;a,b) = 2¢°* + ag'”? +/
+oo
Soit alors (X, A, B) la solution récessive de (2.1) considérée dans la sec-
tion précédente. La fonction

Wo(q) := Po(g,e,a,b) :=e7*/10®y(X, A, B) (3.4)

sera une solution (récessive) de (3.2). Cette solution est caractérisée par son
asymptotique : pour tout € € C*,

S(q)

Wo(q) ~ fg) Ve s (3.5)

quand q tend vers linfini dans le secteur £ = {|arg(q) — arg(e)| < 3Z},
uniformément en (a, b) dans tout compact de C2.

En répétant point par point la construction de la section précédente, on
introduit la famille de solutions

Vi(g,e,a,b) = w%lllo(qwk,e, aw?*  buw*) (3.6)
et les coefficients de Stokes Ci(e, a,b) définis par

\Ilk—l(qv €, a, b) = Ck(€7 a, b)\Ilk(qv £, a, b) + \Ilk-l-l (q’ &, a, b) (37)

Remarque. — On a évidemment Ci (e, a,b) = Cy(A4, B) et ¥(q,¢,a,b) =
e73/10%, (X, A, B). Cela nous permet d’établir des propriétés analogues
pour C et ¥y (comme dans les Lemmes 2.1 et 2.3). Nous le laissons au
lecteur.

3.2. Développements semi-classiques ou symboles BKW

On va dans la suite rappeler quelques mots sur les développements semi-
classiques (ou symboles BKW) de ’équation (3.2). Les zéros du polynéme
f(@) = ¢ + aq + b sont appelés points de transition (points tournants
dans certains travaux) de équation (3.2). On note C le plan complexe C
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privé des points de transition et Cy la surface de Riemann de la fonction
p(q) = f(q)'/?, vue comme revétement 3 deux feuillets au-dessus de C.

Les symboles BKW élémentaires sont les solutions formelles (développe-
ments suivant €) de I’équation (3.2), définis localement suivant la variable
q sur C,, de la forme

W(gye) = e # /P (g () ey (q) + e20pa(q) + - )

Symbole BKW (bien) normalisé. On qualifie de symbole BKW
(bien) normalisé en go € Cy le symbole élémentaire qui s’écrit sous la forme,
pour ¢ € C, voisin de qo,

S P e)da’
0

¥(a,€) = P(g,e) V2 (3.8)

ol -
P(g,€) = p(g) + ) _ p2n(a)e™”
n=1
désigne la partie paire en ¢ de la solution formelle Y = 327 p,(g)e™ de
I’équation de Riccati :
ey’ +p*(q) = 4 (3.9)
1l est facile de vérifier, par récurrence, que les pa,(q) sont des polynémes en

f,f', ", ... et en puissances impaires de p~!. De plus, les ps,(q) sont des
fonctions quasi-homogenes en (g, a,b) :

Pan(Ag, A2a, A%b) = A2~%"p,, (g, a,b)

Pour ne pas dépendre du «point de base» go, on peut choisir une normali-
sation & I'infini sur Cz. Choisissons un (petit) voisinage sectoriel de l'infini
Yoo sur Cy. En prenant comme primitive de P(q), pour q € X,

q q
/ P(q')dq' :=/ [P(¢") — p(d)ldq’ + S(q)
o0
(grace a l'intégrabilité de P—p a l'infini), ol S(g) est la primitive de p définie
par la formule (3.3), on obtient une solution BKW «(bien) normalisée a

linfini» (dans X,) sous la forme : pour ¢ € £, C Cy,

¥(g,) = Plg, )2t JLIPW O palad -0 (3.10)

_ _S@ > n
=plg) e [1 +Y onlg)e ]
n=1
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Remarque. — Les symboles normalisés en un point gy ou a I'infini sont
définis de manieére unique, au choix pres de la détermination de la racine

p(g)~/2.

La géométrie associée aux symboles BKW. On va rappeler quelques
notations concernant la géométrie de Péquation (3.2). On se fixe une direc-
tion d’argument . On appelle ligne de Stokes (resp. ligne d’anti-Stokes)
relative & cette direction toutes les courbes de C issues d’un point de tran-
sition le long de laquelle la partie imaginaire S (e=* [?p(q')dq’) (resp.
R (e=* [“p(¢')dq’)) est constante. C’est la convention de Dingle [16], con-
forme & larticle original de Stokes [40]. La plupart des mathématiciens
(notamment Sibuya) ont malheureusement inversé cette convention. La di-
rection d’une ligne de Stokes quand ¢ tend vers 'infini est dite direction
de Stokes & linfini. Il y a cing telles directions, définies par {arg(q) =
0+ 2k, k=0,1,---,4}.

On remarque que pour arg(e) = 6, tout symbole BKW élémentaire
admet un comportement exponentiel, croissant ou décroissant (resp. oscil-
lant) & Vinfini le long d’une ligne de Stokes (resp. ligne anti-Stokes). On
dit que le symbole v est récessif (resp. dominant) le long d’une ligne de
Stokes L si ¢ est exponentiellement évanescent (resp. croit exponentielle-
ment) quand ¢ — oo le long de L. De plus, on note que plusieurs lignes de
Stokes distinctes peuvent avoir une méme direction asymptotique a l'infini.
Ces lignes de Stokes seront appelées contigués (é l’infini). Bien entendu, si
un symbole est récessif (resp. dominant) le long d’une ligne de Stokes L, il
est récessif (resp. dominant) le long de toutes les lignes de Stokes contigués
alL.

3.3. Sommabilité de Borel des symboles BKW

THEOREME 3.1. — Fizons (a,b) dans C? et une direction . Soient L,
la ligne de Stokes de direction asymptotique 6 + 2—5’516 et ¥(q,e) le symbole
BKW, bien-normalisé a linfini, récessif le long Ly.

Alors, pour q dans tout sous-secteur iz du secteur ouvert
0 = {qeC* |arg(q) — 0 — 3£k| < 2} centré sur Ly, |q| assez grand, le
symbole 1(q,€) est sommable de Borel suivant e~! dans la direction de som-
mation d’argument 6.

De plus, sa somme de Borel, qui coincide avec la fonction Vi (q,a,b,€),

est une fonction analytique de q dans flz et de € dans un voisinage sectoriel
de l'origine de la forme DY = {e EiC*/ - % —06+60<arg(e) < 5+d+6},
le| assez petit, 6 > 0 dépendant de 9.
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Remarque. — Avant de donner une démonstration claire de ce théoreme,
insistons sur la double nature de la fonction ¥i(q,a,b,e). Cette fonction
peut étre vue comme somme de Borel par rapport & S(g) pour ¢ fixé (e = 1,
par exemple) ; ceci a été démontré dans le premier chapitre de [41]. Ce
que on considere ici est un peu différent. La variable de sommation est
maintenant 'inverse du parameétre perturbatif £~ !, ce qui nous amene & la
résurgence quantique. Ces deux points de vues, qui correspondent aux deux
régimes asymptotiques ¢ — oo ou € — 0, sont en dualité (cf. [18]), au
travers de la transformation (3.1).

Figure 1. — Le voisinage sectoriel ¥s(a, b) (domaine ombré).

Preuve du théoréme (Adaptée de Ecalle [18, 19]). — Sans perte de généra-
lité, on peut supposer que k = 0 et § = 0. La démonstration suivante
s’appuiera sur une transformation de Liouville-Green.

Considérons le changement de variable
g+ z(q) = 25(q), (3.11)

o S(q) est la primitive définie en (3.3), le facteur multiplicatif 2 n’étant 1a
que pour simplifier les expressions ci-apres.

Les propriétés d’une telle transformation hyperelliptique sont bien con-
nues, voir par exemple [37]. On tire de ces références les propriétés qui
suivent.
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Soit (a,b) dans un compact de C? fixé, de sorte que les points de transi-
tion se situent dans un compact du plan complexe des q. Considérons, pour
# = 0, la géométrie des lignes de Stokes. Nous utiliserons le fait que, pour
(a,b) fixé, la transformation (3.11) réalise une transformation conforme du
voisinage sectoriel ouvert ¥5(a,b) dessiné sur la figure 1, sur le domaine
ouvert i; du plan des z, représenté sur la figure 2.

Précisons les choses. Soit 0 < § < 27/5. Choisissons pour %5 un voisinage
sectoriel de I'infini, de directions —7 + 36 < argz < m — 34, |2| assez
grand. Il lui correspond par la transformation z < ¢, pour tout (a,b) fixé
dans un compact, le voisinage sectoriel de 'infini ¥s(a,b), de directions
asymptotiques —251 + 6 < arg(q) < 2?” —4.

Considérons le symbole BKW élémentaire normalisé a l'infini dans
25((1, b),

_ ~1[%p ! e)— 4 /' _S(a) — _ S
o(g,€) = P(g,e) Y2t JLP@ O —p(ldd’ (=50 _ ) y-1/2= 58 o o

(3.12)
Cette solution formelle de (3.2) est caractérisée par le fait que le développe-
ment formel (g, ) est une série formelle en € dont le terme de plus bas de
degré est 1, et vérifie, de plus, p(q,e) —1 — 0 quand ¢ — oo dans Xs(a, b).

Plan des z

2%,

7 )
%s

Figure 2. — Le secteur i;.

Posons

(,0((],6) = QZ(Z’E) =1+ Z@n(z)gn’

nzl
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de sorte que
P(z,6)—1—0 quand 2z — o0, z € 4. (3.13)
On déduit de (3.2) que la série $(z,¢€) est solution formelle de ’équation

P"(2) +e7 1@ (2) - F(2)p(2) =0 (3.14)

ol F(z) := 1{q(2); 2} et {-; -} désigne la dérivée schwartzienne :

wora=(£) 35

Par la définition, F'(z) est holomorphe dans le secteur S5,

Soit @(z, &) le mineur de la série $(z, ). On déduit de (3.14) et de (3.13)
que @(z,&) vérifie Péquation aux dérivées partielles d’ordre deux suivante
(probléme mixte) :

3282(z £) - 6z6§(z &+ F(2)p(z,€) =0
% (2,0) = F(2) (3.15)
@(Z7£)_)0; fNO et 2z — 00, ZEig

9 8
020z 020¢

z:=u—v; £:=v
3.16
{ ¢(u,v) := §(2,£) (310

Alors, ’équation (3.15) devient

On va réduire ’opérateur a la forme canonique par changement

de variable

853 (u,v) = F(u — v)@(u,v)
(u 0) = F(u) (3.17)

,v) =0, v~0 et u— oo, =D

F R

Transformons ce probléme mixte en une équation intégrale. De (3.17) nous
tirons o
7 (u,v) )+ Jo Fu—v1)@(u,v1)dvy

w(u,v)—>0, v~0 et u— 00, uE S,
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puis

¢(u,v)=/ F(ul)dul—i—/ / F(uy —v1)@(ug,v1)durdo;
0

o0 o0

ou on intégre a I'infini dans 5. En revenant aux variable initiales, on obtient

z+€ £ z+€
3(z,6) = / F(m)dz + /0 d, / F(z - €)@(z1 - £1,61)dz (3.18)

o0

Cette équation intégrale se résout par approximations successives, et on
peut écrire :

n=0

ol les @n(2,&) vérifient la relation de récurrence :

3 z+€
Prs1(2,6) = /O dt, / F(z1— 6)n(s —&,6)dn (3.19)

3 z+€—€1 R

=/ d€1/ F(21)Pn(21,&1)d=
0 o

z+€

avec Po(z,€) = / F(z1)dz.

+o0

Figure 3. — Le secteur 5512.
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Il nous reste & étudier la convergence de la série des @,. Nous allons
ci-dessous nous concentrer sur les prolongements sectoriels en €. Une petite
adaptation (laissée au lecteur) de ces raisonnements montre tout aussi bien
que la série §(z,£) = >_,,50 Pn(z,§) définit un germe de fonction analytique

a lorigine en &, analytique en z € ¥s.

Remarque. — Dans la suite, nos majorations seront uniformes en (a, b)
dans un compact.

Nous supposons maintenant que § < {5.

On désigne par 35 le secteur ouvert
9 5
X5 = {larg{] < 55}
et, pour z € f]g, notons

552 = (¢ € 5y, larg(e' ~ 2)] < 56} € s

Fixons un zo € 5. On note que (voir Fig. 3) :

Vz € i(;,zg, V¢ € ig, z4+€¢€ ia,z C i&ZO

Nous utiliserons le fait que F(z) est intégrable & l'infini dans ¥5. On a,
plus précisément, F(z) ~ 1—02017 pour z — oo dans ;. Il existe donc une

constante k = k(29) > 0 telle que

K

ourtoutzeflz, FRl{ ————
p 8,20 | ()I <1+|Z—ZO|)2

(3.20)

Magjoration de py. Notons arg(§) = 6, |0] < 6. Par intégrabilité de F a
l’infini, on peut, dans 'intégrale définissant Py, se ramener a une intégration
le long d’une demi-droite de direction asymptotique d’argument 6. Nous
avons, & aide de (3.20),

z+€ +oo " ~+o0 dt,
F(z1)dz é/ F(z +t1e")|dt én/ —_—
/oo (21)dz " |F(z + tre*)|dty e A+t

(|z +t1€¥ — 29| > t1 car 56/2 < w/4). Par suite,
1
1+[¢]

Vz € i&zoa \7,5 € 257 |(n/50(zv€)‘ <K
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Majoration de ;. En écrivant

€] ) )
1512, 6)) / dsl/ A1 |F (2 + 1169 oz + tre®, s1e)]
[€]—s1

nous obtenons, & l’aide des majorations précédentes,

€] 1
z ds dt
|1(2,8)] / 1/IS1 11_”1)21_'_S1
soit encore
5 1] 1 1
p1(2,8)| < & ds
I‘pl( f)' 0 11 + |€| — 5 1+81

c’est-a-dire

*2
Ve € Sa VE € B 0108 <47 (1) ()

ou * désigne 'opération de convolution.

Majoration des @,. Une récurrence facile montre que, pour tout n € N,

_ . ) 1 *(n+1)
Ve Son Ve s B0l < () ()

1
Notons g € C[[¢]] la petite série de mineur 1% (g est la solution série

+¢

formelle de I’équation d’Euler). La série g est sommable de Borel, de somme
une fonction G(g), analytique multiforme sur C*. Des arguments généraux
en théorie de la résurgence, ou en théorie Gevrey, voir [6, 24], montrent

que la série Z K" ) est sommable de Borel, de somme la fonction —1 +

n=1

1
1—-xG(e)

La série majorante

(i) 0

converge donc pour & > 0, avec une croissance exponentielle d’ordre 1 &
Pinfini.

Conclusion. — La série $(2,£) = ) _,50Pn(2,§) définit un germe de
fonction analytique & ’origine en £, analytique en z € X5. De plus, pour tout
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z € B, cette série converge uniformément en ¢ € 35, avec une croissance
exponentielle d’ordre 1 & I'infini. Ceci démontre la sommabilité de Borel et,
6 pouvant étre choisi arbitrairement petit, on obtient le premier point de la
proposition.

Par ailleurs, pour tout 2y € f]g, la série p(z,&) converge uniformément
dans (¢, 2) € i)g X i;,z(,, et admet une croissance exponentielle d’ordre 1 en
¢ a linfini dans ¥, uniformément en z € 55,20 : la sommabilité de Borel est
uniforme par rapport & z € i;,zo. En particulier, en notant Sy ’opérateur
de sommation de Borel suivant ¢!, on obtient :

11 existe C,eq > 0 tels que, pour tout € € Ds ., := {e € C*/|e| < &,
—% — 0 <arg(e) < § + &} et pour tout N € N,

N-1
S0B(2,6) =1 = ) Bn(2)e”| SCNT(N)[e]¥ , Vz€Zss,, (3.21)
n=1

et de plus @,(z) — 0 pour z — 0.

La sommation de Borel fournit une solution récessive

S(q)

U(g,e) = p(g) 2™ "¢ sop(q,e),

qui doit étre proportionnelle & ¥y(g,¢€). La fonction € + T'(e) := ¥(q,e)/
Wo(g,€) est donc indépendante de g, elle est holomorphe dans Ds., et
s’obtient comme limite de $o@(z,€) pour z — oo. De plus, par passage
a la limite dans les inégalités (3.21) ci-dessus,

Ve € D5, , YN €N, |T(e) — 1| < CNT(N)|e|V

d’ot1 T'(¢) = 1 par le lemme de Watson-Nevanlinna (car Dj ¢, est d’ouverture
plus grande que 7). Cela fournit le reste du théoreme. O

Remarque. — Un résultat plus fort dii & Ecalle (dont une démonstration
détaillée resterait & écrire, cf. [12]), nous dit qu'en fait le mineur $(z,¢) se
prolonge analytiquement sans fin sur le plan de &.

THEOREME 3.2 (J. Ecalle, [18]). — Les symboles BKW élémentaires
bien normalisés sont résurgents, sommables de Borel en 7', dépendent
analytiquement de q et des coefficients a,b.
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3.4. Coefficients de Stokes et somme de Borel en ¢~*

Grace a la sommabilité de Borel des symboles BKW, nous allons mon-
trer dans cette section comment coder les coefficients de Stokes Ci (e, a, b),
comme sommes de Borel de certains symboles résurgents (sommables) en

-1
e .

Pour cela, sans perdre la généralité, il nous suffit de considérer C(¢) :=
Co(g,a,b) et arg(e) = 0. Le couple (a,b) € C? sera supposé vérifier la pro-
priété suivante

Il'y a une seule ligne de Stokes Ly qui relie 400
a un point de transition simple gg, et il n'existe (%)
aucune ligne de Stokes bornée issue de qg.

Remarque. — La propriété () est ouverte, en ce sens qu’elle reste préser-
vée lorsqu’on change un peu (a,b), ainsi que la direction de sommation (la
configuration topologique des lignes de Stokes n’est alors pas modifiée).

THEOREME 3.3. — Sous [’hypothése (x), le coefficient de Stokes C(e) est
donné par la somme de Borel, dans la direction de sommation 8 =0, d’un
symbole résurgent c(e, a,b), dépendant analytiquement de (a,b) tant que ()
reste vérifiée.

Remarque. — Bien entendu, lorsqu’on franchit la frontiere de ’ouvert ou
(*) est vérifiée, la configuration de Stokes change, et le symbole résurgent
¢(g, a,b) doit étre remplacé par une combinaison linéaire de tels symboles :
c’est le phénomene de Stokes (dans 'interprétation résurgente).

Preuve du théoréme. — Pour € > 0, on note L_1, L1 les lignes de Stokes

2 2w
adjacentes, de directions asymptotiques arg(q) = —%, arg(q) = +€.

On introduit le symbole vy, resp. Y41, normalisé a infini, récessif le
long de la ligne de Stokes Lg, resp. Liq :

q ’ / /
Yola,€) = Plg, )" V2e F JiulP(d P (0

q ’ ’ !
Tﬁ:tl _ P(q,&)A1/2€+% f+°oej:12w/5[P(q ,€)—p(q’)]dq 6+¥

On déduit du Théoréme 3.1 ci-avant que les solutions W et ¥4, sont respec-
tivement les sommes de Borel Soio et So1+1 suivant e~! dans la direction
d’argument 0, pour ¢ dans un voisinage convenable de Ly, resp. Liq. De
plus, ces solutions sont reliées entre elles par la relation

\Il—l(q7 g, a, b) = CO (67 a, b)\IJO(q’ g, a, b) + \I,-l-l(qv g,a, b) (322)
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Grace a Pintégrabilité a l'infini de P(q) — p(q), les deux symboles )41
coincident avec le symbole suivant, normalisé & I'infini quand ¢ — oo le
long de la ligne de Stokes Ly,

Ay = P(q’6)~1/26+%fzw[P(Q’,s)—P(q/)]dq'e.y@ (3.23)

Ce symbole %4y, dont le signe de Pexponentielle est opposé & celui de 1y,
est maintenant dominant le long de la ligne de Stokes L.

Désignons par D le domaine ouvert de Stokes, de sommet le point de
transition simple ¢, contenant Ly et bordé par les deux lignes de Stokes
adjacentes L. Pour ¢ € D, on note [(4) le chemin partant de g et revenant

en ¢ sur 'autre feuillet de Cg, apres avoir contourné gg dans le sens horaire
(voir Fig. 4).

Figure 4. — L’ouvert de Stokes D et le «lacet » [(g.

On note que, de maniére générale, le symbole %)y n’est pas sommable
de Borel pour q € Lo, ce qui se traduit par le fait que le morphisme de
sommation de Borel g suivant 7! ne commute pas avec le prolongement
analytique en ¢ & la traversée de la ligne de Stokes. Quand ¢ traverse la
ligne de Stokes Lo dans le sens trigonométrique (voir la direction de la
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fleche, Fig. 4), la formule de passage de la ligne de Stokes Lg est décrite par
(voir [11, 10]) :

Hpo — Yo + 61, b0 (3.24)
ol 01, désigne l'opérateur de prolongement analytique le long du «lacet »
l(q) longeant Lo et contournant go dans le sens des aiguilles d’'une montre
(voir Fig. 4). Autrement dit, le prolongement analytique de S %)y apres
passage de Ly peut s’écrire sous la forme Sq (4o + 61,%%0).

Il est facile de voir que le symbole d7,,%fp est maintenant récessif le long
de Lo (I'opérateur 0, fait changer le signe de ’exponentielle du symbole
d4pg). Par conséquent, & Lod’l/)() et 1y sont proportionnels : il existe un unique
symbole c(g, a, b), indépendant de q tel que

5L0d’1/10 = C(S,a,b)’l/)o (3.25)

Par définition des g, %0, on peut aisément vérifier que :
w L[ _
o(eab) = 162502 Jx P@O-P@Ma s asao/ery 4 g0 (3.26)

ol &e) € eC[[e]] et Ao est un chemin sans fin venant de +oo, longeant Ly et
retournant en +o0o sur l'autre feuillet de C,, apres avoir contourné gy dans
le sens horaire.

Par le Théoréme 3.1, on a

U41(q,€) = Sotp+1(g,€) pour g voisin de L4

Alors, par sommation de Borel, la formule de passage (3.24) nous donne
donc
V_1(q,€) = ¥41(q,€) + S0 [c(¢; @, b)o(g; €)]

Comme, pour g voisin de Lg, ¥o(q,€) = Sotbo(g, ), nous obtenons 1’égalité
V_1(g,€) = ¥41(g,€) + [Soc(e; a,b)] Yo(g, €),

& comparer avec (3.22). O

Le lien avec les coefficients de Voros. La résurgence quantique de
Péquation (3.2) fait naturellement intervenir d’autres objets formels, & savoir
les coeflicients de Voros (cf. [43, 10, 12] pour plus de détails).

Nous nous placons dans le cas générique ou tous les points de transition
sont simples. Désignons par L, 3 la courbe hyperelliptique de C? d’équation
p* = ¢®+aq+b. Notons Hi(L(qp)) = Hi(L(ap), Z) homologie (singuliere)
a support compact de L4 ). C’est un Z-module libre de rang 2.
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Soit v le représentant d’une classe d’homologie dans L (a,5)- On appelle
symbole de Voros a” associé au cycle v le développement formel

1

Pd -1
a’(e,a,b) = e ° f“f ! = ay(€,a,ble * prdq
ol w, = / pdq est la période du cycle 7.
Y

De maniéere similaire, en introduisant le groupe d’homologie & support
fermé HY (L, ) (isomorphe & Hi(L(,p)) par dualité), on définit les coef-
ficients de Voros ay, pour A un représentant d’une classe d’homologie dans
HIF(‘C(a,b))a par :

ax(e,a,b) = NG

Reprenons & présent la formule (3.26). On peut interpréter le chemin
Xo comme un cycle a support fermé de L4 ). En prenant son vis-a-vis Ao
sur L) (ce qui revient & changer le signe de P), on obtient un cycle
géodésique, au sens de [12]2.

Le théoréme suivant, essentiellement dii & Ecalle [18] (voir aussi [43, 10,
12]), nous aide & comprendre la nature résurgente des coefficients de Voros :

THEOREME 3.4. — Les coefficients de Voros sont des séries formelles en
€ résurgentes (sommables) en1/e, et dépendent holomorphiquement de (a, b)
sur le revétement universel de C?\{4a®+27b% = 0}. De plus, leurs directions
singuliéres (dans le plan de Borel) sont celles des périodes géodésiques.

Pour clore cette section, remarquons que
25(aq)

co(e,a,b) =iar,e” ¢

Cela nous permet de réduire 'étude de cy(e, a, b) a celle de ay,.
4. Développement asymptotique des coefficients de Stokes

4.1. Le cas particulier A=0

On va s’intéresser tout d’abord au cas particulier A = 0 (c.a.d. a = 0),
qui est en relation avec le probléme aux valeurs propres étudié dans [42].

(2) Quand ¢ parcout le chemin orienté \g, les valeurs de 'intégrale f a pdq parcourent
une droite orientée de direction la direction de sommation, la direction réelle positive ici.
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Dans ce cas, le changement de variable (3.1) s’écrit plus simplement sous la,
forme
X :=qe7%5 B:=bpe/"
En renormalisant €, on peut fixer, par exemple, b = —1 ; autrement dit, on
pose
B = —¢75/5,

L’équation (3.2) s’écrit alors sous la forme :

d2
—ezd—qQaﬁ(q) +(¢* = 1g(g) =0 (4.1)
Les points de transition sont simples et se situent en g := e*27/3 pour
k=0,1,2.
ql
01 ,
121 =
Ao
q2

Figure 5. — La géométrie des lignes de Stokes associée aux directions 0
et m/3 dans le cas a = 0.

Considérons, pour € > 0, la géométrie des lignes de Stokes. Nous obtenons
une figure symétrique par rapport & ’axe réel, qui inclut une ligne de Stokes
bornée (voir Fig. 5).

Dans la section précédente (Théoreme 3.3), on a vu que le coefficient
de Stokes-Sibuya Cy(e) := Co(e, 0, —1) est donné par la somme de Borel du
symbole ¢g(e) :

Cg(&) = So 60(8) = ieKO/ESO(eAO(E)) (4.2)
ou
4 1
Ko = 2S(q0) = = +2/ [\/t3 —-1- t3/2} dt
+oo
et o
1
Apo(e) = ———/ (P —p)dg = Zans%"l, (4.3)
€ Ao n>1

ou g est le cycle géodésique a support fermé passant par qq.
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La constante K se ramene a une intégrale eulérienne :

Ko = %6(1/6, 1/2) = —%F (—g) r (%) >0 (4.4)

ou (3 désigne la fonction Beta d’Euler.

11 est facile de voir, par le théoréme 3.3 (voir aussi Figure 5) que :

LEMME 4.1. — Le coefficient de Voros ay, admet les directions d’argu-
ments /3 comme directions singuliéres, associées auz singularités vues
les périodes des lacets w.,, , k= 1,2.

COROLLAIRE 4.2. — Tous les coefficients a, = — on P2n(q)dq sont réels
et admettent une estimation du type suivant, quand n est assez grand :

lan| < C1(C2)*"2T'(2n — 1) (4.5)

ou C7 et Cy sont des constantes positives.

Preuve. — La réalité est tirée de la réalité de f(q) et de p(q) et, par
suite, des p,(q), sur [1,+o0].

Soit Ag(¢&) = D ons1 %%ZL_}; la transformée de Borel de Ag(g). Par le
Lemme 4.1, Ay(£) est une série entiere de ¢ de rayon de convergence p = le
minimum des modules des périodes w.,,, k = 1,2. Un simple calcul de ces
périodes n'210ngre qu’elles ont mémes modules, égaux a K. Par conséquent,

lim anl"

——= =0 pourvu que [{| < Kj. Cela fournit I’estimation. a
n—oo ['(2n — 1)

Remarque. — On voit facilement, par la preuve, que Cy > KLO Par
ailleurs, on peut calculer toutes les valeurs a, en se ramenant aux
calculs des intégrales f'n ) Pn(q)dg sur le cycle 71 2. La nullité du coef-

ficient a permet d’écrire les a, en terme de la fonction eulérienne Beta.
Par exemple : a1 = 15‘5232—(1/3—) ap =0, a3 = — 21983 72202/ /3
8 T ’ ’ 4199040 I‘(%)3 ’
o, — 20317819 r(2)320/3)

T 125411328 s

... En particulier, a,, = 0 pour n = 23.

Nous utilisons maintenant le fait que si une série formelle g(e) € C|[¢]]
est sommable de Borel suivant e ! dans la direction d’argument 8, sa somme
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est alors holomorphe et admet cette méme série comme série asymptotique
dans un voisinage sectoriel de ¢ = 0, d’ouverture —3 + 0 < arg(e) < 5 + 6.

En appliquant cette propriété au symbole cy(e) qui, par le lemme 4.1, est
sommable de Borel dans toutes les directions 6 €] — w/3,7/3[, on obtient :

PROPOSITION 4.3. — Le coefficient de Stokes-Sibuya Co(e) admet le sym-

bole co(€) pour développement asymptotique dans un voisinage sectoriel de
S5t 5w

Vorigine d’ouverture (—%-, %" ). Autrement dit,

Co(e)  40(e)

ieKO/ e
quand e — 0, —35F < arg(e) < 5 (voir Fig. 6).
5n/6
B
O 0
/ 1
/ €
Figure 6. — Les voisinages sectoriels en € et en B.
Revenant maintenant & la variable B = —e~%/5_ on obtient immédiatement

le développement asymptotique du coefficient de Stokes-Sibuya Cy(B).

PROPOSITION 4.4. — Le coefficient de Stokes-Sibuya Co(B) admet un
développement asymptotique de la forme

~ jefo(~B)*° n
CO(B) ~ 70 exp . n;mod:a ((_3)5/6)271—1 (46)

quand B — oo dans le secteur {| arg(—B)| < w} (voir Fig. 6).

Pour décrire 'asymptotique de Cy(B) dans d’autres secteurs, on peut
utiliser la connaissance qu’on a des phénoménes de Stokes par le biais des
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équations de résurgence du coefficient de Stokes ay, ([10, 12]). On peut plus
facilement invoquer I’équation (2.6) qui peut se réécrire avec A =0 :

Co(B)Co(Bw™?) + 1 = iCy(Bw™?) (4.7)
ou, de facon plus symétrique
iCo(B) = 1+ Co(Bw)Co(Bw™1) (4.8)

(rappelons que w = exp(—2in/5)). Considérons B — oo dans un voisinage
sectoriel du demi-axe réel positif {|arg(B)| < §}, avec § > 0 (petit). On
peut, pour les termes Co(Bw) et Co(Bw™!), appliquer la Proposition 4.4
afin d’écrire leurs développements asymptotiques. D’ou, par (4.8) et pour
{|arg(B)| < 2r/5}

. 8317\'/53)5/6 (429
iCo(B) ~ 1 — eXol exp g .
n3l, ngamod 3 ((63117/53)5/6)271—1

x B B oxp S
n}l,n;mod3 ((e=3in/5B)5/6)2n—1

Pour obtenir le développement asymptotique de Cy(B) dans un secteur
d’ouverture plus grande, on peut utiliser la relation fonctionelle (4.7) et le
résultat connu (4.6). Par exemple, pour B — oo dans le secteur
{—27/5 < arg(B) < 6m/5}, les développements asymptotiques des Cy(Bw?)
et Co(Bw*?) sont établis par la Proposition 4.4. En réécrivant (4.7) sous la
forme Cy(B)Co(Bw?) + 1 = iCy(Bw?), on a

an(eiw/6)2n~1

Co(B) mie 0B Paxpd = N T
nzl,n#2mod 3 ( )
it/2\2n—1
K Bs/a —am/2 an(e"'/ )
X ].+€ 0 e exp Z (B5/6)2n_1

nzl, n#2mod 3
pour B — oo dans le secteur {—27/5 < arg(B) < 67/5}.

Comme les séries qui interviennent sont Gevrey-1 suivant € = B75/6 (et
résurgentes), et que le secteur —27/5 < arg(B) < 6m/5 est d’ouverture plus
grande que 57/6, on a méme que Cy(B) est la somme de Borel du terme de
droite de I’équation précédente. Ce terme se réécrit pour donner :
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PROPOSITION 4.5. — Quand B — oo dans le secteur —2m /5 < arg(B) <
67/5, on a

ane(2n~1)i7r/6

Co(B) ~iexp{ —KoB*/%e™/6 — Z B5(2n—1)/6

n>1,n#2mod3

(4.9)

ane—(Zn—l)iﬂ/G

+'L exp —KOBS/6€+iTr/6 - Z W

n>1l,n#2mod 3

De plus, Cy(B) est la somme de Borel suivant B5/¢ de sa série asymptotique.

Remarque. — Les deux Propositions 4.5 et 4.4, décrivent completement
le comportement asymptotique & I'infini de Cy(B) dans tout le plan des B.
On voit ainsi que Co(B) est une fonction entiere d’ordre 5/6.

4.2. Les zéros de Cy(B)

On peut localiser les zéros du coefficient de Stokes Cop(B) pour B de
module grand en observant son comportement asymptotique & I'infini, donné
par les propositions 4.4 et 4.5. 1l est facile de voir que ces zéros ne peuvent
se situer que dans le petit secteur {| arg(B)| < 27/5} ol par la proposition
4.5, le développement asymptotique de Cy(B) se compose d’une somme
d’exponentielles oscillantes. Ce fait est analogue au cas de la fonction d’Airy
pour laquelle Stokes, par le calcul asymptotique, a obtenu tous ses zéros avec
des erreurs négligeables, cf. [40].

On va appliquer la méme méthode pour Cy(B). Soit

a e(2n—l)i7'r/6
n

_ 5/6 —in/6
f(B) =-KoB ACAE Z B5(2n—1)/6

nzl,n#2mod3

de sorte que le terme de droite de I’égalité asymptotique (4.9) s’écrit sous
la forme

exp(f(B)) + exp(f(B))

ou f est le complexe conjugué. Séparons les parties réelles des parties imag-
inaires :

f(B) = f+(B) +ifi(B)

avec

V3 an cos((2n — 1)7/6)

_ 5/6
fr(B) = == KoB /o > B5@n-1)/6
n>1,n#2mod3
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et

1 ap sin((2n — 1) /6)
(B) = - K, B5/6 _ n
fi(B) = 5Ko . n;mOdB B5G@n-1)/6

L’équation (4.9) devient : quand B — oo dans le secteur {|arg(B)|
< 27/5},
Co(B) ~ 2exp(fr(B)) cos(fi(B))
On a mieux : en fait, Cy(B) est exactement donné, dans le secteur en ques-
tion, comme somme de Borel suivant = B%6 du symbole de gauche de
I’égalité qui précede :
Co(B) = so {2exp(fr(B)) cos(fi(B))}

(la notation So désigne la somme de Borel dans la direction # = 0). On voit
donc que, pour B dans le secteur en question, les zéros doivent étre (au
niveau symbolique) solutions de 1’équation

cos(fi(B)) = 0,

soit encore, avec r = B5%/6

1 ansin((2n — 1)w/6) =«
SKor— ) T =5 +kr, k€Z  (410)
nzl,n#2mod 3

On notera que, Ky|r| étant supposé grand dans le secteur de travail, 'égalité
précédente force k a étre un entier positif grand.

Le terme de gauche de I’équation (4.10) est résurgent sommable suivant
r. L’équation

1 ap sin((2n — 1)w/6) 1
EKOT - g AT = EK()T (4.11)
n>1,n#2mod 3

peut alors s’interpréter comme un changement de variable de résurgence
r < 7. Par le théoréme des fonctions résurgentes implicites (voir [31, 12]),
I’équation (4.11) s’inverse sous la forme

2 aysin(m/6) 4

b
r:r(T)zT—}—Z———Tznn_l:‘r—i—Ko -

n>1

ol les réels b,, peuvent se calculer par récurrence en fonction des a,.

En comparant (4.11) et (4.10), il vient que les zéros de Cy(B) correspon-

dent aux valeurs de 7 = F(2k + 1), k € N, k assez grand, soit, dans la
0
variable r, les valeurs
re = sor(Klo(zk+ 1))
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ce qui correspond a
T 6/5
By = [so T‘(F(2k + 1))] , keN, k assez grand (4.12)
0

en la variable B. On notera que ces By sont réels, par sommation de Borel
d’une série réelle.

Commentaire. — Une approximation grossiére nous dit que

6/5
0

Le calcul plus précis des zéros peut se faire, par exemple, par sommation au
plus petit terme, ce que nous avons fait dans [41]. En utilisant la structure
résurgente de la fonction r(7), on peut gagner en précision en employant
les méthodes de hyperasymptotique [2, 3, 14]. Un tel exemple de calcul est
traité dans [9]. Signalons aussi la méthode de sommation par les séries de
factorielles, voir [24].

Remarque. — Nous venons de montrer qu’en dehors d’un compact du
plan complexe des B, les zéros de la fonction analytique réelle iCy(B) sont
réels positifs. En fait, ce résultat s’étend & tout le plan complexe des B (cf.
[39, 42]).

De cette remarque, on peut tirer quelques conséquences intéressantes.
Notons 0 < By < B; < B < --- la suite ordonnées des zéros de Cy(B),
comptés avec multiplicité éventuelle. Alors, d’aprés Boas [4], comme Pordre
de Cy(B) est supérieur a Pexposant de convergence de ses zéros, la série

«Zeta spectrale »
o0
=Y 5
- s
n=0 Bj

converge pour R(s) > 5/6 et, d’aprés Mezincescu ([27])

2
(1) = Z 5 = 5%1/75/)5 13 — 2cos(m/5)]

Par le théoréme de factorisation de Hadamard [4], comme Cy(B) est néces-
sairement de genre 0, on peut écrire Co(B) sous la forme : pour B € C,

Co(B) = CO(O)nij (1 _ B%)

Enfin, par un théoréme de Laguerre [4], les zéros de la fonction dérivée
C{(B) sont nécessairement réels, et sont séparés par les zéros de Cy(B).
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4.3. Le cas A non nul

Dans le cas A = 0, nous avons vu que le coefficient de Stokes Cy(B) :=
Co(0, B) s’analysait complétement, par le biais de la sommation de Borel,
par son asymptotique quand |B|] — oco. L’analyse est essentiellement la
méme si A est non nul, mais reste dans un compact fixé : c’est le point de
vue adopté par Sibuya [37]. En revanche, le probléme devient plus compliqué
quand |A| et |B| tendent simultanément & 'infini. C’est I’étude que nous
allons faire ici, en utilisant l'information que nous apporte la résurgence
quantique, et en imposant des conditions de croissances relatives sur A et B.

Nous supposons encore que b = —1, et a trés proche de zéro. La géométrie
des lignes de Stokes, relative a la direction d’argument 0, est alors trés voi-
sine de celle de la figure 10 (ot @ = 0). Par le Théoréme 3.3, le coefficient de
Stokes Co(e,a) := Co(g,a, —1) est donné par la somme de Borel du symbole
cole,a) :

Co(e,a) = Socale, a) = Spiaree o = ieX@D/o5o(ACD)  (413)

ol go = go(a) est le point de transition voisin de go(0) = 1, et
K(a) = 25(qo(a), a) (4.14)

2 q0
—9 [—q3/2+aq3/2+/ (x/t3+at—1—(t3/2+i)> dt]
5 +o0 2\/Z

Nous travaillerons & présent sous ’hypothese que a est infiniment proche
de zéro. Pour fixer les idées, nous supposerons que

2/5  §>0 et @ dans un compact (4.15)

a=a.e

Comme le coefficient de Voros ay,(g,a) dépend holomorphiquement,

et méme régulierement de a (au sens de [12]), la structure résurgente de

@), (€,a) pour des a de la forme (4.15) est connue. En particulier, du Lemme

4.1, on déduit la sommabilité de ay, (e, a) pour les directions de sommations

d’argument € (—n/3,7/3), les singularités du mineur étant toujours les
périodes des lacets w,,,, k =1,2.

On en déduit le résultat suivant.

PROPOSITION 4.6. — Sous la condition (4.15), le coefficient de Stokes-
Sibuya Cy(e, a) admet un développement asymptotique de la forme suivante,
quand € — 0 et |arg(e)| < 57/6 :

Cole, a) ~ ief(@)/eAle:a) (4.16)
ot K(a) € C{a} et A(e,a) € eC{a}{[e]].
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On va préciser les séries intervenant dans la proposition. La série con-
vergente K (a) n’est autre que la série de Taylor en a = 0 de 'expression
donnée en (4.14). Elle s’écrit sous la forme

K(a) = Ko + i Kna" (4.17)

nxl

2
ou K est exactement la constante définie en (4.4), Ko = 5ﬁ(1/6, 1/2), et de

plus les K,,, qui sont tous réels, peuvent s’exprimer en terme de la fonction
eulerienne béta : K1 = —23(5/6,1/2), etc ... En particulier, K,, = 0 pour
tout n = 2mod 3.

Nous avons par ailleurs

1
Alg,a) = —= / (P —p)dg = Z Ap(a)e®1 (4.18)
€ Ao n>1
ou A,(a) :=— / D2n(q, a)dg. L’intégrabilité des p, permet de ramener ces
A

0
intégrales a des intégrales sur le cycle ; o,

An(af) = / p2n(q, a)dq
71,2
dont le développement de Taylor s’écrit

Ap(a) =ano+ Z an, ja’ (4.19)

j>1

ou les an o sont exactement les a, définies en (4.3). De plus les a, ; sont
tous réels et calculables en terme de la fonction eulérienne béta.

En revenant maintenant aux variables (A, B), on obtient :

PROPOSITION 4.7. — Quand B tend vers linfini de tel sorte que
3

A
|arg(—B)| < 7, et pour A tel que 5= O(B~°) avec § >0, on a

Co(A, B) ~ iexp | (—B)%/ (K0+ZKnA"(—B)‘2”/3)} X (4.20)

nx1

exp |3 | X any a7 (=B) 7/ | (—B)i-2re

nzl \ j=0

De plus, la série asymptotique est résurgente sommable suivant ="' = (—B)5/6.
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Remargue. — Cette proposition nous donne le développement asympto-
tique de Cy(A, B) quand B — oo dans secteur {0 < arg(B) < 27} (avec la
convention arg(—B) := 7 + arg(B)) pour tout A tel que A(—B)~?/3 — 0.
La derniére condition permet donc a A de tendre vers l'infini, mais «pas
trop vite» en comparaison de |B|%/3. C’est une amélioration d’un résultat
de Sibuya (voir [37]), tout au moins pour m = 3.

Pour savoir le développement asymptotique de Cy(A4, B) quand B — o0
dans les autres secteurs, par exemple dans |arg(B)| < o (o0 > 0 assez
petit), on peut utiliser la relation fonctionnelle (2.6). Nous allons auparavant
montrer quelques propriétés des A, (a).

LEMME 4.8. — Pour tout n > 0, la série de Taylor de p,(q,a) ena =0
peut s’écrire sous la forme :

Pn(g,0) = 4™ x Y (aq)’Up,;(a) (4.21)

J=0

ot 6, € {0,1,2} tel que n + &, est divisible par 3, et les U, j(q) sont des
~ 1 iy 2 . PP
polynomes en T dont la parité du degré est opposée a celle de n.

Preuve. — Par récurrence, en partant du développement
2 3
q a2+ q

Po(g,a) = QH 8(q e s @ e T
=Y (agYUs,;(q) (422)

j7>0

Il n’est pas difficile de vérifier les pas suivants en utilisant la définition
récurrente des p,(q, a). O

COROLLAIRE 4.9. —

pan(g,0) = ¢ x Y (ag)' Vi (q) (4.23)
320

\ a . . 1 e
ou les Vy, ;(q) sont des polynémes de degrés impairs en Nz et r, désigne

le reste de la division de n par 3.

COROLLAIRE 4.10. — Les coefficients an j dans (4.19) sont réels, et de
plus
Gn; =0 s j+7r,=2mod3 (4.24)
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Preuve. — Cela résulte du corollaire 4.9 et de la définition des a, ; dans
(4.19) :

an,j:/ s™ IV, i(s)ds
Y1,2

O

La relation fonctionnelle eq:2.5 et les résultats précédents donnent fi-
nalement la proposition suivante qui, avec le corollaire 4.7, nous fournit le
comportement asymptotique global de Cy(A, B)

PROPOSITION 4.11. — Quand B — oo dans le secteur —27 /5 < arg(B)
3

A
< 6m/5, et si A est tel que 5= O(B™°%) avec 6 >0, on a

Co(A,B) ~iexp{ — 2(35/6)1—2n(e—iﬂ'/6)1—2n Zanyj(AB—Z/g%)j(e-iZw/S)j

n>0 j=0

+i exp _2(35/6)1—2n(eiﬂ‘/6)1—2nZan,j(AB—2/3)j(ei21r/3)j (425)

n>0 320

avec la convention ag ; = Kj.
De plus, Co(A, B) est la somme de Borel suivant B5/% de sa série asymyp-
totique.

Preuyve.— On peut vérifier directement en vertu de l’équation fonc-
tionnelle (2.6) et de la proposition 4.7, avec 'assertion dans le corollaire
4.10. O

Remarque. — On voit facilement que si A = 0, cette conclusion se réduit
exactement a la proposition 4.5.

Comme dans le cas A = 0, les résultats qui précédent permettent d’évaluer
asymptotiquement les zéros du coefficient de Stokes Cy(A, B) ([42], voir
aussi [41]).
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